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Аннотация. Мы исследуем методы математического моделирования объектов и яв-
лений, описывающихся в теории динамических уравнений на временных шкалах. Нами
уже была доказана возможность решить проблемы интегрального исчисления в данной
теории, которые были вызваны несвязностью самих временных шкал, с помощью ме-
тода дифференциала Стилтьеса. Так мы попадаем в зону действия корректной теории
Штурма-Лиувилля для импульсных задач. В настоящей работе мы говорим о неосцил-
ляции и критической неосцилляции однородных динамических уравнений на временных
шкалах.

Ключевые слова: динамические уавнения, временная шкала, дырка, неосцилляция
уравнения, критическая неосцилляция уравнения, импульсная задача, метод Штурма.

ABOUT THE NON-OSCILLATION AND THE CRITICAL
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Abstract. We investigate the methods of mathematical modeling of objects and
phenomena described in the theory of dynamic equations on time scales. We have already
proved the possibility of solving the problems of integral calculus in this theory, which were
caused by the incoherence of the time scales themselves, using the Stieltjes differential method.
So we get into the area of the correct Sturm-Liouville theory for impulse problems. In this paper
we talk about non-oscillation and critical non-oscillation of homogeneous dynamic equations
on time scales.
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Мы продолжаем проводить исследования в области теории динамических уравнений на
временных шкалах с помощью метода дифференциала Стилтьеса.

Напомним, что обыкновенное дифференциальное уравнение

ppu1q1 ` qu “ fp“ λmuq p0.1q

служит для описания систем и процессов различной природы. Ранее использование указан-
ного уравнения с непрерывными параметрами qpxq, fpxq, mpxq столкнулось с необходимостью
его распространения на более широкие классы объектов, у которых параметры могут терять
регулярность.

Попытки создания методов, подходящих для анализа нерегулярных ситуаций, начались
еще в XIX веке - задача Стилтьеса об упругой нити с бусинками. В первой половине XX
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века был описан спектр собственных частот для колебаний упругой струны с произволь-
ным распределением масс, когда ”функция” mpxq определяется обобщенной производной от
произвольной неубывающей функции Mpxq. Далее задача

u2 “ λmu,up0q “ uplq “ 0

с обобщенной функцией mpxq стала объектом изучения в спектральном анализе. Это направ-
ление породило теорию обобщенных функций. Стоит отметить, что вопросы о качественных
свойствах решений оставались недоступными.

В 90-е годы прошлого столетия воронежцами было предложено вместо уравнения (0.1)
рассматривать уравнение вида

xż

0

dppu1q `
xż

0

u dQ “
xż

0

dF p“ λ

xż

0

u dMq, p0.2q

где Qpxq,F pxq и Mpxq — поточечно определяемые функции ограниченной вариации, а инте-
гралы понимаются по Стилтьесу. Если параметры Q,F и M регулярны, уравнение (0.2) после
дифференцирования по x принимает вид

ppu1q1 `Q1u “ F 1p“ λuM 1q.

Ю. В. Покорный предложил с помощью дифференциала Стилтьеса придать уравнению
(0.2) аналогичный (0.1) вид

Dppu1q ` uDQ “ DF p“ λuDMq. p0.3q

При этом символ Dg для функции ограниченной вариации gpxq предложено трактовать в
виде линейного на Cra, bs функционала

pDgqpuq “
lż

0

u dg.

Проработка такого подхода к уравнениям (0.3) и (0.2) позволила перенести на случай
импульсных задач всю осцилляционную теорию Штурма. Далее была поставлена задача о
распространении метода дифференциала Стилтьеса на теорию динамических уравнений на
временных шкалах ([ДУВШ]).

1. КРАТКИЙ ЭКСКУРС В ОСНОВЫ ТЕОРИИ [ДУВШ]

Теория динамических уравнений на временных шкалах получила развитие в основном в
работах англоязычных авторов, моделирующих процессы и явления в области космологии,
биологии и экономики. В их работах изучаются уравнения вида

ppptqx△ptqq△ ` qptqxpσptqq “ fptq p1.1q

для случая, когда аргумент решений t принадлежит ”временной шкале T” — произвольному
замкнутому множеству из вещественной оси R “ p´8,8q. Здесь △-производная x△ptq по
определению означает

x△pt0q “ lim
sÑt0

xpσpt0qq ´ xpsq
σpt0q ´ s

, t0 P T. p1.2q
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Под σptq понимается величина

σptq :“ infts P T : s ą tu. p1.3q

Интересно, что множество T может быть сильно ”дырявым” по типу канторова множества.
Авторы же [ДУВШ] конструируют теорию, внешне вполне аналогичную теории обыкновен-
ных дифференциальных уравнений. При этом они вынуждены развивать дифференциальное
исчисление, обратное к нему интегральное исчисление и прочее.

Напомним, что дополнение шкалы T до всей числовой оси состоит из объединения конеч-
ного или счетного числа интервалов. Каждый такой интервал мы назвали дыркой шкалы T.
Строгое неравенство σptq ą t по определению σptq имеет место тогда и только тогда, когда
t является левым краем какой-либо дырки. △-производная не отличается oт обычной произ-
водной, если t не является левым краем какой-либо дырки. Если t - левый край какой-либо
дырки, то x△ptq ‰ x1pt´ 0q, а ведь для осмысления второй производной px△ptqq△ необходимо
иметь однозначно определенное значение x△ptq в точке t. Смысл последнего становится кор-
ректным лишь в предположении x△ptq “ x1pt´ 0q, а это нигде англоязычные авторы теории
[ДУВШ] не оговаривали, но пользовались этим фактом.

В целом теория [ДУВШ] не полна: не предусмотрен анализ вопросов о существовании ре-
шений, об их зависимости от параметров, не обсуждаются вопросы полноты соответствующих
функциональных пространств, где ищется решение, не обсуждаются привычные для обык-
новенных дифференциальных уравнений качественные свойства решений типа теорем срав-
нения Штурма и прочее. Процедура интегрирования, обращающая △-дифференцирование,
определяется равенством

βż

α

x△ptq△t “ xpβq ´ xpαq, p1.4q

что с учетом дырявости T невозможно сопоставить с традиционными для теории интеграла
и теории меры представлениями.

В определяющей интеграл формуле (1.4) функция xptq есть, очевидно, первообразная для
x△ptq. Такой взгляд на ”определенный интеграл” не позволяет говорить о квадратуре произ-
вольной непрерывной функции, т. е. о решении даже простейшего уравнения типа

x△ptq “ fptq

для f P Cra,bs, так как решение должно даваться формулой типа

xptq “
tż

a

fpsqds` C

при разумном определении интеграла.
По Лейбницу-Риману-Лебегу-Радону толкования определенного интеграла подразумева-

ют (так или иначе) введение меры, так как интеграл — по большому счету как функция
множества — есть не что иное как мера. Однако в теории [ДУВШ] и присутствия меры не
ощущается.

2. ВЗГЛЯД НА ТЕРИЮ [ДУВШ] С ПОЗИЦИИ МЕРЫ

Ю. В. Покорным было предложено распространить метод дифференциала Стилтьеса на
теорию [ДУВШ], благодаря чему несвязность области определения T была преодолена вве-
дением на R “ p´8,8q некоторой меры (функции Q), в результате чего уравнение (1.1)
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оказалось частным случаем уравнения (0.3), т. е. попало в зону действия корректной теории.
Мы оказались в классе абсолютно непрерывных функций без дырок в области определения
аргумента, что стало возможным благодаря непрерывному распространению динамического
уравнения на всю числовую ось.

Мы всюду используем стандартное для обыкновенных дифференциальных уравнений и
для математической физики обозначение искомых решений в виде upxq при традиционном
обозначении независимой переменной через x. Мы расширяем взгляд на динамические урав-
нения, придавая им вид

ppu1qpxq ´ ppu1qp0q `
xż

0

upsqdQpsq “
xż

0

dF p“ λ

xż

0

udMq. p2.1q

Для случая гладких параметров ppxq,Qpxq,F pxq после дифференцирования (2.1) по x мы
будем иметь уравнение

ppu1q1 ` qu “ fp“ λmuq

при q “ Q1,f “ F 1,m “ M 1 - в точности классическое уравнение Штурма-Лиувилля. Уравне-
нию (2.1) мы можем придавать вид

Dppu1q ` uDQ “ DF p“ λuDMq.

Рассматривая (2.1) не на отрезке, а (в соответствии с [ДУВШ]) на временной шкале T, по-
лучаем, что при некотором специальном выборе Q-меры и функции F pxq уравнение (2.1)
окажется адекватным уравнению

ppu△q△pxq ` qpxqupσpxqq “ fpxq. p2.2q

Адекватность эта достигается тем, что нам удалось распространить функции ppxq,Qpxq,F pxq
на всю ось p´8,8q так, что непрерывные на R решения (2.1) будут совпадать на T с реше-
ниями уравнения (2.2). При этом в (2.2) мы, как и в [ДУВШ], под △- производной понимаем

u△px0q “ lim
sÑx0

upσpx0qq ´ upsq
σpx0q ´ s

;x0 P T, p2.3q

где, естественно, под σpxq подразумевается

σpxq :“ infts P T : s ą xu.

Интегралы в уравнении (2.1) понимаются по Стилтьесу, а функции ppxq, Qpxq, F pxq, Mpxq
предполагаются лежащими в пространстве BV функций ограниченной вариации. Поскольку
наш разговор усложнялся несвязностью множества T и необходимостью опереться на аппарат
теории интеграла, мы модифицировали необходимые понятия и факты из теории меры и
теории интеграла на случай несвязных компактов из R.

У нас N— множество левых краев дырок из T. Как уже было сказано, динамическое урав-
нение отличается от обыкновенного только на множестве N.

В теории [ДУВШ] предполагается непрерывность коэффициентов p и q и непрерывность
решений уравнения вместе с производными u△pxq и pppxqu△pxqq△. Эти условия мы назвали
допустимыми условиями [ДУВШ].

Основной стала следующая теорема.
Теорема. Пусть для уравнения (2.2) выполняются допустимые условия [ДУВШ]. Тогда

существуют функции P pxq, Qpxq и F pxq с локально ограниченным изменением на R и такие,
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что каждому из допустимых решений upxq уравнения (2.2) соответствует определенное и
непрерывное на всем R “ p´8,8q решение pupxq уравнения

rPu1ssr `
sż

r

upxqdQpxq “
sż

r

dF pxq,

совпадающее с upxq на шкале T. Здесь интегралы понимаются по Стилтьесу.
Здесь функция Qpxq берется в виде

Qpxq “
xż

a

q0ds`
ÿ

τPN,τďx

qpτqµpτqθpx ´ σpτqq,

где q0 “ qpxq при x “ σpxq и q0 ” 0 на W (дополнении T до всей оси), θpxq - функция
Хевисайда, µpτq “ σpτq ´ τ .

Уравнение

rPu1ssr `
sż

r

upxqdQpxq “
sż

r

dF pxq

можно переписать в виде
DpPu1q ` uDQ “ DF.

Доказательство этой теоремы основано на установленном свойстве полноты pET по метрике
для каждого отрезка ra,bs Ă R.

E (ET) — множество абсолютно непрерывных на R (соответственно на T) функций, произ-
водные которых имеют локально ограниченное изменение на R (на T). Через pET нами было
обозначено пространство функций из E, совпадающих на T с элементами из ET и линейных
на каждой дырке T.

Приведенная основная теорема позволяет сформулировать наши результаты для основ-
ных объектов [ДУВШ] с помощью трансляции этих задач в линейчатое расширение pET. Все
доказательства излагаются уже в линейчато расширенном пространстве pET.

Функции ppxq, qpxq, fpxq из p2.2q принадлежит BV pTq. pP pxq, pQpxq, pF pxq - их продолжения
на W равенствами

pP pxq “ ppα ´ 0q, pQpxq ” 0, pF pxq ” 0,

где α— левый край дырки.
Весь разговор данной тематики ведется на компактных подмножествах R (пересечении

ra,bs с временной шкалой T). Если шкала неограничена, можно вести аналогичный разго-
вор локально на каждом отрезке, поэтому формулировки результатов будем озвучивать на
T, подразумевая детализацию на каждом отрезке. Например, в пространстве ET введена то-
пология на каждом сужении ET на компактный интервал. На каждом конечном интервале
соответствующее расширение pET является нормированным пространством, так что в целом
на всей оси пространство pET счетномерно.

3. О НЕОСЦИЛЛЯЦИИ ОДНОРОДНОГО ДИНАМИЧЕСКОГО
УРАВНЕНИЯ НА ВРЕМЕННЫХ ШКАЛАХ

Определение. Будем называть однородное динамическое уравнение

pppxqu△pxqq△ ` qpxqupσpxqq “ 0 p3.1q

неосциллирующим на ra,bs, если всякое нетривиальное решение уравнения p3.1q имеет на
ra,bs не более одного нуля.

ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2023. № 1 37



Ж. И. Бахтина, С. А. Шабров

Вместо уравнения (3.1) будем рассматривать уравнение в дифференциалах Стилтьеса

DpPu1q ` uDQ “ 0, p3.2q

работая в расширенном пространстве.
Справедлива следующая теорема.
Теорема 3.1. Для неосцилляции на ra,bs уравнения p3.1q достаточно, чтобы функция

Qpxq из уравнения p3.2q монотонно не убывала на ra,bs.
Отметим эквивалентность свойств:
а) уравнение p3.1q не осциллирует на ra,bs;
б) на ra,bs нет сопряженных x “ a точек, отличных от x “ a; нет отличных от x “ b точек,

сопряженных x “ b;
в) существует неотрицательное на ra,bs решение уравнения p3.1q, такое что upaq ą 0 (или

upbq ą 0);
г) существует строго положительное на ra,bs решение уравнения p3.1q.
Напоминаем, что для фиксированного однородного дифференциального уравнения второ-

го порядка на ra,bs точка x “ ξ называется сопряженной точке a, если существует нетриви-
альное решение с нулями в точках x “ a и x “ ξ.

4. О КРИТИЧЕСКОЙ НЕОСЦИЛЛЯЦИИ ОДНОРОДНОГО
ДИНАМИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ НА ВРЕМЕННЫХ ШКАЛАХ

Рассуждения введем в рассширенном пространстве.
Определение. Будем называть однородное динамическое уравнение

pppxqu△pxqq△ ` qpxqupσpxqq “ 0 p4.1q

критически неосциллирующим на ra,bs, если оно не осциллирует на любом отличном от
ra,bs промежутке rξ1,ξ2s из ra,bs, не обладая этим свойством на ra,bs.

Это значит, что точка x “ b является сопряженной точке x “ a, но внутри интервала pa,bq
подобных точек нет. Иными словами, отрезок ra,bs является промежутком критической неос-
цилляции, если однородное уравнение pppxqu△pxqq△ ` qpxqupσpxqq “ 0 имеет нетривиальное
строго положительное на pa,bq решение с нулями на концах.

Будем называть дифференциальным неравенством и записывать в виде

DpPu1q ` uDQ ě 0

любое уравнение
DpPu1q ` uDQ “ DF,

где функция F pxq не убывает на отрезке ra,bs и непрерывна на его концах.
Теорема 4.1. Пусть уравнение p4.1q критически не осциллирует на ra,bs. Тогда любое

нетривиальное и неотрицательное на отрезке ra,bs решение upxq неравенства

pppxqu△pxqq△ ` qpxqupσpxqq ě 0,

не имеет нулей на интервале pa,bq. При этом u△paq ‰ 0 (u△pbq ‰ 0), если upaq ‰ 0 (upbq ‰
0).

Доказательство (приводим в расширенном пространстве).
Будем рассматривать однородное уравнение

DpPu1q ` uDQ “ 0
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и неравенство
DpPu1q ` uDQ ě 0.

Предположим противное. Пусть найдется нетривиальное и неотрицательное решение upxq
неравенства

DpPu1q ` uDQ ě 0,

имеющее хотя бы один нуль на pa,bq. Обозначим через G0 множество точек из pa,bq, в которых
функция upxq обращается в нуль. Это множество непусто, замкнуто относительно ra,bs и не
совпадает с pa,bq. Тогда на pa,bq найдется граничная точка x0 множества G0. В ней upx0q “ 0.
Обозначим через pξ1,ξ2q интервал, примыкающий к x0 и не лежащий в G0. Пусть x0 “ ξ1.
Без ограничения общности можем считать, что точка ξ2 не является особой, то есть функции
P,Q,F в ней непрерывны.

Предположим для начала, что точка ξ1 тоже не является особой. Заметим, что однородное
уравнение не осциллирует на отрезке rξ1,ξ2s и, следовательно, имеет на нем строго положи-
тельное решение ϕ. По аналогу теоремы Пойа-Мамманы (см. [1]) получаем:

hpxq “ hpξ1q ´
xż

ξ1

ϕdF,

где hpxq “ ϕ2pxqP pxqpu{ϕq1pxq. Заметим, что hpξ1q “ P pξ1qu1pξ1qϕpξ1q. Однако ξ1 является
минимума функции upxq, и, следовательно, u1pξ1q “ 0, а поэтому hpξ1q “ 0. Таким образом,
pu{ϕq1 ď 0, то есть функция u{ϕ не возрастает на rξ1,ξ2s, что с учетом равенства pu{ϕqpξ1`0q “
0 противоречит неравенству u{ϕ ą 0 на rξ1,ξ2s.

Пусть теперь точка ξ1 является особой. Тогда справедливо равенство

´P pξ1 ` 0qu1pξ1 ` 0q ` P pξ1 ´ 0qu1pξ1 ´ 0q “ ∆F pξ1q.

Однако левая часть последнего равенства неположительна, а правая — неотрицательна. Это
возможно лишь тогда, когда ∆F pξ1q “ 0 и P pξ1 ` 0qu1pξ1 ` 0q “ P pξ1 ´ 0qu1pξ1 ´ 0q. Заметим,
что u1pξ1 ` 0q ě 0, а u1pξ1 ´ 0q ď 0, откуда вытекает, что возможен только случай, когда
u1pξ1 ` 0q “ u1pξ1 ´ 0q “ 0. Следовательно, скачки P,Q,F в точке ξ1 никакой роли не играют,
и мы можем воcпользоваться аналогом теоремы Пойа-Мамманы. С учетом u1pξ1 ` 0q “ 0,
аналогично рассмотренному случаю, получим противоречие.

Пусть теперь upaq “ 0. Взяв точку ξ1 тостаточно близко к a, будем иметь неосцилляцию
уравнения

DpPu1q ` uDQ “ 0

на ra,ξ1s. Получаем, что равенство u1paq “ 0 невозможно. Аналогично, если upξ2q “ 0, то
u1pξ2q ‰ 0. Теорема доказана.

Теорема 4.2. Пусть уравнение

pppxqu△pxqq△ ` qpxqupσpxqq “ 0

критически не осциллирует на ra,bs. Тогда любое нетривиальное решение неравенства

pppxqu△pxqq△ ` qpxqupσpxqq ě 0

при условиях
upaq ě 0, upbq ě 0

превращает эти неравенства в равенства, то есть удовлетворяет задаче
"

pppxqu△pxqq△ ` qpxqupσpxqq “ 0,

upaq “ 0,upbq “ 0.
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Доказательство (приводим в расширенном пространстве).
Пусть vpxq — положительное на pa,bq решение задачи

"
DpPu1q ` uDQ “ 0,

upaq “ 0,upbq “ 0.

Пусть upxq — нетривиальное решение

DpPu1q ` uDQ ě 0,

при условиях
upaq ě 0, upbq ě 0.

Рассмотрим непрерывную на pa,bq функцию ϕ “ u{v. Пусть ϕ ‰ const. Если нижняя грань
λ0 “ inf

pa,bq
ϕ достигается в одной из внутренних точек x0 P pa,bq, то функция h “ u´λ0v будет

являться неотрицательным решением неравенства

DpPu1q ` uDQ ě 0,

обращаясь в нуль в точке x0 P pa,bq, что противоречит предыдущей теореме.
Пусть inf

pa,bq
ϕ достигается в одной из граничных точек pa,bq, например в точке x “ a. Если

λ0 ą ´8, то из равенства vpaq “ 0 следует, что upaq “ 0. Но тогда λ0 “ u1paq{v1paq и
неотрицательная на ra,bs функция h “ u´ λ0v, удовлетворяя неравенству

DpPu1q ` uDQ ě 0,

имела бы в точке x “ a нулевое значение и нулевую производную, что снова противоречит
предыдущей теореме.

Пусть теперь λ0 “ ´8. Это возможно в силу неравенства upaq ě 0 лишь в случае, когда
upaq “ 0. А так как v1paq ą 0 и предел ϕ “ u{v при x Ñ 0 равен u1paq{v1paq, то равенство
λ0 “ ´8 невозможно. Значит, функция ϕ “ u{v есть константа. Теорема доказана.
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