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Аннотация. В работе исследована задача Трикоми для одного уравнения смешанно-
го эллиптико-гиперболического типа второго порядка, совпадающий с оператором Гельм-
гольца в области эллиптичности и вырождающимся гиперболическим оператором первого
рода в области гиперболичности. Доказана теорема об априорной оценке решения иссле-
дуемой задачи. В случае, когда в области эллиптичности присутствует оператор Гельм-
гольца, априорная оценка решения получена в пространстве СоболеваW 1

2
pΩq. А в случае,

когда в области эллиптичности рассматриваемое уравнение совпадает с уравнением Ла-
пласа получена оценка градиента решения. Из полученных априорных оценок вытекает
единственность регулярного и существование слабого решения исследуемой задачи.

Ключевые слова: уравнение Лапласа, уравнение Пуассона, уравнение Гельмгольца,
вырождающееся гиперболическое уравнение, уравнение смешанного типа, задача Трико-
ми, задача Коши, априорная оценка.

ON AN A PRIORI ESTIMATE OF THE SOLUTION OF THE
TRICOMI PROBLEM FOR THE CONJUGATION OF THE

HELMHOLTZ EQUATION WITH A DEGENERATE
HYPERBOLIC EQUATION OF THE FIRST KIND

Zh. A. Balkizov

Abstract. The Tricomi problem for a second-order mixed elliptic-hyperbolic type equation,
which coincides with the Helmholtz operator in the ellipticity domain and the degenerate
hyperbolic operator of the first kind in the hyperbolicity domain, is studied. A theorem on a
priori estimation of the solution of the problem under study is proved. In the case when the
Helmholtz operator is present in the ellipticity domain, an a priori estimate for the solution is
obtained in the Sobolev space W 1

2
pΩq. And in the case when the equation under consideration

coincides with the Laplace equation in the region of ellipticity, an estimate for the gradient of
the solution is obtained. The obtained a priori estimates imply the uniqueness of the regular
and the existence of a weak solution of the problem under study.
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ВВЕДЕНИЕ

Одним из первых работ, посвященных фундаментальным исследованиям по теории урав-
нений смешанного типа второго порядка были работы Ф. Трикоми. В стандартной смешанной
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Об априорной оценке решения задачи Трикоми. . .

области D, ограниченной при y ą 0 гладкой кривой Γ с концами в точках A и B (точки A и
B не совпадают и лежат на оси Oxq, а при y ă 0 – характеристиками AC и BC уравнения

yuxx ` uyy “ 0 (1)

им в работе [1] была поставлена и исследована краевая задача Трикоми для уравнения (1).
На линии перехода y “ 0 должны были соблюдаться условия непрерывности решения задачи
u px,yq и его производной uy px, yq. В работах [2], [3] результаты Ф. Трикоми были обобщены
на случай уравнения

ymuxx ` uyy ` c px, yqu “ F px, yq , (2)

где m— нечетное натуральное число.
С целью упрощения исследований по теории краевых задач для уравнений смешанного

типа в работах [4], [5], [6] вместо уравнений (1) и (2) была предложена более простая модель
уравнения смешанного гиперболо-эллиптического типа

sign y uxx ` uyy “ F px, yq . (3)

Различные краевые задачи для модельных и общих уравнений смешанного гиперболо-
эллиптического типа второго порядка были исследованы в работах [7]–[17]. Подробный об-
зор литературы по проблеме краевых задач для уравнений смешанного типа содержатся в
монографиях [4], [5], [6], [18]–[27]. В работе [28] получена априорная оценка решения задачи
Трикоми для уравнения Лаврентьева-Бицадзе, а в [29] с использованием разностных методов
решена задача Трикоми для уравнения Лаврентьева-Бицадзе. Вопросам применения теории
краевых задач для уравнений смешанного типа к проблемам околозвуковой и сверхзвуковой
газовой динамики посвящены монографии [30]–[32].

В большинстве из перечисленных выше работ исследования проводились по краевым за-
дачам для уравнений смешанного типа, порядок вырождения которых из гиперболической и
эллиптической частей области совпадали.

В данной работе исследована краевая задача Трикоми для уравнения смешанного типа,
которое совпадает с неоднородным уравнением Гельмгольца в области эллиптичности и с
вырождающимся гиперболическим уравнением первого рода в области его гиперболичности.
Получена априорная оценка решения задачи, из которой следует единственность регулярного
решения исследуемой задачи, а также существование слабого решения сопряженной задачи
к исследуемой.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

На евклидовой плоскости независимых переменных x и y рассмотрим уравнение

0 “
#

p´yqm uxx ´ uyy ` a p´yq
m´2

2 ux , y ă 0,

uxx ` uyy ´ bu ` f, y ą 0,
(4)

где m, a, b заданные действительные числа, причем m ą 0, |a| ď m
2
, b ě 0; f “ f px, yq —

заданная функция, u “ u px, yq — искомая функция.
Уравнение (4) при y ă 0 является вырождающимся гиперболическим уравнением вида

p´yqm uxx ´ uyy ` a p´yq
m´2

2 ux “ 0, (5)

а при y ą 0 совпадает с неоднородным уравнением Гельмгольца

uxx ` uyy ´ bu “ ´f px, yq . (6)
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Уравнение (5) относится к классу вырождающихся гиперболических уравнений первого
рода [25, с. 23], то есть ни в одной точке линии вырождения y “ 0 касательная не совпа-
дает с характеристическим направлением уравнения (5). Важным свойством уравнения (5)
является тот факт, что при |a| ď m

2
для него корректна задача Коши в обычной постанов-

ке с данными на линии параболического вырождения y “ 0, несмотря на то, что нарушено
условие Проттера [33]. При m “ 2 уравнение (5) переходит в уравнение Бицадзе-Лыкова [6,
c. 37], [22, c. 234], [34], а при a “ 0 из уравнения (5) приходим к уравнению Геллерстедта,
которое, как показано в монографии [35, с. 234], находит применение в задаче определения
формы прорези плотины. Частным случаем уравнения (5) также является уравнение Три-
коми, являющееся теоретической основой околозвуковой газовой динамики [29, с. 38], [30, с.
280].

Уравнение (4) рассматривается в области Ω, ограниченной характеристиками AC : x ´
2

m`2
p´yqpm`2q{2 “ 0 и BC : x ` 2

m`2
p´yqpm`2q{2 “ r уравнения (5), выходящими из общей

точки C “
ˆ
r
2
, ´

”
pm`2qr

4

ı2{pm`2q
˙

, проходящими через точки A “ p0, 0q и B “ pr, 0q, а также

прямоугольником с вершинами в точках A, B, A0 “ p0, hq, B0 “ pr, hq, h ą 0 при y ą 0. Пусть
Ω1 “ Ω X ty ă 0u, Ω2 “ Ω X ty ą 0u; I “ tpx, yq : 0 ă x ă r, y “ 0u – интервал AB прямой
y “ 0; Ω “ Ω1 Y Ω2 Y I.

Определение. Регулярным в области Ω решением уравнения (4) назовем всякую функ-
цию u “ u px, yq из класса C

`
Ω̄

˘
XC1 pΩq XC2 pΩ1 Y Ω2q, при подстановке которой уравнение

(4) обращается в тождество.
В работе исследуется задача Трикоми в следующей постановке.
Задача 1. Найти регулярное в области Ω решение u “ u px, yq уравнения (4), удовлетво-

ряющее краевым условиям:

u p0, yq “ ϕ1 pyq , u pr, yq “ ϕ2 pyq , 0 ď y ď h, (7)

u px, hq “ ϕ3 pxq , 0 ď x ď r, (8)

u rΘr pxqs “ ψ pxq , 0 ď x ď r, (9)

где Θr pxq “
ˆ
r`x
2
, ´

”
pm`2qpr´xq

4

ı 2{pm`2q
˙

точка пересечения характеристики уравнения (5),

выходящей из точки px, 0q P I с характеристикой BC; ϕ1 pyq, ϕ2 pyq, ϕ3 pxq, ψ pxq заданные
функции, причем выполнены условия согласования ϕ1 phq “ ϕ3 p0q, ϕ2 p0q “ ψ prq, ϕ2 phq “
ϕ3 prq.

ФУНДАМЕНТАЛЬНОЕ СООТНОШЕНИЕ

Пусть существует решение задачи (4), (7), (8), (9) и пусть

u px, 0q “ τ pxq , 0 ď x ď r, (10)

uy px, 0q “ ν pxq , 0 ă x ă r. (11)

При |a| ď m
2

решение задачи Коши (10)-(11) для уравнения (5) выписывается по одной из
формул [36, с. 14]

u px, yq “ 1

B pε1, ε2q

1ż

0

τ
”
x` p1 ´ εq p´yq1{p1´εq p2t´ 1q

ı
tε2´1 p1 ´ tqε1´1 dt`
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` y

B p1 ´ ε1, 1 ´ ε2q

1ż

0

ν
”
x` p1 ´ εq p´yq1{p1´εq p2t´ 1q

ı
t´ε1 p1 ´ tq´ε2 dt, |a| ă m

2
, (12)

u px, yq “ τ
”
x` p1 ´ εq p´yq1{p1´εq

ı
`

` p1 ´ εq y
1ż

0

ν
”
x ` p1 ´ εq p´yq1{p1´εq p2t´ 1q

ı
p1 ´ tq´ε dt, a “ m

2
, (13)

u px, yq “ τ
”
x´ p1 ´ εq p´yq1{p1´εq

ı
`

` p1 ´ εq y
1ż

0

ν
”
x` p1 ´ εq p´yq1{p1´εq p1 ´ 2tq

ı
p1 ´ tq´ε dt, a “ ´m

2
, (14)

где ε1 “ m´2a
2pm`2q , ε2 “ m`2a

2pm`2q , ε “ ε1 ` ε2 “ m
m`2

; Γ ppq “
8ş
0

exp p´tq tp´1 dt, B pp, qq “
1ş
0

tp´1 p1 ´ tqq´1 dt интегралы Эйлера первого и второго родов, B pp, qq “ ΓppqΓpqq
Γpp`qq .

Рассмотрим сначала случай, когда |a| ă m
2
. В этом случае из (12) с учетом (9) находим

u rΘr pxqs “ u

ˆ
r ` x

2
, ´ p2 ´ 2εqε´1 pr ´ xq1´ε

˙
“

“ 1

B pε1, ε2q

1ż

0

τ rx` pr ´ xq ts tε2´1 p1 ´ tqε1´1 dt´

´ 1

B p1 ´ ε1, 1 ´ ε2q p2 ´ 2εqε´1 pr ´ xq1´ε

1ż

0

ν rx` pr ´ xq ts t´ε1 p1 ´ tq´ε2 dt “ ψ pxq .

Вводя новую переменную z “ x` pr ´ xq t, последнее равенство перепишется в виде

ψ pxq “ pr ´ xq1´ε

B pε1, ε2q

rż

x

τ pzq pr ´ zqε1´1

pz ´ xq1´ε2
dz ´ p2 ´ 2εqε´1

B p1 ´ ε1, 1 ´ ε2q

rż

x

ν pzq pr ´ zq´ε2

pz ´ xqε1 dz.

В терминах оператора дробного (в смысле Римана-Лиувилля) интегро-дифференцирова-
ния последнее равенство перепишется в следующем виде

ψ pxq “ Γ pεq
Γ pε1q pr ´ xq1´ε D´ε2

rx

”
τ ptq pr ´ tqε1´1

ı
´

´ Γ p2 ´ εq
Γ p1 ´ ε2q p2 ´ 2εqε´1 Dε1´1

rx

“
ν ptq pr ´ tq´ε2

‰
. (15)

Воспользуемся далее следующими законами взвешенной композиции операторов дробного
дифференцирования и интегрирования с одинаковыми началами [22], [35], [37]

D´β
cx D

β
ctϕ psq “ ϕ pxq , (16)

Dα
cx |t´ c|α`β D

β
ctϕ psq “ |x´ c|β Dα`β

cx |t ´ c|α ϕ ptq , (17)
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где 0 ă α ď 1, β ă 0, α`β ą ´1; ϕ pxq P L ra, bs, причем при α`β ą 0 функция ϕ pxq обладает
производной дробного порядка Dα`β

cx ϕ ptq.
Применяя к обеим частям равенства (15) оператор D1´ε1

rx и, пользуясь приведенными выше
законами композиции (16) и (17) найдем

ν pxq “ γ1D
1´ε
rx τ ptq ´ γ2 pr ´ xqε2 D1´ε1

rx ψ ptq . (18)

где γ1 “ ΓpεqΓp1´ε2qp2´2εq1´ε

Γp2´εqΓpε1q , γ2 “ Γp1´ε2q p2´2εq1´ε

Γp2´εq .
Соотношение (18) есть фундаментальное соотношение между функциями τ pxq и ν pxq,

принесенное из области Ω1 на линию y “ 0 в случае, когда |a| ă m
2
.

При a “ ˘m
2

из представлений (13) и (14) при условии (9) получаем соответствующие
фундаментальные соотношения:

ν pxq “ p2 ´ 2εq1´ε

Γ p2 ´ εq
“
D1´ε
rx τ ptq ´D1´ε

rx ψ ptq
‰
, a “ ´m

2
,

ν pxq “ 2 p2 ´ 2εq´ε pr ´ xqε ψ1 pxq , a “ m

2
.

ТЕОРЕМА ОБ АПРИОРНОЙ ОЦЕНКЕ

При дальнейших рассуждениях под нормой }υ px, yq}0 и }g pxq}0 будут пониматься соот-
ветственно

}g pxq}20 “
rż

0

g2 pxq dx, }g pxq}21 “
rż

0

!
g2 pxq `

“
g1 pxq

‰2)
dx,

}υ px, yq}20 “
ż

Ω2

υ2 px, yq dx dy, }υ px, yq}21 “
ż

Ω2

“
υ2 ` υ2x ` υ2y

‰
dx dy,

}grad υ}20 “
ż

Ω2

“
υ2x ` υ2y

‰
dx dy “ }υ px, yq}21 ´ }υ px, yq}20 .

Теорема 1. Пусть заданные функции ϕ1 pyq , ϕ2 pyq , ϕ3 pxq , ψ pxq , f px, yq и заданный ко-
эффициент b уравнения (1) таковы, что

b ‰ 0, ϕ1 pyq , ϕ2 pyq P C r0, hs , ϕ3 pxq P C r0, rs , ψ pxq P C1´ε1 r0, rs , f px, yq P L2 pΩ2q .

Тогда для любого решения u px,yq P C1
`
Ω̄2

˘
имеет место априорная оценка

}τ pxq}20 ` }u px, yq}21 ď M1 }Ψ pxq}20 `M2 }f px, yq}20 , (19)

где M1 и M2 числа, которые не зависят от искомых функций τ pxqи u px, yq ,Ψ pxq “
pr ´ xqε2 D1´ε1

rx ψ ptq.
При b “ 0 для решения задачи (6), (7), (8), (18) справедлива оценка

}τ pxq}20 ` }grad u}20 ď N1 }Ψ pxq}20 `N2 }f px, yq}20 , (20)

где N1 и N2 числа, зависящие только от заданных чисел и функций.
Действительно, с учетом полученного выше фундаментального соотношения (18) между

функциями τ pxq и ν pxq, в области Ω2 приходим к задаче нахождения решения уравнения
Гельмгольца (6), удовлетворяющего условиям (7), (8) и условию

uy px, 0q “ γ1D
1´ε
rx u pt, 0q ´ γ2 pr ´ xqε2 D1´ε1

rx ψ ptq . (21)
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Не нарушая общности, будем граничные условия (7), (8) считать однородными, то
есть ϕ1 pyq ” 0, ϕ2 pyq ” 0, ϕ3 pxq ” 0. Введем вспомогательную область Ω2δ “
tpx, yq : δ ă x ă r ´ δ, δ ă y ă h´ δ, δ ą 0u. Умножим уравнение (4) при y ą 0 на функ-
цию u px, yq и проинтегрируем полученное равенство по вспомогательной области Ω2δ. Тогда
для любой функции f px, yq P L2 pΩ2δq имеем:

ż

Ω2δ

u px, yq ruxx px, yq ` uyy px, yq ´ bu px, yqs dx dy “
ż

Ω2δ

„ B
Bx puuxq ` B

By puuyq

dx dy´

´
ż

Ω2δ

“
u2x px, yq ` u2y px, yq ` bu2 px, yq

‰
dx dy “ ´

ż

Ω2δ

u px, yq f px, yq dx dy.

Применим к последнему равенству формулу Грина. Тогда
ż

Γ2δ

puuxq dy ` puuyq dx´
ż

Ω2δ

“
u2x px, yq ` u2y px, yq ` bu2 px, yq

‰
dx dy “ ´

ż

Ω2δ

u px, yq f px, yq dx dy,

(22)
где Γ2δ граница вспомогательной области Ω2δ.

Перейдем в равенстве (22) к пределу при δ Ñ 0. Легко заметить, что при этом область
Ω2δ переходит в область Ω2, а граница Γ2δ области Ω2δ переходит в границу Γ2 области Ω2.
Тогда из (22) получим

ż

Γ2

puuxq dy ` puuyq dx ´
ż

Ω2

“
u2x px, yq ` u2y px, yq ` bu2 px, yq

‰
dx dy “ ´

ż

Ω2

u px, yq f px, yq dx dy.

(23)
Вычислим интеграл по границе Γ2. С учетом однородных граничных условий (7), (8) имеем

ż

Γ2

puuxq dy ` puuyq dx “
rż

0

ru px, hq uy px, hq ´ u px, 0q uy px, 0qs dx`

`
hż

0

ru pr, yq ux pr, yq ´ u p0, yq ux p0, yqs dy “ ´
rż

0

u px, 0q uy px, 0q dx. (24)

С учетом (24) равенство (23) перепишется в следующем виде

rż

0

u px, 0q uy px, 0q dx`
ż

Ω2

“
u2x px, yq ` u2y px, yq ` bu2 px, yq

‰
dx dy “

ż

Ω2

u px, yq f px, yq dx dy.

(25)
Подставляя значение uy px, 0q из (21) в (25), приходим к равенству

ż

Ω2

“
u2x px, yq ` u2y px, yq ` bu2 px, yq

‰
dx dy ` γ1

rż

0

u px, 0q D1´ε
rx u pt, 0q dx´

´γ2
rż

0

u px, 0q pr ´ xqε2 D1´ε1
rx ψ ptq dx “

ż

Ω2

u px, yq f px, yq dx dy. (26)
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Оценим слагаемые, входящие в равенство (26). Пользуясь леммой 3.1 из [38], убеждаемся
в справедливости неравенства

γ1

rż

0

u px, 0q D1´ε
rx u pt, 0q dx “

rż

0

u px, 0q B1´ε
rx u pt, 0q dx ě γ1

2

rż

0

B1´ε
rx u2 pt, 0q dx “

“ ´γ1

2

rż

0

d

dx

“
D´ε
rx u

2 pt, 0q
‰
dx “ ´ γ1

2Γ pεq

rż

0

d

dx

»
–

rż

x

τ2 ptq
pt ´ xq1´ε dt

fi
fl dx “

“ γ1

2Γ pεq

rż

0

tε´1 τ2 ptq dt ě γ1 r
ε´1

2Γ pεq

rż

0

τ2 ptq dt “ γ1 r
ε´1

2Γ pεq }τ}20 .

Далее, использование ε´неравенства к третьему слагаемому слева равенства (26) дает

´γ2
rż

0

u px, 0q pr ´ xqε2 D1´ε1
rx ψ ptq dx ě

rż

0

„
´γ2 δ1τ2 pxq ´ γ2

4δ1
Ψ2 pxq


dx “

“ ´γ2 δ1 }τ}20 ´ γ2

4δ1
}Ψ pxq}20 ,

где Ψ pxq “ pr ´ xqε2 D1´ε1
rx ψ ptq, а δ1 достаточно малое положительное число.

Аналогично,
ż

Ω2

u px, yq f px, yq dx dy ď
ż

Ω2

„
δ2u

2 px, yq ` 1

4δ2
f2 px, yq


dx dy “ δ2 }u px, yq}20 ` 1

4δ2
}f px, yq}20 ,

где δ2 произвольное, достаточно малое положительное число.
С учетом приведенных выше неравенств из (26) получим

ˆ
γ1 r

ε´1

2Γ pεq ´ γ2 δ1

˙
}τ pxq}20 `

ż

Ω2

“
u2x px, yq ` u2y px, yq ` pb´ δ2qu2 px, yq

‰
dx dy ď

ď γ2

4δ1
}Ψ pxq}20 ` 1

4δ2
}f px, yq}20 . (27)

Выбирая значения δ1 и δ2 так чтобы δ1 ă γ1 r
ε´1

2γ2 Γpεq , δ2 ă b из (27) к следующей априорной
оценке решения u px, yq:

}τ pxq}20 ` }u px, yq}21 ď M1 }Ψ pxq}20 `M2 }f px, yq}20 , (28)

где M1 и M2 числа, которые не зависят от искомых функций τ pxq и u px, yq.
Найдем далее априорную оценку решения u px, yq задачи (4), (7), (8), (18) в случае, когда

b “ 0. С этой целью оценим }ux px, yq}20. Заметим, что

u2 px, yq “

¨
˝

xż

0

us ps, yq ds

˛
‚
2

ď x

xż

0

u2s ps, yq ds ď x

rż

0

u2s ps, yq ds. (29)

Проинтегрируем обе части неравенства (29) сначала по x от 0 до r, а затем по y от 0 до h.
Будем иметь

hż

0

¨
˝

rż

0

u2 px, yq dx

˛
‚dy “

ż

Ω

u2 px, yq dx dy ď r2

2

hż

0

¨
˝

rż

0

u2x px, yq dx

˛
‚dy “ r2

2

ż

Ω

u2x px, yq dx dy,
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откуда

}u px, yq}20 ď r2

2
}ux px, yq}20 . (30)

Аналогично, интегрируя неравенство

u2 px, yq “

¨
˝

yż

h

us px, sq ds

˛
‚
2

ď y

hż

0

u2s px, sq ds

сначала по x от 0 до r, а затем по y от 0 до h приходим к аналогичной (30) оценке

}u px, yq}20 ď 2

h2
}uy px, yq}2

0
. (31)

С учетом оценок (30) или (31) из (27) получим либо

ˆ
γ1 r

ε´1

2Γ pεq ´ γ2 δ1

˙
}τ pxq}20 `

ż

Ω2

“
u2x px, yq ` u2y px, yq

‰
dx dy ď

ď γ2

4δ1
}Ψ pxq}20` 1

4δ2
}f px, yq}20`δ2 }u px, yq}20 ď γ2

4δ1
}Ψ pxq}20` 1

4δ2
}f px, yq}20`2δ2

r2
}ux px, yq}20 ,

(32)
либо же ˆ

γ1 r
ε´1

2Γ pεq ´ γ2 δ1

˙
}τ pxq}20 `

ż

Ω2

“
u2x px, yq ` u2y px, yq

‰
dx dy ď

ď γ2

4δ1
}Ψ pxq}20 ` 1

4δ2
}f px, yq}20 ` 2δ2

h2
}uy px, yq}2

0
. (33)

При соответствующем выборе значений δ1 и δ2
´
δ1 ă γ1r

ε´1

2γ2 Γpεq и, либо δ2 ă r2

2
либо δ2 ă h2

2

¯

из (32) и (33) приходим к априорной оценке (20).
Из априорных оценок (19) и (20) следует единственность регулярного и существование

слабого решения исследуемой задачи (4), (7), (8), (9).
Аналогичные рассуждения с использованием формул (13) и (14) вновь приведут к апри-

орным оценкам видов (19) и (20) и при a “ ˘m
2
, только здесь

ε1 “ γ1 “ 0, ε2 “ ε “ m

m` 2
, γ2 “ p2 ´ 2εq1´ε при a “ m

2

и

ε1 “ ε “ m

m` 2
, ε2 “ 0, γ1 “ γ2 “ p2 ´ 2εq1´ε

Γ p2 ´ εq при a “ ´m

2
.
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