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Аннотация. В настоящей работе доказывается существование решений краевой за-
дачи для дифференциальных включений дробного порядка 1 ă q ă 2, с нелокальным
граничным условием, обобщающим многие известные виды краевых условий. Статья со-
стоит из трех разделов. Во введении обосновывается актуальность данной проблематики
и излагается история вопроса. Затем, в первом пункте мы приводим необходимые пред-
варительные сведения из теории дробного интегро-дифференцирования и теории мно-
гозначных уплотняющих отображений. Во втором пункте формулируются условия, на-
кладываемые на задачу, и доказывается теорема о существовании интегральных решений,
применяя теорию топологической степени для уплотняющих многозначных отображений.
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Abstract. In this paper, we prove the existence of solutions of a boundary value problem
for fractional differential inclusions of an order 1 ă q ă 2, with a nonlocal boundary condition
that generalizes many well-known types of boundary conditions. The paper is divided into
three sections. The introduction substantiates the relevance of this problem and outlines the
history of the issue. Then in the first section we give the necessary preliminary information
from the theory of fractional integro-differentiation and the theory of multivalued condensing
maps. In the second section we formulate the conditions imposed on the problem and we prove
a theorem of the existence of mild solutions using the topological degree theory of condensing
multivalued maps.
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ВВЕДЕНИЕ

Исследованию краевых задач для дифференциальных уравнений и включений дробного
порядка на данный момент посвящено большое число статей. В скалярном случае условия
разрешимости начальных задач для дифференциальных уравнений дробного порядка хорошо
описаны в монографиях [1], [2]. В работах [3], [4], [5] были разрешены задачи типа Коши для
дифференциальных уравнений и включений с дробным порядком меньшим единицы. Ста-
тьи [6], [7] посвящены исследованию траекторий дифференциальных уравнений и включений
дробного порядка q P p0,1q, подчиняющихся обобщенным краевым условиям, выраженным в
форме операторных включений. В работах [8], [9] авторы приводят доказательства разреши-
мости периодических краевых задач для дифференциальных уравнений того же порядка, а
для антипериодических в работах [10], [11], [12]. Аппроксимации решений дифференциаль-
ных уравнений и включений дробного порядка q P p0,1q были изучены в статьях [13], [14],
[15], [16]. В последние годы активно исследуются дифференциальные уравнения и включе-
ния дробного порядка q ą 1 (см. статьи [17]–[21]). К данному направлению примыкает и
исследуемая нами обобщенная краевая задача.

В сепарабельном банаховом пространстве E, мы исследуем краевую задачу для полули-
нейного дифференциального включения следующего вида:

CD
q
0xptq P λxptq ` F pt,xptqq, t P r0,T s, (1)

xp0q ` gpxq “ xpT q ` x0, x1p0q “ x1. (2)

Здесь CD
q
0 — дробная производная Капуто, число λ ą 0, g : Cpr0,T s;Eq ÝÑ E — вполне непре-

рывное отображение, F : r0,T s ˆ E ⊸ E — многозначное отображение типа Каратеодори и
x0, x1 P E наперед заданны.

Граничное условие (2) обобщает многие известные виды краевых условий. В частности,
при различных заданиях оператора g оно обобщает следующие:

1) задача типа Коши, если gpxq “ xpT q;

2) периодическая краевая задача, если gpxq “ x0;

3) антипериодическая краевая задача, если gpxq “ x0 ` 2xpT q;

4) многоточечная задача, если

gpxq “
kÿ

i“1

cixptiq,

где x P Cpr0,T s;Eq, ci P R, i “ 1,....k,— заданные числа и 0 ă t1 ă ... ă tk ă T.

1. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

1.1. Дробный анализ

Вначале приведем необходимые базовые сведения из дробного анализа (см. монографии [1],
[2]).

Определение 1. Дробным интегралом порядка q ą 0 функции g : r0,T s Ñ R называется
функция Iq0g следующего вида:

I
q
0gptq “ 1

Γpqq

ż t

0

pt ´ sqq´1gpsq ds,

где Γ— это гамма-функция Эйлера.
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Отметим, что для гамма-функции Эйлера имеет место свойство (см., например, [2]):

1

Γpqq “ 0,для q “ 0,´1,´2, .... (3)

Определение 2. Дробной производной Капуто порядка q ě 0 функции g P Cnpr0,T sq назы-
вается функция CD

q
0g следующего вида:

CD
q
0gptq “ 1

Γpn´ qq

ż t

0

pt´ sqn´q´1gpnqpsq ds, n “ rqs ` 1.

Важное значение в дробном анализе имеет функция Миттаг–Лефлера.

Определение 3. Функция вида

Eq,βpzq “
8ÿ

n“0

zn

Γpqn` βq , q ą 0, β P C, z P C,

называется функцией Миттаг–Леффлера.

Рассмотрим задачу Коши для одномерного дифференциального уравнения дробного по-
рядка 1 ă q ă 2 :

CD
q
0xptq “ λxptq ` fptq, t P r0,T s, (4)

xp0q “ c1, x
1p0q “ c2, (5)

где λ P R, f : r0,T s Ñ R— интегрируемая функция. Единственным решением (см. [1]) данной
задачи является функция

xptq “ c1Eq,1pλtqq ` c2tEq,2pλtqq `
ż t

0

pt´ sqq´1Eq,qpλpt´ sqqqfpsq ds. (6)

В дальнейшем нам понадобятся следующие соотношения и утверждения (см. [1]):

Eq,βptq “ 1

Γpβq ` tEq,β`qptq, (7)

´ d

dt

¯n

ptβ´1Eq,βpλtqqq “ tβ´n´1Eq,β´npλtqq, (8)

ż z

0

tβ´1Eq,βpλtqqdt “ zβEq,β`1pλzqq. (9)

Последовательно применяя формулы (9) и (7), можно получить следующее равенство

ż t

0

pt´ sqq´1Eq,qpλpt ´ sqqqds “ 1

λ
pEqpλtqq ´ 1q . (10)

Лемма 1. (см. [19]) Для функции f P L8pr0,T s;Eq и α ą 1, β P R, справедливо равенство

´ ż t

0

pt ´ sqα´1Eα,βpλpt ´ sqαqfpsq ds
¯1

t
“

ż t

0

pt ´ sqα´2Eα,β´1pλpt´ sqαqfpsq ds.

Рассмотрим в сепарабельном банаховом пространстве E начальную задачу (4), (5), считая,
что f : r0,T s Ñ E и c1, c2 P E.
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Определение 4. Интегральным решением краевой задачи (4) — (5) в сепарабельном бана-
ховом пространстве E, называется функция x P Cpr0,T s;Eq, удовлетворяющая равенству (6),
где f : r0,T s Ñ E и c1, c2 P E.

Лемма 2. Пусть f P Cpr0,T s;Eq и

1 ´ EqpλT qq ‰ 0. (11)

Тогда краевая задача (4), (2):

CD
q
0xptq “ λxptq ` fptq, t P r0,T s, 1 ă q ă 2,

xp0q ` gpxq “ xpT q ` x0, x1p0q “ x1,

имеет единственное решение

xptq “ p1 ´ EqpλT qqq´1Eqpλtqq
ż T

0

pT ´ sqq´1Eq,qpλpT ´ sqqqfpsq ds`

px0 ´ gpxqqp1 ´ EqpλT qqq´1Eqpλtqq ` TEq,2pλT qqx1p1 ´ EqpλT qqq´1Eqpλtqq`

x1tEq,2pλtqq `
ż t

0

pt ´ sqq´1Eq,qpλpt ´ sqqqfpsq ds.

Доказательство. Применяя формулу (8) и лемму 1, мы можем найти производную для ре-
шения заданного по формуле (6):

x1ptq “ c1t
´1Eq,0pλtqq ` c2Eqpλtqq `

ż t

0

pt´ sqq´2Eq,q´1pλpt ´ sqqqfpsq ds.

Заметим, что благодаря свойству 1
Γp0q “ 0, для функции Eq,0pλtqq мы имеем

Eq,0pλtqq “
8ÿ

n“0

pλtqqn
Γpqnq “ 1

Γp0q `
8ÿ

n“1

pλtqqn
Γpqnq “

8ÿ

n“1

pλtqqn
Γpqnq ,

следовательно,

t´1Eq,0pλtqq “
8ÿ

n“1

λntqn´1

Γpqnq .

В силу последней формулы, имеем

xp0q “ c1, x1p0q “ c2.

Теперь, используя условие (2), мы получаем систему

"
c1 ` gpxq “ c1EqpλT qq ` c2TEq,2pλT qq `

şT
0

pT ´ sqq´1Eq,qpλpT ´ sqqqfpsq ds` x0,

c2 “ x1.

Решив систему, получим следующие значения:

c1 “
şT
0

pT ´ sqq´1Eq,qpλpT ´ sqqqfpsq ds` x0 ´ gpxq ` TEq,2pλT qqx1
1 ´ EqpλT qq ,

c2 “ x1.
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Подставляя найденные коэффициенты в формулу для решения, мы получаем

xptq “ p1 ´ EqpλT qqq´1Eqpλtqq
ż T

0

pT ´ sqq´1Eq,qpλpT ´ sqqqfpsq ds`

px0 ´ gpxqqp1 ´ EqpλT qqq´1Eqpλtqq ` TEq,2pλT qqx1p1 ´ EqpλT qqq´1Eqpλtqq`

x1tEq,2pλtqq `
ż t

0

pt ´ sqq´1Eq,qpλpt ´ sqqqfpsq ds.

1.2. Меры некомпактности и уплотняющие мультиотображения

Пусть E банахово пространство. Введем следующие обозначения:

• P pEq “ tA Ď E : A ‰ ∅u ;

• PbpEq “ tA P P pEq : A´ ограниченоu ;

• PvpEq “ tA P P pEq : A´ выпуклоu ;

• KpEq “ tA P PbpEq : A ´ компактноu ;

• KvpEq “ PvpEq XKpEq.

Определение 5. (См., например, [22], [23]). Пусть pA, ěq частично–упорядоченное множе-
ство. Функция β : PbpEq Ñ A называется мерой некомпактности (мнк) в E , если для каждого
Ω P PbpEq выполняется βpco Ωq “ βpΩq, где coΩ обозначает замыкание выпуклой оболочки
Ω.

Мера некомпактности β называется:

1) монотонной, если для любых Ω0,Ω1 P PbpEq, включение Ω0 Ď Ω1 влечет неравенство
βpΩ0q ď βpΩ1q;

2) несингулярной, если для любого a P E и любого Ω P PbpEq выполняется равенство
βptau Y Ωq “ βpΩq.

Если A конус в банаховом пространстве, то мера некомпактности β называется:

4) правильной, если равенство βpΩq “ 0 эквивалентно относительной компактности мно-
жества Ω P PbpEq;

5) вещественной, если A подмножество действительных чисел R с естественным поряд-
ком;

6) алгебраически полуаддитивной, если βpΩ0`Ω1q ď βpΩ0q`βpΩ1q, для всех Ω0,Ω1 P PbpEq.

Примером вещественной мнк, удовлетворяющей всем вышеперечисленным свойствам, яв-
ляется мнк Хаусдорфа χpΩq:

χpΩq “ inftε ą 0,для которых Ω имеет конечную ε-сеть в E u.

Отметим, что мнк Хаусдорфа удовлетворяет также свойству полуоднородности χpλΩq “
|λ|χpΩq, для всех λ P R и Ω P PbpEq. Более того, если L : E Ñ E — линейный ограниченный
оператор, то χpLpΩqq ď }L}χpΩq для любого Ω P PbpEq.

Норма множества M P PbpEq определяется по формуле }M} “ supxPM }x}
E
.

Следующие понятия и утверждения можно найти в монографиях [22], [23].
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Определение 6. Пусть X — метрическое пространство. Многозначное отображение (муль-
тиотображение) F : X Ñ P pEq называется:

(i) полунепрерывным сверху (п.н.с.), если F´1pV q “ tx P X : Fpxq Ă V u — открытое под-
множество X для любого открытого множества V Ă E ,

(ii) замкнутым, если график ΓF “ tpx,yq : y P Fpxqu — замкнутое подмножество X ˆ E ,

(iii) компактным, если FpXq — относительно компактно в E ,

(iv) квазикомпактным, если сужение на любое компактное подмножество A Ă X компакт-
но.

Лемма 3. Пусть X и Y — метрические пространства и F : X Ñ KpY q — замкнутое ква-
зикомпактное мультиотображение, тогда F — п.н.с.

Определение 7. Мультиотображение F : X Ď E Ñ KpEq называется уплотняющим отно-
сительно мнк β (β — уплотняющим), если для любого ограниченного множества Ω Ď X не
являющегося относительно компактным выполнено βpFpΩqq ğ βpΩq.

Справедлива следующая теорема о неподвижной точке для уплотняющих мультиотобра-
жений (см., например, [22]).

Теорема 8. Пусть M— выпуклое замкнутое подмножество E и F : M Ñ KvpMq — за-
мкнутое β — уплотняющее мультиотображение, где β— несингулярная мера некомпакт-
ности в E . Тогда множество неподвижных точек F : FixF :“ tx : x P Fpxqu — непустое
множество.

1.3. Измеримые мультифункции

Напомним некоторые понятия (см., например, [22], [23]). Пусть E — банахово пространство.

Определение 9. Мультифункция G : r0,T s Ñ KpEq, для p ě 1, называется:
‚Lp -интегрируемой, если она допускает Lp - интегрируемое сечение по Бохнеру, т.е. су-

ществует функция g P Lp pr0,T s;Eq такая, что gptq P Gptq для п. в. t P r0,T s;
‚Lp -интегрально ограниченной, если существует функция ξ P Lppr0,T sq такая, что:

}Gptq} :“ sup t}g}E : gptq P Gptqu ď ξptq

для п. в. t P r0,T s.

Множество всех Lp - интегрируемых сечений мультифункции G : r0,T s Ñ KpEq обознача-
ется S

p
G.

Определение 10. Последовательность функций tξnu Ă Lppr0,T s;Eq, p ě 1, называется Lp-
полукомпактной, если она Lp-интегрально ограничена, то есть

}ξnptq}E ď vptq для всех n “ 1,2,...,и п.в. t P r0,T s,

где v P Lp
`pr0,T sq и множество tξnptqu относительно компактно в E для п.в. t P r0,T s.

Определение 11. Мультифункция G называется измеримой, если G´1pV q измеримо (отно-
сительно меры Лебега на отрезке r0,T s) для любого открытого подмножества V Ă E.

Для Lp-интегрируемой мультифункции G определен многозначный интеграл
ż t

0

Gpsqds :“
"ż t

0

gpsqds : g P S
p
G

*
,

для любого t P r0,T s.
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Лемма 4. (см. [22], Теорема 4.2.3.) Пусть E — сепарабельное банахово пространство.
Пусть G : r0,T s Ñ P pEq ´ Lp - интегрируемая и Lp - интегрально ограниченная муль-
тифункция такая, что

χpGptqq ď qptq,

для п. в. t P r0,T s, где q P Lp
`pr0,T sq. Тогда

χp
ż t

0

Gpsqdsq ď
ż t

0

qpsqds,

для всех t P r0,T s. В частности, если мультифункция G : r0,T s Ñ KpEq измерима и Lp -
интегрально ограничена, то функция χpGp¨qq интегрируема, причем:

χp
ż t

0

Gpsqdsq ď
ż t

0

χpGpsqqds, t P r0,T s.

2. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Будем полагать, что мультиотображение F : r0,T s ˆ E Ñ KvpEq из задачи (1) — (2) удо-
влетворяет следующим условиям:

pF1q для всех x P E мультифункция F p¨,xq : r0,T s Ñ KvpEq допускает измеримое сечение;
pF2q для п.в. t P r0,T s многозначное отображение F pt,¨q : E Ñ KvpEq – полунепрерывно

сверху;
pF3q для каждого r ą 0 существует функция ωr P L8

` pr0,T sq такая, что для любого x P E
с }x}E ă r, мы имеем

}F pt,xq}E ď ωrptq;

pF4q существует функция µ P L8
` pr0,T sq такая, что для любого ограниченного множества

Ω Ă E, мы имеем
χpF pt,Ωqq ď µptqχpΩq,

для п.в. t P r0,T s, где χ— мнк Хаусдорфа в E.
Пусть отображение g удовлетворяет следующим условиям:

pg1q g : Cpr0,T s;Eq ÝÑ E — вполне непрерывный оператор;

pg2q существует константа ρ ą 0 такая, что

}gpxq}E ď ρ

λ
p1 ` }x}Eq,

для всех x P Cpr0,T s;Eq.

Для x P Cpr0,T s;Eq введем в рассмотрение мультифункцию:

ΦF : r0,T s Ñ KvpEq, ΦF ptq “ F pt,xptqq.

Из условий pF1q ´ pF3q следует (см., [22], теорема 1.3.5), что мультифункция ΦF является
Lp–интегрируемой для любого p ě 1.

Для решения нашей задачи мы будем использовать суперпозиционный мультиоператор
P8
F : Cpr0,T s;Eq ⊸ L8pr0,T s;Eq, определенный следующим образом:

P
8
F pxq “ S

8
ΦF
.
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Рассмотрим мультиоператор Γ : Cpr0,T s;Eq ⊸ Cpr0,T s;Eq, заданный следующим образом:

Γpxqptq “ p1 ´ EqpλT qqq´1Eqpλtqq
ż T

0

pT ´ sqq´1Eq,qpλpT ´ sqqqfpsq ds`

px0 ´ gpxqqp1 ´ EqpλT qqq´1Eqpλtqq ` TEq,2pλT qqx1p1 ´ EqpλT qqq´1Eqpλtqq`

x1tEq,2pλtqq `
ż t

0

pt ´ sqq´1Eq,qpλpt ´ sqqqfpsq ds,

где f P P8
F pxq.

Ясно, что функция x P Cpr0,T s;Eq является решением задачи (1) – (2) тогда и только
тогда, когда она является неподвижной точкой мультиоператора Γ. Поэтому, нашей задачей
является показать, что Γ имеет неподвижную точку.

Для доказательства существования неподвижных точек мультиоператора Γ введем в рас-
смотрение оператор S : L8pr0,T s;Eq Ñ Cpr0,T s;Eq вида

Spfqptq “
ż t

0

pt´ sqq´1Eq,qpλpt ´ sqqqfpsq ds.

Лемма 5. (см. [19] ) Для каждого компактного множества K Ă E и ограниченной по-
следовательности tηnu Ă L8pr0,T s;Eq такой, что tηnptqu Ă K для п.в. t P r0,T s, слабая
сходимость ηn á η0 в L1pr0,T s;Eq влечет сходимость Spηnq Ñ Spη0q в Cpr0,T s;Eq.
Лемма 6. (см. [19] ) Пусть Ω Ă Cpr0,T s;Eq — непустое ограниченное множество, Ωptq —
относительно компактное подмножество E для каждого t P r0,T s, тогда

M “
"
Spfqptq “

ż t

0

pt ´ sqq´1Eq,qpλpt ´ sqqqfpsqds : f P P
8
F pxq, x P Ω

*

является равностепенно непрерывным множеством.

Для доказательства того, что мультиоператор Γ уплотняющий, рассмотрим конус

R
2
` “ tζ “ pζ1,ζ2q : ζ1 ě 0, ζ2 ě 0u

с естественным частичным порядком и введем в пространстве Cpr0,T s;Eq следующую век-
торную меру некомпактности

ν : PbpCpr0,T s;Eqq Ñ R
2
`,

определенную как
νpΩq “ pϕpΩq,modC pΩqq ,

где ϕpΩq есть модуль послойной некомпактности

ϕpΩq “ sup
tPr0,T s

χptyptq : y P Ωuq,

а вторая компонента — модуль равностепенной непрерывности

modCpΩq “ lim
δÑ0

sup
yPΩ

max
|t1´t2|ďδ

}ypt1q ´ ypt2q}.

Теорема 12. Пусть выполняются условия pF1q ´ pF4q, pg1q ´ pg2q, (11), предположим, что
дополнительно выполняется условие

}µ}8 p2EqpλT qq ´ 1q
λ

ă 1, (12)

где µp¨q — функция из условия pF4q. Тогда мультиоператор Γ является ν-уплотняющим.
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Доказательство. Пусть Ω Ă Cpr0,T s;Eq — непустое ограниченное множество такое, что

νpΓpΩqq ě νpΩq. (13)

Покажем, что Ω— относительно компактно.
Из (13), следует, что

ϕpΓpΩqq ě ϕpΩq. (14)

Используя свойство pF4q и формулу (10), мы получаем

χ pSpfqptqq ď χ

ˆż t

0

pt´ sqq´1Eq,qpλpt ´ sqqqfpsq ds : f P P
8
F pxq, x P Ω

˙
ď

}µ}8

ż t

0

pt´ sqq´1Eq,qpλpt ´ sqqqχEptxptq : x P Ωuqds ď }µ}8 pEqpλT qq ´ 1q
λ

ϕpΩq.

Применяя условие pg1q и последнее неравенство, получим

χ pΓpΩqptqq ď pEqpλT qq ´ 1q´1EqpλT qq}µ}8 pEqpλT qq ´ 1q
λ

ϕpΩq ` }µ}8 pEqpλT qq ´ 1q
λ

ϕpΩq

ď p2EqpλT qq ´ 1q }µ}8
λ

ϕpΩq.

Из последней оценки мы имеем

sup
tPr0,T s

χ pΓpΩqptqq ď }µ}8 p2EqpλT qq ´ 1q
λ

ϕpΩq,

или, что тоже самое

ϕ pΓpΩqq ď }µ}8 p2EqpλT qq ´ 1q
λ

ϕpΩq.

Условия (12) и (14) вместе с последним влекут за собой равенство

ϕpΩq “ 0.

Теперь покажем, что
modCpΓpΩqq “ 0.

Неравенство (13) влечет за собой следующее

modCpΓpΩqq ě modCpΩq. (15)

Из леммы 6 известно, что множество функций

M “
"
Spfqptq “

ż t

0

pt´ sqq´1Eq,qpλpt ´ sqqqfpsqds : f P P
8
F pxq, x P Ω

*

является равностепенно непрерывным, поэтому благодаря неравенству (15) мы получаем ра-
венство modC pΩq “ 0.

Таким образом, мы имеем νpΩq “ p0,0q, что доказывает относительную компактность
множества Ω.

Теорема 13. Мультиоператор Γ является п.н.с.
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Доказательство. Из аналитического задания мультиоператора Γ и свойств многозначных
отображений (см., например, [22]), следует, что утверждение достаточно доказать для муль-
тиоператора S ˝ P8

F .

Покажем, что мультиотображение S ˝ P8
F является квазикомпактным. Возьмем непустое

компактное множество A Ă Cpr0,T s;Eq и рассмотрим последовательность tynu Ă S ˝ P8
F pAq,

yn “ Spfnq, где fn P P8
F pxnq для произвольной последовательности txnu Ă A. Предположим,

без ограничения общности, что xn Ñ x0 P A. Из условия pF4q следует, что последователь-
ность tfnptqu Ă E относительно компактна для п.в. t P r0,T s, поэтому последовательность
tfnu8

n“1 является L1-полукомпактной. По критерию слабой относительной компактности Ди-
стеля (см. [24]), мы можем предположить для произвольной подпоследовательности tfnk

u,
что fnk

L1

á f0. В силу свойств слабой замкнутости суперпозиционного мультиоператора (см.
[22], лемма 5.1.1), мы получаем тогда, что f0 P P8

F px0q. Теперь, применяя лемму 5, мы для
соответствующей подпоследовательности получаем, что ynk

Ñ y0 “ Spf0q P S ˝ P8
F px0q.

Аналогично рассуждая, мы придем к утверждению о том, что мультиоператор S ˝ P8
F

является замкнутым. Сославшись на утверждение леммы 3 мы получаем желаемый резуль-
тат.

Теперь мы можем перейти к доказательству главного утверждения.

Теорема 14. При выполнении условий pF1q, pF2q, pF4q, pg1q ´ pg2q, (11), предположим, что
условие pF3q имеет следующий вид:

pF31q существует функция α P L8
` pr0,T sq такая, что

}F pt,xq}E ď αptqp1 ` }x}Eq.

Если

l :“
kpE2

q pλT qq ` pEqpλT qq ´ 1q2q
λpEqpλT qq ´ 1q ă 1, (16)

где k “ max tρ,}α}8, }µ}8u , функции α, µ из условий pF31q и pF4q соответственно, ρ—
константа из условия pg2q. Тогда задача (1)–(2) имеет решение.

Доказательство. Возьмем произвольную функцию x P Cpr0,T s;Eq, тогда для f P P8
F pxq и

t P r0,T s мы имеем следующую оценку:

}Γxptq}E ď
şT
0

pT ´ sqq´1Eq,qpλpT ´ sqqq}fpsq}E ds` }x0}E ` }gpxq}E ` TEq,2pλT qq}x1}E
EqpλT qq ´ 1

EqpλT qq`

}x1}ETEq,2pλT qq `
ż t

0

pt´ sqq´1Eq,qpλpt ´ sqqq}fpsq}E ds ď
şT
0

pT ´ sqq´1Eq,qpλpT ´ sqqq}α}8p1 ` }x}Cpr0,T s;Eqq ds ` }x0}E ` ρ
λ

p1 ` }x}Cpr0,T s;Eqq
EqpλT qq ´ 1

EqpλT qq`

TEq,2pλT qq}x1}E
EqpλT qq ´ 1

EqpλT qq ` }x1}ETEq,2pλT qq`

`
ż t

0

pt ´ sqq´1Eq,qpλpt ´ sqqq}α}8p1 ` }x}Cpr0,T s;Eqq ds ď

}α}8p1 ` }x}Cpr0,T s;Eqq
şT
0

pT ´ sqq´1Eq,qpλpT ´ sqqq ds ` }x0}E ` ρ
λ

p1 ` }x}Cpr0,T s;Eqq
EqpλT qq ´ 1

EqpλT qq`
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2EqpλT qq ´ 1

EqpλT qq ´ 1
TEq,2pλT qq}x1}E ` }α}8p1 ` }x}Cpr0,T s;Eqq

ż t

0

pt´ sqq´1Eq,qpλpt´ sqqq ds ď

}α}8p1 ` }x}Cpr0,T s;Eqq 1
λ

pEqpλT qq ´ 1q ` }x0}E ` ρ
λ

p1 ` }x}Cpr0,T s;Eqq
EqpλT qq ´ 1

EqpλT qq`

2EqpλT qq ´ 1

EqpλT qq ´ 1
TEq,2pλT qq}x1}E ` }α}8p1 ` }x}Cpr0,T s;Eqq

1

λ
pEqpλtqq ´ 1q ď

}α}8

λ
p1 ` }x}Cpr0,T s;Eqq pEqpλT qq ´ 1q ` ρ

λ
p1 ` }x}Cpr0,T s;Eqq

EqpλT qq ´ 1
EqpλT qq ` }x0}EEqpλT qq

EqpλT qq ´ 1
`

2EqpλT qq ´ 1

EqpλT qq ´ 1
TEq,2pλT qq}x1}E `

}α}8

λ
p1 ` }x}Cpr0,T s;Eqq pEqpλtqq ´ 1q2

EqpλT qq ´ 1
“

}x0}EEqpλT qq
EqpλT qq ´ 1

` 2EqpλT qq ´ 1

EqpλT qq ´ 1
TEq,2pλT qq}x1}E`

´
}α}8

λ
pEqpλT qq ´ 1qEqpλT qq ` ρ

λ
EqpλT qq ` }α}8

λ
pEqpλtqq ´ 1q2

¯
p1 ` }x}Cpr0,T s;Eqq

EqpλT qq ´ 1
ď

}x0}EEqpλT qq
EqpλT qq ´ 1

` 2EqpλT qq ´ 1

EqpλT qq ´ 1
TEq,2pλT qq}x1}E`

`
kpE2

q pλT qq ` pEqpλT qq ´ 1q2qp1 ` }x}Cpr0,T s;Eqq
λpEqpλT qq ´ 1q “

m` lp1 ` }x}Cpr0,T s;Eqq,
где

m “ }x0}EEqpλT qq
EqpλT qq ´ 1

` 2EqpλT qq ´ 1

EqpλT qq ´ 1
TEq,2pλT qq}x1}E,

l “
kpE2

q pλT qq ` pEqpλT qq ´ 1q2q
λpEqpλT qq ´ 1q .

Если мы возьмем

R ě m` l

1 ´ l
,

то неравенство }x}Cpr0,T s;Eq ď R влечет, что }Γx}Cpr0,T s;Eq ď R, следовательно мультиопера-
тор Γ преобразует замкнутый шар BRp0q Ă Cpr0,T s;Eq в себя. Заметим, что неравенство (16)
влечет за собой выполнение условия (12), поэтому мультиоператор Γ— уплотняющий отно-
сительно мнк ν и по теореме 8 он имеет неподвижную точку, которая есть решение задачи
(1)–(2).
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