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Аннотация. В данной работе исследуется семейство целочисленных сдвигов функции
Гаусса. Результаты получены в двух основных направлениях. Во-первых, с использовани-
ем леммы Рисса аналитически решена задача об ортогонализации с сохранением структу-
ры сдвига. Во-вторых, указан простой способ построения нового семейства кардинальных
функций, позволяющих проводить процедуру квазиинтерполяции. В ходе исследования
установлено, что решение задачи об ортогонализации и одна из кардинальных функций с
точностью до постоянного множителя совпадают. Это открывает широкие возможности
для построения новых приближенных формул, являющихся близкими аналогами теоремы
Шеннона–Котельникова.

Ключевые слова: функция Гаусса, система целочисленных сдвигов, ортонормали-
зация, квазиинтерполяция, кардинальная функция.
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QUASI-INTERPOLATION FOR A SYSTEM OF INTEGER

TRANSLATES OF THE GAUSSIAN
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Abstract. In this paper we study a family of integer translates of the Gaussian. The results
are obtained in two main directions. First, using the Riesz lemma, we analytically solve the
orthogonalization problem while keeping the translate structure. Secondly, a simple method
is shown for constructing a new family of cardinal functions those allow one to carry out the
quasi-interpolation procedure. In the course of the study, it was found that the solution of
the orthogonalization problem and one of the cardinal functions coincide up to a constant
multiplier. This opens up wide opportunities for constructing new approximate formulas that
are close analogues of the Shannon–Kotel’nikov theorem.

Keywords: Gaussian, system of integer translates, orthonormalization, quasi-
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ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время весьма актуальны задачи аппроксимации с помощью неортогональных
наборов функций. Одними из наиболее популярных являются системы сдвигов и фреймы
Габора, порожденные функцией Гаусса. Основные результаты, касающиеся систем сдвигов,
содержатся в работах [1], [2]. На данный момент накоплен достаточно богатый теоретический
материал по этой тематике (см., например, [3])), однако остались и нерешенные проблемы.
Некоторым из них посвящена данная статья.
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Рассматривается пространство L2pRq. Скалярное произведение и связанная с ним норма
задаются стандартным образом

pf, gq “
8ż

´8

fpxqgpxqdx, ||f || “
a

pf, fq.

Преобразование Фурье определим с помощью формулы

pfpξq “ 1?
2π

8ż

´8

fpxqe´ixξdx.

В дальнейшем нам понадобятся четыре тета-функции Якоби [4, гл. 21], [5, (20.1.1)–(20.1.4)]

θ1 pz, qq “ ´i
8ÿ

n“´8
p´1qnqpn` 1

2
q2eip2n`1qz ,

θ2 pz, qq “
8ÿ

n“´8
qpn` 1

2
q2eip2n`1qz ,

θ3 pz, qq “
8ÿ

n“´8
qn

2

ei2nz,

θ4 pz, qq “
8ÿ

n“´8
p´1qnqn2

ei2nz.

Здесь z, q P C, причем |q| ă 1. Часто бывает удобно параметр q записать в виде q “ eiπτ ,
Imτ ą 0. В дальнейшем во всех формулах, где одновременно присутствуют величины q и
τ , мы будем предполагать, что между ними имеет место взаимосвязь q “ eiπτ . Также при
формулировке некоторых утверждений будут использоваться особые обозначения

qσ “ exp

ˆ
´ 1

4σ2

˙
, τσ “ i

4πσ2
,

где σ— вещественный положительный параметр.
Для решения задачи об ортогонализации систем целочисленных сдвигов с сохранением

структуры обычно используется следующий факт.
Утверждение 1. ([6, гл. 1], [7, гл. 3]) Пусть ϕpxq P L2pRq. Если функции ϕpx ´ kq, k P Z

образуют систему Рисса, то семейство целочисленных сдвигов функции

ϕKpxq “
8ÿ

p“´8
cK
p ϕpx ´ pq, (1)

где коэффициенты cK
p удовлетворяют равенству

8ÿ

p“´8
cK
p e

ipξ “ 1d
2π

8ř
k“´8

| pϕpξ ` 2πkq|2
, (2)

является ортонормированным.
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Замечание 1. На самом деле вместо условия (2) можно записать несколько более общее
соотношение ˇ̌

ˇ̌
ˇ

8ÿ

p“´8
cK
p e

ipξ

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

2

“ 1

2π
8ř

k“´8
| pϕpξ ` 2πkq|2

. (3)

Это равносильно добавлению в (2) фазового множителя eifpξq, где fpξq — некоторая веще-
ственная функция.

Поскольку нас интересуют системы целочисленных сдвигов функции Гаусса, положим
ϕpxq “ q2x

2

σ в формуле (3). Коэффициенты cK
p в данной ситуации будут зависеть от параметра

σ, поэтому мы обозначим их как cK
p pσq. В этом случае совокупность сдвигов ϕpx ´ kq, k P Z,

как хорошо известно, образует систему Рисса, а соотношение (3) приводит к следующему
равенству [8] ˇ̌

ˇ̌
ˇ

8ÿ

p“´8
cK
p pσqeipξ

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

2

“ 1

σ
?
πθ3

´
ξ
2
, qσ

¯ . (4)

Насколько известно авторам, до сих пор в научной литературе не было приведено какого-
либо аналитического выражения для коэффициентов cK

p pσq. Чтобы найти cK
p pσq, из правой

части выражения (4) необходимо извлечь квадратный корень. Такая возможность имеется,
так как θ3 pz, qq ą 0 при z, q P R. Обычно корень из тета-функции извлекают симметричным
образом, после чего, однако, найти cK

p pσq удается только численно [8]. В данной работе мы
поступим иначе: извлечем корень по лемме Рисса. Аналогичный подход был использован Я.
Стрембергом при ортогонализации B-сплайнов с сохранением структуры сдвига [9]. Здесь
стоит отметить, что после работы Я. Стремберга эту процедуру в научной литературе стало
принято называть ортонормализацией. В отличие от сплайнов, для функции Гаусса удается
решить задачу о нахождении коэффициентов cK

p pσq полностью с получением явной формулы
для их расчета.

Другим ключевым вопросом, который рассматривается в данной статье, является задача
о квазиинтерполяции на равномерной сетке точек. Для простоты узлы полагаются целочис-
ленными: xk “ k, k P Z. Нас будет интересовать случай, когда интерполирующая функция
строится в виде линейной комбинации целочисленных сдвигов одной заданной функции ϕpxq.
В этом вопросе важную роль играет следующая вспомогательная математическая конструк-
ция.

Определение 1. ([7, гл. 4]) Функция rϕpxq, являющаяся линейной комбинацией ϕpx´ kq,
k P Z, называется кардинальной функцией, если выполняется условие

rϕpkq “ δ0,k, k P Z, (5)

где δk,m — символ Кронекера.
В некоторых конкретных случаях существуют определенные алгоритмы получения соот-

ветствующих кардинальных функций [1, гл. 7], [7, гл. 4], [10]. Нас будет интересовать следу-
ющий результат.

Утверждение 2. ([1, гл. 7]) Функция

rϕpx, σq “
8ÿ

p“´8
cppσqq2px´pq2

σ ,

где коэффициенты cppσq определяются выражением

cppσq “ 2

θ1
1p0, qσqq

´2p2

σ

8ÿ

r“|p|
p´1qrq2pr` 1

2
q2

σ , (6)
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является кардинальной функцией.
В данном утверждении, по сути, применяется система целочисленных сдвигов функции

Гаусса. В статье [11] предложено несколько других вариантов квазиинтерполяции с исполь-
зованием нецелочисленных сдвигов. Нашим достижением является получение явных формул
для расчета кардинальных функций, о которых говорилось в [11].

Укажем дополнительно одно важное соотношение для коэффициентов cppσq из утвержде-
ния 2, которое потребуется нам в дальнейшем [1, гл. 7], [4, гл. 21]:

8ÿ

p“´8
cppσqeipξ “ 1

θ3

´
ξ
2
, q2σ

¯ . (7)

1. ОРТОНОРМАЛИЗАЦИЯ

Докажем одно вспомогательное тождество для третьей тета-функции Якоби, которое позд-
нее позволит извлечь из нее квадратный корень по лемме Рисса.

Лемма. Для @z, q P C, |q| ă 1 справедливо равенство

θ3 pz, qq “ 2e
iπτ
4

θ2p0, qqθ3
´
z ` πτ

2
, q2

¯
θ3

´
z ´ πτ

2
, q2

¯
.

Доказательство. Применим одно из тождеств Ватсона [5, (20.7.14)]

θ3pz, qqθ3pw, qq “ θ3pz ` w, q2qθ3pz ´ w, q2q ` θ2pz ` w, q2qθ2pz ´ w, q2q,

положив в нем w “ πτ{2:

θ3pz, qqθ3
`
πτ
2
, q

˘
“

“ θ3
`
z ` πτ

2
, q2

˘
θ3

`
z ´ πτ

2
, q2

˘
` θ2

`
z ` πτ

2
, q2

˘
θ2

`
z ´ πτ

2
, q2

˘
.

(8)

Запишем второе слагаемое через третью тета-функцию. Для этого воспользуемся следующим
соотношением [5, (20.2.10), (2.2.12)]

θ2pz, qq “ eiz` iπτ
4 θ3

´
z ` πτ

2

¯
. (9)

В результате получим

θ2

´
z ` πτ

2
, q2

¯
θ2

´
z ´ πτ

2
, q2

¯
“

“ eipz`πτ
2

q` iπτ
2 eipz´πτ

2
q` iπτ

2 θ3

ˆ
z ` 3πτ

2
, q2

˙
θ3

´
z ` πτ

2
, q2

¯
“ (10)

“ e2iz`iπτθ3

ˆ
z ` 3πτ

2
, q2

˙
θ3

´
z ` πτ

2
, q2

¯
.

Здесь мы учли, что величине q2 будет соответствовать параметр 2τ .
Упростим выражение (10), воспользовавшись квазипериодичностью θ3pz, qq [5, (20.2.8)]

θ3 pz ` pm` nτqπ, qq “ q´n2

e´2inzθ3pz, qq,m, n P Z.

Если положить здесь m “ 0, n “ 1, а также заменить z на z´πτ{2, q на q2 и, соответственно,
τ на 2τ , получим

θ3

ˆ
z ` 3πτ

2
, q2

˙
“ q´2e´2ipz´πτ

2
qθ3

´
z ´ πτ

2
, q2

¯
“
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“ q´1e´2izθ3

´
z ´ πτ

2
, q2

¯
.

С учетом этого, после некоторых сокращений соотношение (10) принимает вид

θ2

´
z ` πτ

2
, q2

¯
θ2

´
z ´ πτ

2
, q2

¯
“ θ3

´
z ` πτ

2
, q2

¯
θ3

´
z ´ πτ

2
, q2

¯
.

В результате формула (8) запишется следующим образом

θ3pz, qqθ3
´πτ

2
, q

¯
“ 2θ3

´
z ` πτ

2
, q2

¯
θ3

´
z ´ πτ

2
, q2

¯
.

Осталось выразить отсюда θ3pz, qq и применить для θ3pπτ{2, qq соотношение (9), положив в
нем z “ 0. Лемма доказана.

Теорема 1. Набор коэффициентов

cK
p pσq “ Ωpσqcppσqqpσ, (11)

где

Ωpσq “
gffeθ2 p0, qσq

2q
1

4
σ σ

?
π
, (12)

удовлетворяет соотношению (4).

Доказательство. Сразу стоит отметить, что θ2p0, qq ą 0 при q P R. Это становится оче-
видным, если представить θ2p0, qq в виде бесконечного произведения [5, (20.4.3)]. Поэтому
подкоренное выражение в формуле (12) всегда положительно, а значит величина Ωpqq явля-
ется вещественной.

Подставим выражение (11) для коэффициентов cK
p pσq в равенство (4) и убедимся, что если

ξ P R, то оно превращается в тождество:

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

8ř
p“´8

cK
p pσqeipξ

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

2

“
ˇ̌
ˇ̌
ˇ

8ř
p“´8

Ωpσqcppσqqpσeipξ
ˇ̌
ˇ̌
ˇ

2

“

“ Ω2pσq
˜

8ř
p“´8

cppσqqpσeipξ
¸ ˜

8ř
p“´8

cppσqqpσe´ipξ

¸
.

(13)

Рассмотрим выражение в первых скобках, обозначив его Cpξ, σq. Поскольку qσ “ eiπτσ ,
ему можно придать следующий вид:

Cpξ, σq “
8ÿ

p“´8
cppσqeippξ`πτσq.

Воспользовавшись формулой (7), получим:

Cpξ, σq “ 1

θ3

´
ξ
2

` πτσ
2
, q2σ

¯ .

Аналогично множитель во вторых скобках будет равен

Cpξ, σq “ 1

θ3

´
´ ξ

2
` πτσ

2
, q2σ

¯ “ 1

θ3

´
ξ
2

´ πτσ
2
, q2σ

¯ .
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Отметим, что при ξ P R знаменатели в обоих выражениях не обращаются в нуль, поскольку
корнями θ3pz, qq являются числа zmn “ ppm ` 1{2q ` pn` 1{2qτqπ, m,n P Z [5, (20.2)].

Подставим полученные соотношения в формулу (13) и воспользуемся леммой 1, полагая в
ней z “ ξ{2, q “ qσ, τ “ τσ:

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

8ÿ

p“´8
cK
p pσqeipξ

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

2

“ Ω2pσq
θ3

´
ξ
2

` πτσ
2
, q2σ

¯
θ3

´
ξ
2

´ πτσ
2
, q2σ

¯ “

“ 2q
1

4

σΩ
2pσq

θ2 p0, qσq θ3
´
ξ
2
, qσ

¯ “ 1

σ
?
πθ3

´
ξ
2
, qσ

¯ .

Здесь мы также учли явный вид величины Ωpσq, даваемый формулой (12). Итак, подставив
cK
p pσq в левую часть равенства (4), мы получили тождество. Теорема доказана.

Замечание 2. Согласно формуле (6), c´ppσq “ cppσq, поэтому коэффициенты cK
p pσq несим-

метричны. Это побочный эффект от того, что мы фактически извлекли квадратный корень
из θ3pξ{2, qσq по лемме Рисса.

Замечание 3. Кроме (11) уравнение (4) имеет еще одно очевидное решение:

cK
p pσq “ Ωpσqcppσqq´p

σ . (14)

Поскольку c´ppσq “ cppσq (см. (6)), это соответствует переходу от функции ϕKpxq к ϕKp´xq.
Подставив найденные коэффициенты cK

p pσq в формулу (1), мы имеем возможность прове-
сти ортонормализацию системы целочисленных сдвигов функции Гаусса.

2. КАРДИНАЛЬНЫЕ ФУНКЦИИ

Требуется построить функцию вида

rϕpx, σ, βq “
8ÿ

p“´8
cppσ, βqq2px´β´pq2

σ , β P R, (15)

где cppσ, βq – некоторые коэффициенты, которая в целочисленных точках будет удовлетво-
рять условию (5). Это можно записать в виде системы уравнений

8ÿ

p“´8
cppσ, βqq2pm´β´pq2

σ “ δ0,m,m P Z. (16)

Такая функция, если она существует, будет являться кардинальной функцией на целочислен-
ной сетке точек, а значит может быть использована для построения квазиинтерполяционных
схем.

Теорема 2. Решение системы (16) при заданных σ и β имеет вид

cppσ, βq “ q´4pβ´2β2

σ cppσq,m P Z. (17)

Доказательство. Проверим утверждение теоремы непосредственной подстановкой

8ÿ

p“´8
q´4pβ´2β2

σ cppσqqpm´β´pq2
σ “

8ÿ

p“´8
cppσqq´4pβ´2β2`2m2´4pβ`pqm`2β2`4βp`2p2

σ “

ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2022. № 4 81



Е. А. Киселев, Л. А. Минин, С. Н. Ушаков

“
8ÿ

p“´8
cppσqq2pm´pq2´4βm

σ .

Осталось вынести множитель q´4βm
σ за знак суммы и применить (5)

q´4βm
σ

8ÿ

p“´8
cppσqq2pm´pq2

σ “ q´4βm
σ δ0m “ δ0m.

Теорема доказана.
Замечание 4. Отметим, что cppσ, 0q “ cppσq.
Наиболее интересным оказывается частный случа β “ ˘1{4.
Теорема 3. Система целочисленных сдвигов rϕpx´ k, σ, βq, k P Z при β “ ˘1{4 является

ортогональной.

Доказательство. Запишем формулу (17) для коэффициентов cppσ, βq при β “ ˘1{4:

cppσ,˘1{4q “ q´ 1

8 q¯p
σ cppσq,m P Z.

Это выражение при β “ ´1{4 отличаются лишь постоянным множителем Ωpσqq1{8
σ от cK

p pσq
(см. (11)). Аналогичная ситуация и при β “ 1{4, только сравнивать нужно с формулой (14).
Остается заметить, что сдвиг аргумента x одновременно у всех функций rϕpx´k, σ, βq на ˘1{4
не нарушает их попарных скалярных произведений. Теорема доказана.

Замечание 5. Система функций rϕpx ´ k, σ, βq, k P Z при β “ ˘1{4 является ортогональ-
ной, но не ортонормированной.

3. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

На рис. 1 изображен график функции ϕKpxq при разных значениях параметра σ (пунк-
тиром показана прямая x “ 1{4). Как видим, она является несимметричной. Этот эффект
является следствием того, что коэффициенты cK

p pσq (см. (11)) убывают с разной скоростью
при p ą 0 и p ă 0. Можно отметить, что постепенно при увеличении σ график приобретает
некую симметрию относительно прямой x “ 1{4, а функция ϕKpxq становится менее локаль-
ной по переменной x. Это обусловлено взаимосвязью ϕKpxq с кардинальными функциями
(см. теорему 3).

На рис. 2 для примера изображены несколько графиков кардинальной функции rϕpx, σ, βq
при β “ 0.4 и различных значениях параметра σ. Пунктиром показана функция sincpπxq “
sinpπxq{pπxq. Как видим, с увеличением σ графики становятся все более симметричными
и стремятся к функции отсчетов sincpπxq. Этому факту можно дать строгое обоснование,
практически дословно повторив доказательство теоремы 1 из статьи [12], отказавшись от
требования pϕpξq ą 0. Также его можно рассматривать как следствие результатов статьи [11],
касающихся особенностей сходимости процедуры квазиинтерполяции к функциям с ограни-
ченным спектром при σ Ñ 8.

Кардинальная функция (15) с коэффициентами cppσ, βq, определяемыми формулой (16),
существует и при |β| ě 1{2. На рис. 3 изображены два примера таких функций. Они выходят
за рамки пространства L2pRq.

Согласно теореме 4, при β “ ˘1{4 система целочисленных сдвигов кардинальной функции
rϕpx, σ, βq будет являться ортогональной, однако не ортонормированной (см. замечание 5). На

рис. 4 изображен график зависимости нормировочного множителя Ωpσqq1{8
σ от параметра σ.

Отметим два обстоятельства. При σ Ñ 0 этот множитель стремится к нулю. При σ ă 0.1 он
достаточно быстро становится очень малым по величине, однако в нуль не обращается ни
при каком значении σ ą 0. Если σ Ñ 8, то нормировочный множитель стремится к единице.
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(а) (б)

(в) (г)

Рис. 1. График ϕKpxq при σ “ 0.5 (а), σ “ 1 (б), σ “ 1.5 (в), σ “ 2 (г)

(а) (б)

(в) (г)

Рис. 2. График rϕpx, σ, βq при β “ 0.4 и σ “ 0.5 (а), σ “ 1 (б), σ “ 1.5 (в), σ “ 2 (г)
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(а) (б)

Рис. 3. График rϕpx, σ, βq при σ “ 1 и β “ 0.5 (а), β “ 0.6 (б)

Рис. 4. График зависимости величины Ωpσqq1{8
σ от параметра σ

Как видно из рис. 4, уже при σ “ 0.5 исследуемая система сдвигов rϕpx´ k, σ,˘1{4q, k P Z

становится практически ортонормированной.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящее время имеется большое разнообразие методов аппроксимации функций, начи-
ная от рядов Фурье, заканчивая довольно нетривиальными достижениями теории фреймов.
Общей проблемой большинства алгоритмов разложения в ряд, является необходимость вы-
числения интегралов. Это сильно затрудняет их практическое применение в задачах цифро-
вой обработки сигналов. В некоторых случаях данную сложность удается обойти либо путем
получения аналитических формул, либо путем упрощения алгоритма за счет соответству-
ющего согласования параметров. Так, например, дискретное преобразование Фурье (ДПФ)
удачно сочетает в себе идеи рядов Фурье и интерполяционного подхода. По аналогичным
причинам в теории всплесков на масштабирующую функцию накладываются дополнитель-
ные условия – уравнения моментов. Все это тесно взаимосвязано со знаменитой теоремой
Шеннона–Котельникова, являясь ее естественным развитием [13].

В данной работе построено семейство целочисленных сдвигов, которое, как ДПФ и всплес-
ки, сочетает в себе преимущества ортогональных рядов и интерполяции. На практике это поз-
волит работать с цифровыми сигналами, не прибегая к приближенному расчету интегралов.
При этом наличие явных аналитических соотношений в перспективе существенно облегчит
разработку и оптимизацию алгоритмов разложения. Еще одним преимуществом полученной
системы сдвигов является то, что она строится на основе функции Гаусса. Это отличает ее
от многих разновидностей всплесков, физическая интерпретация которых довольно затруд-
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нительна.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Maz’ya, V. Approximate approximations / V. Maz’ya, G. Schmidt. — New York : AMS,
Mathematical Surveys and Monographs, 2007. — V. 141. — 350 p.

2. Schlumprecht, Th. On the sampling and recovery of bandlimited functions via scattered
translates of the Gaussian / Th. Schlumprecht, N. Sivakumar // Journal of Approximation
Theory. — 2009. — V. 151, № 1. — P. 128–153.

3. Christensen, O. An introduction to frames and Riesz bases / O. Christensen. — Basel :
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