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Аннотация. Рассмотрено нелинейное обыкновенное дифференциальное уравнение
четвертого порядка, решения которого определяют некоторые состояния упругих систем
и фазовые состояния в теории кристаллов. От решений данного уравнения переходят к
рассмотрению экстремалей функционала. Задача нахождения экстремалей функциона-
ла сводится к поиску критических точек главной части ключевой функции, полученной
по схеме конечномерной редукции. Наложение дополнительных ограничений на искомую
функцию в виде интегральных неравенств приводит к появлению краевых особенностей.
Описаны все возникающие для ключевой функции бифуркационные расклады. При этом
выявлены новые бифуркационные эффекты, которые появляются только при наличии
края.

Ключевые слова: схема конечномерной редукции Ляпунова–Шмидта; функционал,
экстремаль, ключевая функция; краевые особенности, критические точки,bif-расклад.

BOUNDARY FEATURES FOR AN ORDINARY
DIFFERENTIAL EQUATION OF THE FOURTH ORDER

O. Yu. Danilova

Abstract. A nonlinear ordinary differential equation of the fourth order is considered, the
solutions of which determine some states of elastic systems and phase states in the theory of
crystals. From the solutions of this equation, we proceed to the consideration of the extremals of
the functional. The problem of finding the extremals of the functional is reduced to finding the
critical points of the main part of the key function obtained by the finite-dimensional reduction
scheme. The imposition of additional restrictions on the considered function in the form of
integral inequalities leads to the appearance of boundary features. All bif-decompositions
arising for the key function are described. New bifurcation effects are found, which occur
only in the presence of an edge.

Keywords: scheme of finite-dimensional Lyapunov – Schmidt reduction; functional,
extremal, key function; boundary features, critical points, bif-decomposition.

ВВЕДЕНИЕ

В статье рассматривается нелинейное обыкновенное дифференциальное уравнение четвер-
того порядка, решения которого описывают некоторые упругие системы и фазовые состояния
в теории кристаллов [1, 2]. Большое количество фазовых переходов в сегнетоэлектрических
кристаллах происходят вследствие охлаждения кристалла и при разрушении или понижении
первоначальных симметрий [3, 4]. Рассматривается случай двухмодового вырождения и на-
ложение интегрального ограничения на решение дифференциального уравнения. В данной
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работе применяется метод, в соответствии с которым фазовые состояния кристаллов соот-
ветствуют точкам локального минимума функционала полной энергии V . Применяя конеч-
номерную схему редукции Ляпунова—Шмидта [5, 6], от изучения экстремалей функционала
V переходят к исследованию особых точек ключевой функции W , зависящей от двух пере-
менных. При этом главная часть исследуемой ключевой функции W имеет вид двумерной
сборки, четной по каждой переменной. Наложение ограничения приводит к появлению крае-
вых особых точек [7] и к исследованию функционала, а следовательно, и ключевой функции
в окрестности особой точки, лежащей на крае.

БИФУРКАЦИИ ЭКСТРЕМАЛЕЙ НЕЛИНЕЙНОГО
ОБЫКНОВЕННОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ

В ОТСУТСТВИЕ ОГРАНИЧЕНИЯ

Пусть дано нелинейное обыкновенное дифференциальное уравнение четвертого порядка

d4p

dx4
` κ

d2p

dx2
` αp` p3 “ 0, (1)

в котором p — функция, определенная на отрезке r0,πs, и наложены краевые условия

pp0q “ d2p

dx2
p0q “ ppπq “ d2p

dx2
π “ 0. (2)

Решения уравнения моделируют некоторые упругие системы и фазовые состояния кристал-
лов[8].

От задачи нахождения решений для дифференциального уравнения переходят к исследо-
ванию экстремалей функционала V pp,κ,αq ÝÑ extr, где

V pp,κ,αq “
πż

0

˜
1

2

˜ˆ
d2p

dx2

˙2

´ κ

ˆ
dp

dx

˙2

` αp2

¸
` p4

4

¸
dx. (3)

Функционал V рассматривается на пространстве E функций класса C4 , заданных на от-
резке r0,πs и для которых выполняются краевые условия (2). Для функционала (3) уравнение
(1) является уравнением Эйлера—Пуассона нахождения экстремалей, предполагается α ą 0.

Действительно

F px, p, p1, p2q “ 1

2

˜ˆ
d2p

dx2

˙2

´ κ

ˆ
dp

dx

˙2

` αp2

¸
` p4

4
,

BF
Bp “ αp` p3,

BF
Bp1 “ κp1,

d

dx

BF
Bp1 “ p2,

BF
Bp2 “ p2,

d

dx

BF
Bp2 “ p3,

d2

dx2
BF
Bp2 “ ppIV q.

Подставляя в уравнение Эйлера-Пуассона

BF
Bp ´ BF

Bp1 ` d2

dx2
BF
Bp2 “ 0,

получаем

αp ` p3 ´
ˆ

´κ d
2

dx2

˙
` d4

dx4
“ 0

или исходное уравнение (1).

ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2022. № 4 69



О. Ю. Данилова

Локализуем управляющие параметры α “ α1 ` δ1, κ “ κ1+δ2 и при помощи редукции
Ляпунова—Шмидта [5, 6] перейдем от функционала V к ключевой функции W , зависящей
от двух переменных

W pξ,δq “ inf
p:xp,e1y“ξ1,xp,e2y“ξ2

V pp,α1 ` δ1,κ1 ` δ2q, (4)

ξ “ pξ1, ξ2q , δ “ pδ1, δ2q .

Здесь xp,ey “
πş
0

ppxqepxq dx, e1 “
b

2
π
sinx, e2 “

b
2
π
sinp2xq — моды бифуркации. Они образуют

ортогональную систему функций, то есть

xe1,e1y “
πż

0

e21 dx “
πż

0

˜c
2

π
sinx

¸2

dx “ 2

π

πż

0

1 ´ cos 2x

2
dx “ 1

π

ˆ
x|π0 ´ 1

2
sinp2xq|π0

˙
“ 1,

xe2,e2y “
πż

0

e22 dx “
πż

0

˜c
2

π
sinp2xq

¸2

dx “ 2

π

πż

0

1 ´ cosp4xq
2

dx “ 1,

xe1,e2y “
πż

0

e1e2 dx “
πż

0

c
2

π
sinx

c
2

π
sinp2xq dx “ 2

π

πż

0

cosp´xq ´ cosp3xq
2

dx “ 0.

Функционал (3) четен относительно p и инвариантен относительно двух инволюций J1, J2:

J1ppqpxq “ ppπ ´ xq, J2ppqpxq “ ´ppπ ´ xq, J1 “ ´J2,

V pJ1ppqpxqq ” V pJ2ppqpxqq ” V ppq.
Для инволюций J1, J2 выполняются равенства

J1pe1q “
c

2

π
sinpπ ´ xq “

c
2

π
sinx “ e1, J2pe1q “ ´e1,

J1pe2q “
c

2

π
sinp2pπ ´ xqq “ ´

c
2

π
sinp2xq “ e2, J2pe2q “ e2.

Следовательно, ключевая функция W обладает симметрией прямоугольника

W p´ξ1, ξ2, δ1, δ2q “ W pξ1,´ξ2, δ1, δ2q “ W pξ1, ξ2, δ1, δ2q.

По свойствам ключевой функции W можно судить о свойствах функционала V , так как
ключевая функция наследует все свойства исходного функционала.

Ключевая функция W может быть записана в следующем виде

W pξ, δq “ Upξ, δq ` op|ξ|4q `Op|ξ|4qOp|δ|q,

Upξ, δq “ V pξ1e1`ξ2e2, δq — аппроксимация Ритца для функционала V , построенная по модам
бифуркации e1, e2.

Имеем

p “ ξ1e1 ` ξ2e2, p
1 “ ξ1e

1
1 ` ξ2e

1
2 “ ξ1

c
2

π
cos x` ξ2

c
2

π
2 cosp2xq,

p2 “ ξ1e
2
1 ` ξ2e

2
2 “ ´ξ1e1 ´ 4ξ2e2, p

2 “ pξ1e1 ` ξ2e2q2 “ ξ21e
2
1 ` 2ξ1ξ2e1e2 ` ξ22e

2
2,

p4 “ pξ1e1 ` ξ2e2q4 “ ξ41e
4
1 ` 6ξ21ξ

2
2e

2
1e

2
2 ` ξ42e

4
2 ` 4ξ31ξ2e

3
1e2 ` 4ξ1ξ

3
2e1e

3
2,
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pp1q2 “ pξ1e1
1 ` ξ2e

1
2q2 “ 2

π
pξ21 cos2 x` 4ξ1ξ2 cos x cosp2xq ` 4ξ22 cos

2p2xqq,

pp2q2 “ pξ1e2
1 ` ξ2e

2
2q2 “ p´ξ1e1 ´ 4ξ2e2q2 “ ξ21e

2
1 ` 8ξ1ξ2e1e2 ` 16ξ22e

2
2.

Для ключевой функции (4) получаем следующее асимптотическое представление

W pξ, δq “ λ1

2
ξ21 ` λ2

2
ξ22 ` 1

4

`
Aξ41 ` 2Bξ21ξ

2
2 ` Cξ42

˘
` op|ξ|4q `Op|ξ|4qOp|δ|q, (5)

в котором
λ1 “ δ1 ´ δ2, λ2 “ δ1 ´ 4δ2

A “
πż

0

e41dx “
πż

0

˜c
2

π
sinpxq

¸4

dx “
ˆ
2

π

˙2
πż

0

ˆ
1 ´ cosp2xq

2

˙2

dx “ 3

2π
,

B “ 3

πż

0

e21e
2
2dx “ 3

πż

0

˜c
2

π
sinpxq

¸2 ˜c
2

π
sinp2xq

¸2

dx “ 3

π
,

C “
πż

0

e42dx “
πż

0

˜c
2

π
sinp2xq

¸4

dx “
ˆ
2

π

˙2
πż

0

ˆ
1 ´ cosp4xq

2

˙2

dx “ 3

2π
.

Разделив функцию (5) на множитель 3
2π

, получим функцию

ĂW pξ, δq “ rUpξ, δq ` op|ξ|4q `Op|ξ|4qOp|δ|q,

главная часть которой имеет вид

rUpξ1, ξ2q “
rλ1
2
ξ21 `

rλ2
2
ξ22 ` 1

2

`
ξ41 ` 4ξ21ξ

2
2 ` ξ42

˘
. (6)

Таким образом, главная часть rUpξ, δq ключевой функции является четной функцией по
каждой переменной и имеет вид возмущенной двумерной сборкой, в которой коэффициент
двойного отношения больше двух. Функция rU полностью описывает все бифуркационные
эффекты, возникающие для ключевой функции ĂW .

Вся плоскость может быть разбита с помощью бифуркационного множества Σ функции rU
на участки (компоненты связности), в каждом из которых различный набор бифурцирующих
критических точек. Такие наборы будем описывать при помощи тройки целых чисел pp, q, rq,
здесь соответственно p — количество минимумов, q — седел, r — максимумов. Указанную
тройку целых чисел назовем bif–раскладом.

Для ключевой функции описаны все критические точки, появляющиеся в данном случае.
Могут иметь место только четыре варианта bif–раскладов [10]: 1) один минимум; 2) два мини-
мума и одно седло; 3) два минимума, два седла и один максимум; 4) четыре минимум, четыре
седла и один максимум. Таким образом, появляются только следующие bif–расклады: (1,0,0),
(2,1,0), (2,2,1), (4,4,1).

БИФУРКАЦИИ ЭКСТРЕМАЛЕЙ НЕЛИНЕЙНОГО
ОБЫКНОВЕННОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ

ПРИ НАЛИЧИИ ОГРАНИЧЕНИЯ

Пусть на функцию p наложено следующее интегральное ограничение

xp, ωy “
πż

0

ppxqωpxqdx ě 0. (7)
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От задачи V pp,κ,αq ÝÑ extr, p P E, нахождения экстремалей функционала V при нали-
чии условия (7) перейдем по конечномерной схеме редукции Ляпунова"— Шмидта к поиску
критических точек ключевой функции ĂW pξ,δq ÝÑ extr, ξ “ pξ1, ξ2q, ξ1 ě 0. Анализ ключе-
вой функции сводится к анализу ее главной части. Она будет иметь вид [9], эквивалентный
функции (6), и на нее будет наложено ограничение ξ1 ě 0. Условие ξ1 ě 0 показывает, что
в данном случае появляются критические токи, лежащие на крае области, то есть краевые
особенности.

При наличии края критические точки удобно описывать при помощи матрицы
bif–раскладов

Bif “
ˆ
p q r

P Q R

˙
.

Здесь p, q, r — число краевых минимумов, седел, максимумов; P,Q,R — количество миниму-
мов, седел, максимумов, лежащих внутри рассматриваемой области.

В этом случае появляются только шесть bif–раскладов [10], описываемых следующими
матрицами

ˆ
1 0 0

0 0 0

˙
,

ˆ
0 1 0

1 0 0

˙
,

ˆ
2 1 0

0 0 0

˙
,

ˆ
0 2 1

1 0 0

˙
,

ˆ
2 0 1

0 1 0

˙
,

ˆ
2 0 1

1 2 0

˙
.

Доказательство базируется на рассмотрении компонент связности и изучении характеристик
критических точек для каждой компоненты связности рассматриваемой области.

Таким образом, видим, что максимально возможное количество критических точек —
шесть, при этом на крае возможно появление максимально только трех особенностей. На
крае может существовать либо минимум, либо седло, максимума на крае нет; невозможно
сосуществование на крае трех разнотипных критических точек, возможно только появление
двух типов краевых особенностей.

Наложим на функцию p интегральное ограничение следующего вида

xp, ωy “
πż

0

ppxqωpxqdx ě c. (8)

Тогда переходя от задачи V pp,κ,αq ÝÑ extr, p P E с условием (8), к задаче ĂW pξ,δq ÝÑ
extr, ξ “ pξ1, ξ2q при помощи схемы конечномерной редукции Ляпунова – Шмидта, получаем
задачу отыскания критических точек для ключевой функции ĂW pξ,δq, при условии ξ1 ě c.
При помощи эквивалентных преобразований главная часть ключевой функции приводится к
виду (6), вследствие чего будет иметь вид возмущенной двумерной сборки, которая является
четной по каждой переменной.

При вычислении критических точек и определении их типа используются следующие пра-
вила: если линия уровня ключевой функции W касается в критической точке границы обла-
сти снаружи, а grad W направлен внутрь рассматриваемой области, то критическая точка
является краевой точкой минимума; если grad W направлен наружу, и линия уровня клю-
чевой функции W касается в критической точке границы области снаружи, то критическая
точка — точка краевого максимума, в краевой седловой точке линия уровня касается обла-
сти изнутри. Определение типов критических точек, лежащих внутри области, происходит
по обычным правилам.

Для рассматриваемого случая возможно появление только следующих восемнадцати
bif–раскладов [10], описываемых следующими матрицами

ˆ
1 0 0

0 0 0

˙
,

ˆ
0 1 0

1 0 0

˙
,

ˆ
2 1 0

0 0 0

˙
,

ˆ
1 0 0

1 1 0

˙
,

ˆ
0 1 1

2 1 0

˙
,

ˆ
2 0 1

0 1 0

˙
,
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ˆ
0 2 1

1 0 0

˙
,

ˆ
1 0 0

1 2 1

˙
,

ˆ
0 2 1

2 1 0

˙
,

ˆ
0 1 0

2 2 1

˙
,

ˆ
2 0 1

1 2 0

˙
,

ˆ
0 3 0

2 1 1

˙
,

ˆ
2 1 0

1 2 1

˙
,

ˆ
0 2 1

2 2 1

˙
,

ˆ
1 0 0

3 4 1

˙
,

ˆ
0 3 0

3 2 1

˙
,

ˆ
0 1 0

4 4 1

˙
,

ˆ
2 1 0

3 4 1

˙
.

Для данного случая имеем один bif–раскладов с одной критической точкой, один — с дву-
мя критическими точками, два расклада с тремя критическими точками, три — с четырьмя
критическими точками, один — с пятью, три — с шестью, два — с семью, один расклад имеет
восемь критических точек, два расклада с девятью критическими точками, один — с десятью,
один bif–расклад — с максимально возможным количеством критических точек одиннадца-
тью, из которых три лежат на крае. При этом максимальное число краевых особенностей
равно трем, и возникает возможность существования на крае трех седел одновременно.

Пусть имеется следующее интегральное ограничение

xp, ωy “
πż

0

ppxqωpxqdx ě 0, (9)

в котором ω “ ae1 ` ae2.
Тогда от задачи V pp,κ,αq ÝÑ extr, p P E с условием (9) при помощи схемы конечномерной

редукции Ляпунова – Шмидта переходим к задаче ĂW pξ,δq ÝÑ extr, ξ “ pξ1, ξ2q, а интеграль-
ное ограничение приводит к возникновению условия aξ1 ` bξ2 ě 0. Главную часть ключевой
функции можно привести к виду, эквивалентному (6), и при наличии условия aξ1 ` bξ2 ě 0.

Тогда все возможные bif–расклады описываются следующими шестью матрицами [10]
ˆ
1 0 0

0 0 0

˙
,

ˆ
1 2 0

1 0 0

˙
,

ˆ
0 1 0

1 0 0

˙
,

ˆ
1 1 1

1 1 0

˙
,

ˆ
1 1 1

2 2 0

˙
,

ˆ
0 2 1

2 1 0

˙
.

В этом случае имеется один bif–расклад с одной критической точкой, один — с двумя
критическими точками, один — с четырьмя критическими точками, один — с пятью кри-
тическими точками, один — с шестью критическими точками, один bif–расклад имеет семь
критических точек, из которых три лежат на крае (один минимум, одно седло и один макси-
мум).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, наложение различных интегральных ограничений приводит к появлению
краевых особенностей. Для ключевой функции описаны в виде матриц все возникающие
bif–расклады. При этом наличие края приводят к возникновению новых бифуркационных
эффектов, а именно: появление на крае трех седел одновременно; сосуществование одного
краевого минимума, одного краевого седла и одного краевого максимума.
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