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Аннотация. Представлена методика выбора модели для адаптивной робастной эф-
фективной непараметрической оценки сигнала неизвестной формы, наблюдаемого на
фоне белого шума и импульсных помех, описываемых общим негауссовским процессом
Леви. На основе предложенного подхода найдена структура и характеристики проце-
дур восстановления сигнала в двух постановках: неасимптотической и асимптотической.
Установлены точные неасимптотические оракульные неравенства для квадратичных и
робастных рисков, показывающие, что синтезированные процедуры оценки являются оп-
тимальными. Показано, что использование полученных оракульных неравенств позволяет
обеспечить асимптотическое (при неограниченном возрастании отношения сигнал/шум)
свойство эффективности синтезированных алгоритмов оценки в адаптивной постановке.
Проиллюстрировано применение разработанных процедур выбора модели для решения
задачи определения числа сигналов в реализации наблюдаемых данных.

Ключевые слова: выбор модели, сигнал неизвестной формы, импульсная помеха,
неасимптотическое оценивание, квадратичный и робастный риски, оракульное неравен-
ство, эффективная оценка, статистическое моделирование.
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Abstract. An approach for selecting a model for an adaptive, robust and efficient non-
parametric estimation of a signal of unknown shape observed against the background of
white noise and pulse interference described by the general non-Gaussian Levy process is
presented. Based on that, the structure and characteristics of signal recovery procedures
are introduced for the cases of non-asymptotic and asymptotic estimates. First, exact non-
asymptotic oracle inequalities for quadratic and robust risks are established, proving that the
synthesized estimation procedures are optimal. It is then demonstrated that the application of
the obtained oracle inequalities makes it possible to also provide an asymptotic (arising with
an unlimited increase in the signal-to-noise ratio) quality to the efficiency of the synthesized
estimation algorithms when represented in an adaptive form. The efficiency of the developed
procedures as the tools for selecting the model for determining the number of signals in the
realization of the observed data is finally illustrated.

Keywords: model selection, unknown signal, pulse noise, non-asymptotic estimation,
quadratic and robust risks, oracle inequality, efficient estimate, statistical simulation.

˚ Работа выполнена при поддержке Министерства образования и науки Российской Федерации (проект
FSWF–2020–0022)

© Чернояров О. В., Пергаменщиков С. М., Терехов А. В., 2022

38 ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2022. № 4



Робастные эффективные алгоритмы оценивания сигналов. . .

ВВЕДЕНИЕ

Предположим, что на интервале времени pt P r0, T s на вход приемного устройства поступает
аддитивная смесь полезного сигнала и шума, описываемая математической моделью вида

dyt “ st dt` εdξt, 0 ď t ď 1. (1)

Здесь st — детерминированный сигнал неизвестной формы, ξt — фоновый шум с интенсивно-
стью ε ą 0, а t “ rt

L
T — нормированное время (t P r0, 1sq. По наблюдаемой реализации (1)

необходимо оценить функцию st (восстановить форму полезного сигнала). При этом следу-
ет предложить такую процедуру оценивания, которая является оптимальной или хотя бы
асимптотически (при ε Ñ 0q оптимальной в том или ином смысле.

В простейшем случае, когда флуктуации ξt представляют собой винеровский случайный
процесс, выражение (1) описывает прием сигнала st на фоне гауссовского белого шума, ап-
проксимирующего собственные шумы радиоэлектронной системы. При такой модели наблю-
дений для восстановления формы сигнала можно использовать способы, описанные в [1–3
и др.]. Однако достаточно часто помимо собственных шумов приемного устройства полез-
ный сигнал достаточно часто искажается импульсными помехами, причиной которых могут
быть внешние непреднамеренные (атмосферные) шумы, преднамеренные импульсные шу-
мы, ошибки демодуляции и декодирования двоичных информационных символов и т. д. [4].
Адекватной моделью импульсных помех в ряде практических приложений может служить
случайный поток.

Одной из первых моделей случайных потоков являются пуассоновские процессы. Так, в
[5] рассмотрена задача обнаружения детерминированных сигналов на фоне белого шума и
составного пуассоновского случайного процесса. В [6, 7] результаты [5] обобщены на случай
параметрических регрессионных моделей, а в [8, 9] — на случай непараметрического оценива-
ния сигналов неизвестной формы. Однако составной пуассоновский процесс является прием-
лемой моделью лишь импульсных помех со скважностью, существенно меньшей 1 [10]. В то
же время во многих практических приложениях ограничения на частоту следования флукту-
ационных импульсов отсутствуют, что не позволяет аппроксимировать реальную помеховую
обстановку аддитивной смесью белого шума и составного пуассоновского процесса. Для пре-
одоления указанной трудности в качестве модели импульсных помех можно использовать
общие негауссовские процессы Леви, адекватно описывающие широкий класс нестационар-
ных случайных искажений [11].

В данной работе рассмотрена задача непараметрического оценивания (восстановления
формы) сигнала st, наблюдаемого на фоне белого шума и процесса Леви, когда регуляр-
ность функции, описывающей его форму, априори неизвестна. При этом предполагается, что
распределение Q аддитивных искажений ξt также неизвестно и принадлежит к некоторому
семейству распределений Q˚

ε , определенному ниже.
При синтезе алгоритма оценивания воспользуемся робастным подходом, предложенным в

[8, 9, 12]. С этой целью определим робастный риск как

ℜ
˚
ε ppsε,stq “ sup

QPQ˚
ε

ℜQ ppsε,stq , (2)

где psε — некоторая оценка (измеримая функция, получаемая на основе реализации yt (1))
сигнала st,

ℜQ ppsε,sq “ EQ,s } psε ´ st }2 (3)

— квадратичный риск, } ft }2 “
ż 1

0

f2t dt— норма функции ft на интервале r0, 1s, EQ,s — опе-

рация усреднения по всем возможным реализациям (1).
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При построении адаптивных решений для непараметрической оценки сигнала неизвест-
ной формы st (выбора модели) необходимо найти неасимптотические или линейные неравен-
ства, которые дают неасимптотическую верхнюю границу квадратичных рисков (3), включая
минимальный риск для выбранного семейства оценок. Подобные неравенства получены, на-
пример, в [13] для негауссовских регрессионных моделей в дискретном времени и в [14] для
общих регрессионных семимартинговых моделей в непрерывном времени.

В первых работах [15, 16], посвященных синтезу процедур выбора модели, рассмотрены
задачи оценивания сигналов в условиях параметрической априорной неопределенности. Впо-
следствии, используя метод оракульных неравенств, предложены процедуры выбора модели
в задачах непараметрического оценивания для гауссовских [17] и ряда негауссовских [18]
регрессионных моделей. Показано, что оракульное неравенство дает верхнюю границу для
рисков через минимальный риск, соответствующий выбранному семейству оценок. Альтер-
нативный подход к получению алгоритмов выделения и интерполяции сигналов различных
типов на основе непараметрических ядерных оценок при слабо зависимых и коррелирован-
ных стационарных наблюдениях подробно описан в [19].

Следует, однако, отметить, что полученные в работах [17, 18] оракульные неравенства
не могут быть использованы для получения эффективной оценки в адаптивной постановке,
поскольку верхние границы этих неравенств содержат в основных членах некоторые фик-
сированные коэффициенты, большие единицы. В то же время, для того чтобы обеспечить
свойство эффективности процедуры выбора модели, необходимо найти точные оракульные
неравенства, в которых коэффициент в главном члене выражения, определяющего верхнюю
границу риска, был близок к единице. Такие неравенства для общих негауссовских наблю-
дений можно записать, применяя метод выбора модели, основанный на взвешенных оценках
наименьших квадратов, предложенных в [13,20] для гетероскедастических регрессионных мо-
делей в дискретном времени и развитых затем в работах [8, 9, 14, 21] для полумартингальных
моделей в непрерывном времени, когда процесс наблюдения задается стохастическим диф-
ференциальным уравнением вида

dxt “ st dt` dηt, 0 ď t ď 1 pn Ñ 8q , (4)

где st — неизвестный 1-периодический сигнал, pηtqtě0 — аддитивный шум, моделируемый се-
мимартингалом, интегрируемым с квадратом. Заметим, что для любого 0 ď t ď 1, определяя
наблюдаемый процесс как !

xt “ n´1
řn´1

j“0 pxt`j ´ xjq, модель (4) можно представить как мо-

дель с малым параметром ε “ n´1{2:

d!

xt “ st dt` εd!

η t, (5)

где !

η t “ n´1{2 řn´1
j“0 p ηt`j ´ ηjq. При этом, если ηt представляет собой процесс Леви, то !

η t
также является процессом Леви.

Принципиальное отличие рассмотренной в [8,9,14,21] модели (5) от обобщенной модели (1)
состоит в том, что скачки фонового шума в (5) при ε Ñ 0 будут представлять собой величины
порядка ε с вероятностью, стремящейся к 1, т. е.

P
”

!

η t ´ !

η t´ “
εÑ0

O pεq
ı

« 1. (6)

В то же время для модели (1) условие (6) может не выполняться. В результате, методы
непараметрического оценивания, разработанные для модели (4), не могут быть использованы
при анализе реализации наблюдаемых данных (1). Более того, предложенные в [8, 9, 14,
21] подходы обеспечивает адаптивную эффективную оценку сигнала st только для случая,
когда мера Леви конечна, что существенно ограничивает их применение в ряде практически
важных приложений.
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Таким образом, целью данной работы является разработка метода выбора модели для
адаптивной задачи эффективной оценки сигнала по реализации наблюдаемых данных (1)
с аддитивной помехой в виде смеси гауссовского белого шума и общего процесса Леви без
ограничений на величину скачков, включающая следующие этапы:

1) построение ряда процедур выбора модели и нахождение точных несимптотических ора-
кульных неравенств для рисков (2) и (3), установление неасимптотического поведения скач-
ков в модели (1) с бесконечной (или конечной) мерой Леви;

2) исследование эффективности получаемых непараметрических оценок сигнала st, ис-
пользуя неравенство Ван Триса [21,22] для общих процессов Леви, с целью получения нижней
границы квадратичных рисков;

3) определение на основе найденной нижней границы константы Пинскера [23, 24];
4) следуя [21], установление верхней границы для квадратичных рисков на основе полу-

ченного точного оракульного неравенства для весовых оценок наименьших квадратов, со-
держащих эффективную процедуру Пинскера, определение структуры процедуры выбора
модели;

5) оценивание сверху риска для принятой процедуры выбора модели по эффективному
риску с точностью до некоторого коэффициента, стремящегося к единице.

В результате выполнения этапов 1)–5) обеспечивается свойство эффективности процедуры
выбора модели в адаптивной постановке. В качестве иллюстрации предлагаемого подхода к
синтезу процедуры выбора модели рассматривается задача определения числа сигналов по
реализации наблюдаемых данных (1).

При изложении материала доказательства некоторых утверждений и теорем опущены в
силу их громоздкости.

1. ОСНОВНЫЕ УСЛОВИЯ

Предположим, что аддитивная (фоновая) помеха ξt в (1) описывается случайным процес-
сом вида

ξ t “ ρ1ω t ` ρ2zt. (7)

В (7) ρ1 и ρ2 – некоторые неизвестные константы, ω t — стандартный винеровский процесс
[25],

zt “ x ˚ pµ´ rµq t , (8)

“˚” обозначает стохастический интеграл по скомпенсированной мере скачка [26, 27],
µ pds,dxq — мера скачка с детерминированным компенсатором, rµ pds,dxq “ dsΠ pdxq, Π p¨q —
неизвестная мера Леви, т. е. некоторая неотрицательная мера на R˚ “ Rz t0u, для которой

ż

R˚

`
z2 ^ 1

˘
Π pdzq ă 8,

и, кроме того, выполняется условие

Π
`
x2

˘
“ 1, Π

`
x4

˘
ă 8, (9)

где a^ b “ min pa,bq, Π p |x|mq “
ş
R˚

|z|mΠ pdzq. При этом мера Π pR˚q может быть равна `8.
Пусть Q˚

ε (2) — семейство таких распределений в пространстве Скорохода D r0, 1s [28, 29],
для которого

0 ă ζ˚ ď ρ21, χQ “ ρ21 ` ρ22 ď ζ˚. (10)

Здесь 0 ă ζ˚ ď ζ˚ — неизвестные величины, которые можно представить в виде функций,
удовлетворяющих следующему дополнительному условию: границы ζ˚ и ζ˚ являются функ-
циями от ε, такими что для любого b ą 0 выполняются соотношения

lim inf
εÑ0

ε´bζ˚ pεq ą 0, lim inf
εÑ0

εbζ˚ pεq “ 0. (11)
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Как следует из (11), границы области определения параметров ζ˚ ď ζ˚ могут быть любыми
положительными константами.

2. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ НАБЛЮДАЕМЫХ ДАННЫХ

При синтезе процедуры выбора модели на первом этапе необходимо устранить в (1) воз-
можные большие скачки флуктуационной составляющей, для чего преобразуем модель на-
блюдений следующим образом:

!

y t “ yt ´
ÿ

0ď sď t

∆ys1t |∆ys|ąā u, (12)

где ∆ys “ ys´ys´, 1t¨u “ 1, если выражение, стоящее в фигурных скобках, истинно, и 1t¨u “ 0

в противном случае. Параметр ā “ āε ą 0 будет выбран позднее. Тогда имеем

d!

y “ stdt` εd
!

ξ t ´ ερ2Π
`
h̄ε

˘
dt. (13)

В (13)
!

ξ t “ ρ1ωt`ρ2!

z t,
!

z t “ hε˚pµ´ rµqt, функции hε pxq “ x1!
|x|ď!

υ ε

), h̄ε pxq “ x1!
|x|ą!

υ ε

),

а !

υε “ ā{| ρ2| ε— порог усечения. Заметим, что сумма в преобразовании (12) конечна, по-
скольку процесс кадлага [29] имеет только конечное число скачков, превышающих некоторый
положительный порог по абсолютной величине.

Пусть pϕjqjě1 — ортонормированный базис в пространстве L2 r0, 1s, причем ϕ1 ” 1. Будем
считать, что базис tϕju равномерно ограничен, т. е. существует некоторая константа ϕ˚, в
общем случае зависящая от ε ą 0, для которой выполняется соотношение

sup
0ďjďn

sup
0ďtď 1

|ϕj ptq | ď ϕ˚ ă 8, (14)

где n “ nε “
“
1
L
ε2

‰
, а r¨s — целая часть числа. Примером такого базиса может служить

тригонометрический базис tTrju, определяемый как Tr 1 ” 1 и

Trj pxq “
?
2

"
cos p2π rj{2sxq , j “ 2k ,

sin p2π rj{2sxq , j “ 2k ` 1 ,
k “ 1, 2, . . . (15)

Кроме того, заметим, что для любой определенной на интервале r0, 1s Ñ R функции f из
L2 r0, 1s и для любого 0 ď t ď 1 стохастические интегралы

It pfq “
tż

0

f psq dξs,
!

I t pfq “
tż

0

f psq dpξs

являются строго определенными с математическими ожиданиями EIt pfq “ 0, E
!

I t pfq “ 0 и
вторыми моментами

EI2t pfq “ χQ }f}2t , E
!

I
2

t pfq “ !

χQ }f}2t . (16)

Здесь }f}2t “
şt
0
f2 psq ds, !

χQ “ ρ21 ` ρ22Π
`
h2ε

˘
.

Обозначим

pf,gqt “
tż

0

f psq g psq ds, pf,gq “
1ż

0

f psq g psq ds

и используем для оценки функции st ее представление в виде обобщенного ряда Фурье:

st “
ÿ

jě1

θjϕj ptq, θj “ p st,ϕjq . (17)
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Коэффициенты разложения θj в (17) можно найти путем их непосредственного оценивания
по реализации наблюдаемых данных (1):

pθj,ε “
# ş1

0
ϕj ptq dyt “ θj ` εξj , j “ 1 ,ş1

0
ϕj ptq d!

y t , j ě 2 .
(18)

Учтем, что при j ě 2 интеграл
ş1
0
ϕ1 ptq dt “ 0. Тогда согласно (13) оценки (18) допускают

представление
pθj,ε “ θj ` εξ̄j , ξ̄j “

!

I 1 pϕjq .
Отсюда, принимая ξ̄1 “ ξ1, для любого j ě 1 имеем

pθj,ε “ θj ` εξ̄j . (19)

Далее, следуя методике синтеза процедуры выбора модели, предложенной в [14, 15], введем
в рассмотрение функции вида

B1,ε puq “
nÿ

j“1

uj
`
EQξ̄

2
j ´ !

χQ

˘
, B2,ε puq “

nÿ

j“1

uj rξj , (20)

где rξj “ ξ̄2j ´ EQξ̄
2
j , и проанализируем их поведение при u P Rn.

Утверждение 1. Предположим, что выполняется условие (9). Тогда

sup
uPr0,1sn

|B1,ε puq | ď χQ. (21)

Доказательство. Нетрудно видеть, что
ˇ̌
EQξ̄

2
1 ´ !

χQ

ˇ̌
“

ˇ̌
EQξ

2
1 ´ !

χQ

ˇ̌
“ χQ ´ !

χQ ď χQ и
EQξ̄

2
j “ !

χQ при j ě 2. Отсюда непосредственно следует неравенство (21).
Определим далее для любого u P Rn

|u|2 “
nÿ

j“1

u2jи ℑ puq “
nÿ

j“1

1t uj‰0u

и исследуем поведение концентрационного члена B2,ε puq (20).
Утверждение 2. Будем считать, что условие (9) выполняется. Тогда для любых фикси-

рованного параметра усечения ā ą 0 и вектора u P Rn справедливо соотношение

EQB
2
2,ε puq ď UQ ` 4χQ pā{εq2 pϕ˚q4 ℑ puq , (22)

где UQ “ 2
`
25 ` 16Ez41

˘
χ2
Q, z1 “ zt| t“1 (8). Последний член в правой части (22) обусловлен

влиянием скачков в наблюдениях (1).
Используем верхние границы (21) и (22) для получения неасимптотических точных ора-

кульных неравенств.

3. ВЫБОР МОДЕЛИ

Следуя [8, 9, 14, 21], оценку функции st, t P r0, 1s будем строить на основе взвешенной
оценки наименьших квадратов вида

psλt “
nÿ

j“1

λ pjq pθj,εϕj ptq, (23)
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где n “
“
1
L
ε2

‰
, весовые коэффициенты tλ pjq u 1ď j ďn принадлежат некоторому конечному

множеству Λ из r0, 1sn, а ϕj ptq и pθj,ε определяются из (15) и (18), соответственно.
Обозначим

ι “ card pΛq и |Λ|˚ “ max
λPΛ

nÿ

j“1

1t λją0u, (24)

где card pΛq — число векторов в множестве Λ. Будем считать, что ι (24) является функцией
ε ą 0, такой что для любого b ą 0

lim
εÑ0

εbι pεq “ 0. (25)

Выберем параметр усечения ā в (12) следующим образом:

ā “ āε “ ε
Mb

|Λ|˚. (26)

В качестве весовых коэффициентов λ pjq примем такие pλ pjq P Λ, которые минимизируют
эмпирический квадратичный риск, определяемый как [14, 21]

Errε pλq “
››› psλt ´ st

›››
2

. (27)

Подставляя в (27) представления (17), (23), имеем

Errε pλq “
nř

j“1

λ2 pjq pθ2j,ε ´ 2
nř

j“1

λ pjq pθj,εθj `
8ř
j“1

θ2j Ñ

Ñ
nř

j“1

λ2 pjq pθ2j,ε ´ 2
nř

j“1

λ pjq pθj,εθj .
(28)

Здесь учтено, что член
ř8

j“1 θ
2
j , не зависящий от λ pjq и, соответственно, не влияющий на

искомую процедуру минимизации, может быть опущен.
Непосредственное определить весовую последовательность λ pjq из выражения (28) не

представляется возможным, поскольку входящие в него коэффициенты Фурье θj, j “ 1, 2, ...

неизвестны. Одним из возможных способов преодоления указанной трудности является ис-
пользование вместо неизвестных величин θj их оценок (18). Однако, такая замена приводит
к появлению смещения у второго члена в правой части (28). Действительно, как следует из
(19), если

EQ
pθj,εθj “ θ2j , (29)

то при подстановке pθj,ε Ñ θj в (29) при j ě 2 находим EQ
pθ2j,ε “ θ2j ` ε2EQξ̄

2
j “ θ2j ` ε2

!

χQ.

Получить несмещенную оценку случайной величины pθj,εθj можно, вводя в pθ2j,ε дополни-
тельное слагаемое ´ε2pχε, математическое ожидание которого равно по модулю и противопо-
ложно по знаку смещению ε2

!

χQ:

rθj,ε “ pθ2j,ε ´ ε2pχε, j ě 2. (30)

Здесь pχε “ !

χQ, если величина !

χQ известна, или pχε представляет собой несмещенную оценку
(возможный способ построения которой будет описан ниже) величины !

χQ, если значение !

χQ

априори неизвестно.
Отметим, что выражение (30), полученное для j ě 2, можно без заметной потери в точно-

сти можно распространить на все возможные значения j (т. е., учесть слагаемое, соответству-
ющее j “ 1q Действительно, нетрудно показать, что при характерных значениях n (n ąą 1q
вклад отдельного слагаемого в сумму

řn
j“1 λ pjq pθj,εθj пренебрежимо мал, так что вносимая
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при формировании первого члена данной суммы погрешность не повлияет существенно на
итоговое значение эмпирического квадратичного риска (28).

Таким образом, процедура расчета весовых коэффициентов λ pjq сводится к процедуре
минимизации следующей функции стоимости:

Jε pλq “
nÿ

j“1

λ2 pjq pθ2j,ε ´ 2

nÿ

j“1

λ pjq rθj,ε ` δ pPε pλq , (31)

где δ ą 0— некоторый множитель, который будет определен ниже,

pPε pλq “ ε2pχε |λ|2 (32)

— введенный пенализационный член, обусловленный штрафом, связанным с заменой в (28)
исходной величины pθj,εθj на ее оценку rθj,ε (30), а |λ|2 “ řn

j“1 λ
2 pjq.

Заметим, что если значение !

χQ (16) известно, то выражение (32) для штрафного члена
преобразуется к виду

pPε pλq “ ε2
!

χQ |λ|2 .

В общем случае для pPε pλq можно указать следующую верхнюю границу.
Лемма 1. Предположим, что условие (9) выполняется. Тогда для любых 0 ă ε ă 1 и λ P Λ

справедливо соотношение
pPε pλq ď ℜ ppsλ,sq ` ε2χQ.

Определим процедуру выбора модели следующим образом

ps˚
t “ pspλ

t ,
pλ “ argmin

λPΛ
Jε pλq . (33)

Поскольку множество Λ конечно, оценка pλ (33) всегда существует. При этом, если функция
стоимости (31) имеет несколько одинаковых минимумов, в качестве оценки pλ может быть
выбрано положение любого из них.

Как следует из (30), (31), для практической реализации процедуры (33) при неизвестной
дисперсии !

χQ необходимо также иметь оценку pχε параметра !

χQ (16). В качестве такой оценки
при использовании тригонометрического базиса (15) и произвольном 0 ă ε ď 1

L?
3 может

быть выбрана оценка вида

pχε “
nÿ

j“r1{εs`1

pτ2j,ε, n “
“
1
L
ε2

‰
,

где pτj,ε “
ş1
0
Trj ptq dpyt — оценки коэффициентов Фурье τj “

ş1
0
s ptqTrj ptq dt.

Утверждение 3. Предположим, что в модели (1) неизвестная функция st непрерывно
дифференцируема. Тогда для любого 0 ă ε ď 1

L?
3 выполняется соотношение

EQ

ˇ̌
pχε ´ !

χQ

ˇ̌
ď εγQ psq , (34)

где γQ psq “ 4 p } 9st} ` 1 q2
`
1 ` 2

?
χQ ` χQ `

a
UQ

˘
, а 9st — производная функции st.

При доказательстве (34) для оценки дисперсии !

χQ используется представление (19) для
коэффициентов Фурье p τjqjě1

в тригонометрическом базисе (15). Кроме того, как было пока-
зано в [14, Лемма А.6], для любых непрерывно дифференцируемой функции st и m ě 1 может
быть получена в явном виде оценка сверху суммы

ř
jěm τ

2
j . Тогда, с учетом (22) получаем

верхнюю границу в (34).
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Зададим теперь весовые коэффициенты tλ pjq u 1ď j ďn. С этой целью рассмотрим число-
вую сетку вида

A “ t 1, . . . , k˚u ˆ t r1, . . . , rmu , (35)

где ri “ i̟, m “
“
1
L
̟2

‰
. Полагается, что параметры k˚ ě 1 и 0 ă ̟ ă 1 являются функци-

ями от ε, т. е. k˚ “ k˚
ε и ̟ “ ̟ε, такими что

lim
εÑ0

ˆ
1

kε̊
` k˚

ε

| ln ε |

˙
“ 0 и lim

εÑ0

ˆ
̟ε ` εb

̟ε

˙
“ 0, (36)

для любого b ą 0. Например, для 0 ă ε ă 1 можно принять

̟ε “ | ln ε |´1 и k˚
ε “ k˚

0 `
a

| ln ε |,

где k˚
0 — некоторая фиксированная константа.

Введем для каждого α “ p β, rq P A веса λα “ λα pjq, j “ 1, n из Rn следующим образом:

λα pjq “ 1t 1ď j ďn u `
´
1 ´ pj{ωαqβ

¯
1t j˚ď j ďωαu. (37)

В (37) обозначено: j˚ “ j˚ pαq “ rωα{| ln ε | s, ωα “ dβ pr υεq 1{p2β`1q,

dβ “
„pβ ` 1q p2β ` 1q

π2ββ

 1{p2β`1q
, υε “ 1

ε2ζ˚ , (38)

а порог ζ˚ такой же, как в (10).
Определим множество Λ как

Λ “ tλα, α P Au . (39)

Тогда ι “ k ˚ m, и из (36) непосредственно следует свойство (25). Кроме того, из (37)
находим, что для любого α P A

nÿ

j“1

λα pjq ď ωα ď d˚ r
1{3
m υ1{3

ε , d˚ “ sup
βě1

dβ ,

где параметры β и rm определяются регулярностью неизвестных функций. Таким образом,
соотношения (36) означают, что для любого b ą 0 справедлив предельный переход вида

lim
εÑ0

ε2{3`b |Λ|˚ “ 0. (40)

Отметим, что весовые коэффициенты, задаваемые множеством (39), используются в [8, 9]
для установления асимптотической эффективности процедур выбора модели при наблюде-
ниях регрессионных случайных процессов в непрерывном времени.

4. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

4.1. Оракульные неравенства

Для получения точных оракульных неравенств сформулируем следующие теоремы.
Теорема 1. Предположим, что условие (9) выполняется. Тогда существует константа l˚ ą

0 такая, что для любых ε ą 0 и 0 ă δ ď 1{6 квадратичный риск процедуры выбора модели
(33) с параметром усечения (26) удовлетворяет оракульному неравенсту вида

ℜQ p ps˚
t ,stq ď 1 ` 3δ

1 ´ 3δ
min
λPΛ

ℜQ

´
psλt ,st

¯
` ε2l˚

ψQ,ε ` |Λ |˚ Es

ˇ̌
pχε ´ !

χQ

ˇ̌

δ
, (41)
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где

ψQ,ε “
´
1 ` pϕ˚q 4

¯ `
1 ` χ2

Q ` 1
L

!

χQ

˘
ι,

Отметим, что, если параметр !

χQ известен, неравенство (41) упрощается.

Следствие 1. Если дисперсия !

χQ известна и выполняется условие (9), то существует
константа l˚ ą 0, такая что для любого ε ą 0 и любого 0 ă δ ď 1{6 процедура выбора модели
(33) с параметром усечения (26) удовлетворяет следующему оракульному неравенству:

ℜQ p ps˚
t ,stq ď r p1 ` δq{p1 ´ 3δq s min

λPΛ
ℜ

´
psλt ,st

¯
` ε2l˚ψQ,ε

L
δ. (42)

Отметим, что соотношение (42) остается справедливым и для классической модели наблю-
дений сигнала на фоне белого шума, когда аддитивная помеха ξ t в (1) описывается случайным
процессом (7) при ρ1 “ 1 и мере Леви Π “ 0 (!

χQ “ 1q.
Используя Утверждение 3, можно получить еще одно граничное соотношение для квад-

ратичного риска в процедуре выбора модели (33).
Теорема 2. Предположим, что условие (9) выполняется и неизвестный сигнал st описы-

вается непрерывно дифференцируемой на интервале r0, 1s Ñ R функцией. Тогда существует
константа l˚ ą 0 такая, что для любого 0 ă δ ď 1{6 и любого 0 ă ε ď 1

L?
3, удовлетворя-

ющего соотношению |Λ|˚ ď 1{ε, процедура выбора модели (33) с параметром усечения (26)
характеризуется оракульным неравенством вида

ℜQ p ps˚
t ,stq ď r p1 ` δq{p1 ´ 3δq s min

λPΛ
ℜ

´
psλt ,st

¯
` ε2l˚ψQ,ε p } 9st} ` 1q 2

M
δ. (43)

Рассмотрим теперь робастные риски (2) для процедуры (33). Будем считать, что верхняя
граница ϕ˚ (14) для базисных функций pϕjq

jě1
является функцией от ε ą 0: ϕ˚ “ ϕ˚ pεq,

такой что для любого b ą 0 имеем

lim
nÑ8

εbϕ˚ pεq “ 0. (44)

Теорема 3. Предположим, что условия (9), (11), (44) выполняются и неизвестная функ-
ция st является непрерывно дифференцируемой. Тогда для любого 0 ă δ ď 1{6 и любого
0 ă ε ď 1

L?
3, удовлетворяющего соотношению |Λ|˚ ď 1{ε, робастные риски для процедуры

выбора модели (33) с параметром усечения (26) удовлетворяют следующему оракульному
неравенству:

ℜQ p ps˚
t ,stq ď r p1 ` δq{p1 ´ 3δq s min

λPΛ
ℜ

´
psλt ,st

¯
` ε2U˚

ε pstq
L
δ, (45)

где функционал U˚
ε pstq ą 0 такой, что при выполнении условий (25) и (44) для любых r ą 0

и b ą 0 существует предел
lim
εÑ0

εb sup
} 9st} ď r

U˚
ε psq “ 0. (46)

Теперь, учитывая соотношение (40), можно сформулировать следующую теорему для про-
цедуры выбора модели (33) с весовыми коэффициентами (39).

Теорема 4. Предположим, что выполнены условия (9), (11), (44) и неизвестная функция
st непрерывно дифференцируема. Тогда процедура выбора модели (33), построенная с ис-
пользованием весовых коэффициентов (39), удовлетворяет оракульному неравенству (45) с
соотношением (46).

Отметим, что аналогичные точные оракульные неравенства были получены в [8, 13] для
частного случая процедуры выбора модели в тригонометрическом базисе (15). Неравенства
же (41), (42), (43), (45) справедливы для процедур выбора моделей на основе произвольной
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ортогональной системы базисных функции в L2 r0, 1s. Тригонометрические функции здесь
используются только для оценки дисперсии шума !

χQ.

4.2. Адаптивная робастная эффективность

Исследуем теперь асимптотически эффективные свойства процедуры (33), (37) относи-
тельно робастных рисков (2), определяемых семейством распределений (10), (11). Для этого,
не нарушая общности рассуждений, предположим, что неизвестная функция (17) принадле-
жит некоторому эллипсоиду в пространстве l2:

W k
r “

#
s P L2 r0, 1s :

8ÿ

j“1

ajθ
2
j ď r

+
, (47)

где aj “ řk
i“0 p2π r j{2s q 2i.

Нетрудно видеть, что в случае тригонометрических функций pϕjqjě1 (15), множество (47)
совпадает с шаром Соболева:

W k
r “

#
s P Ck

per r0, 1s :
kÿ

j“0

››› f pjq
›››
2

ď r

+
, (48)

где r ą 0 и k ě 1— некоторые параметры, Ck
per r0, 1s — множество k раз непрерывно диф-

ференцируемых на интервале r0, 1s Ñ R функций f , таких что f piq p0q “ f piq p1q для всех
0 ď i ď k.

Следуя [8, 9], покажем, что асимптотическая точная нижняя граница робастного риска
(2) задается формулой

I˚ prq “ pp2k ` 1q rq 1{p2k`1q pk{π pk ` 1qq 2k{p2k`1q .

Здесь выражение в правой части представляет собой хорошо известную константу Пинске-
ра [23, 24], которая впервые была получена при решении задачи неадаптивной фильтрации
для модели реализации наблюдаемых данных в виде аддитивной смеси сигнала неизвестной
формы и гауссовского шума [23].

Пусть Sε — множество всех оценок psεt , выносимых на основе реализации наблюдаемых дан-
ных (1) и измеримых в рамках σ-алгебры σ t yt, 0 ď t ď 1 u. Тогда имеет место следующая
теорема.

Теорема 5. Если выполняются условия (9), (11), то нижняя граница робастного риска (2)
определяется как

lim inf
εÑ0

υ2k{p2k`1q
ε inf

psεPSε

sup
sPW k

r

R˚
ε p psεt ,stq ě l˚ prq , (49)

где скорость υε определяется из (38).
Для анализа верхней границы робастного риска (2) в процедуре выбора модели (33) необ-

ходимо постулировать следующее условие на пенализационный параметр δ (31): параметр
δ “ δε является функцией ε, такой что

lim
εÑ0

δε “ 0и lim
εÑ0

ε´bδε “ 0 (50)

для любого b ą 0. Например, можно выбрать δε “ p 6 ` | ln ε | q ´1.
Теорема 6. Предположим, что условия (9), (11), (44), (50) выполняются. Тогда робастный

риск (2) в процедуре выбора модели (33), построенной с использованием весовых коэффици-
ентов (39), допускает асимптотическую оценку сверху вида

lim sup
εÑ0

υ2k{p2k`1q
ε sup

sPW k
r

R˚
ε p ps˚

t ,stq ď l˚ prq , (51)
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Следствие 2. Из неравенств (49), (51) следует, что при выполнении условий (9), (11),
(44), (50) для робастного риска (2) справедливо соотношение

lim
εÑ0

υ2k{p2k`1q
ε inf

psεPSε

sup
sPW k

r

R˚
ε p psεt ,stq “ l˚ prq ,

Следуя [23], заметим, что если параметры k и r шара Соболева (48) известны, то для
получения эффективной оценки достаточно выбрать взвешенную оценку по методу наимень-
ших квадратов (23) с весами (37) и α “ pk,rq. В случае адаптивного оценивания, т. е. ко-
гда указанные параметры неизвестны, предлагается использовать процедуру модели выбора
для семейства

`
psλt

˘
λPΛ, содержащего эффективную оценку. Тогда свойство эффективности

обеспечивается с помощью точных оракульных неравенств. При этом оптимальная (мини-
максная) скорость сходимости риска для соболевского шара W k

r определится как ε´4k{p2k`1q,

что соответствует эффективной робастной скорости сходимости υ
2k{p2k`1q
ε . Таким образом,

если верхняя граница распределения (10) ζ˚ ÝÑ
nÑ8

0, то скорость сходимости относительно

ε´4k{p2k`1q становится более быстрой, в то время как при ζ˚ ÝÑ
εÑ0

8 — более медленной. В слу-

чае, когда ζ˚ является постоянной, робастная скорость совпадает с классической неробастной
скоростью сходимости.

5. НЕРАВЕНСТВО ВАН ТРИСА ДЛЯ ПРОЦЕССОВ ЛЕВИ

Рассмотрим параметрическую модель наблюдений в непрерывном времени вида

dyt “ st pθq dt` dξt, t P r0, 1s , (52)

где st pθq “ řd
i“1 θiϕi ptq, θ “ p θ1, . . . ,θdq — набор неизвестных параметров, а процесс ξt опре-

деляется согласно (7).
Можно показать, что распределение Pθ процесса (52) абсолютно непрерывно относительно

Pξ в пространстве D r0, 1s, а соответствующая производная Радона-Никодима определится
как

f px,θq “ dPθ pxq
dPξ pxq “ exp

»
–

1ż

0

st pθq
ρ21

dxct ´
1ż

0

s2t pθq
2ρ21

dt

fi
fl ,

где

xct “ xt ´
tż

0

ż

R˚

υ pµx pds,dυq ´ Π pdυq dsq

— непрерывная часть процесса pxtq 0ď t ď 1 в пространстве D r0, 1s, а

µx p r0,ts ,Γq “
ÿ

0ďxď t

1 t∆xsPρ2Γu

для любого t ą 0 и измеряемой области Γ из R˚.
Пусть Φ— априорная плотность вероятности в пространстве Rd, допускающая представ-

ление

Φ pθq “ Φ pθ1, . . . ,θdq “
dź

j“1

ϕj pθjq,

где ϕj — некоторая непрерывно дифференцируемая плотность вероятности в пространстве R.
Кроме того, положим, что g pθq — непрерывно дифференцируемая функция в области Rd Ñ
R, такая что для каждого 1 ď j ď d выполняются соотношения

lim
| θj |Ñ8

g pθq ϕj pθjq “ 0,

ż

Rd

ˇ̌
g1
j pθq

ˇ̌
Φ pθq dθ ă 8,
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где g1
j pθq “ Bg pθq{Bθj .

Введем в рассмотрение величину

rE “
ż

Rd

ż

ℵ

H px,θq Φ pθq dPθdθ “
ż

Rd

ż

ℵ

H px,θq f px,θq Φ pθq dPξ pxq dθ,

где H “ H px,θq — некоторая измеримая интегрируемая функция в области B pℵq ˆ B
`
Rd

˘
,

ℵ “ D r0, 1s. Тогда можно сформулировать следующее утверждение.
Утверждение 4. Для любой измеримой квадратично интегрируемой функции pg из се-

мейства F y “ σ t yt, 0 ď t ď 1u и любого 1 ď j ď d выполняется неравенство

rE pg ´ g pθqq 2 ě Λ2
j

M´
}ϕj} 2 ρ´2

1 ` Ij

¯
, (53)

где

λj “
ż

Rd

g1
j pθq Φ pθq dθ, Ij “

ż

R

“
9ϕ2
j pzq

L
ϕj pzq

‰
dz.

Отметим, что нижняя граница (53) является обобщением неравенства Ван Триса, получен-
ного для модели наблюдений в виде аддитивной смеси сигнала и белого шума (см., например,
неравенство (A.5) в [21]).

5.1. ОЦЕНКА ЧИСЛА СИГНАЛОВ

Рассмотрим применение полученных результатов применительно к задаче оценки числа
сигналов с неизвестными энергетическими параметрами. Пусть на интервале времени t P
r0, 1s (1) наблюдается аддитивная смесь суперпозиции q0 информационных сигналов ϕj ptq с
амплитудами pθ0jq

1ď j ď q0

st pq0,θ0q “
q0ÿ

j“1

θ0jϕj ptq, θ0 “ p θ01, . . . , θ0q0q (54)

и гауссовского белого шума νt с двусторонней спектральной плотностью ε2:

yt “ st pq0,θ0q ` νt. (55)

Моделью (54), например, может описываться сигнал в канале связи с многолучевым рас-
пространением или радиолокационный сигнал, отраженный от нескольких объектов.

Полагаем, что энергетические параметры (амплитуды) θ0 и число сигналов q0 неизвестны
и принимают значения из априорных областей 1 ď q0 ď q˚, θ0 P Θ0, а функции pϕjq

1ď j ď q0
,

описывающие форму сигналов, являются известными ортонормированными функциями, так
что

ş1
0
ϕi ptq ϕj ptq dt “ 1t i“ju. По наблюдаемой реализации (55) и имеющейся априорной

информации необходимо оценить величину q0.
При синтезе алгоритма оценки перейдем от линейного уравнения (55) к стохастическому

дифференциальному уравнению типа (1):

dyt “ st pq0,θ0q dt` εdωt,

где ωt — стандартный винеровский процесс [25], и представим решающую статистику (лога-
рифм функционала отношения правдоподобия) следующим образом:

lnLε pq,θq “ 1

ε2

qÿ

j“1

θj

1ż

0

ϕj ptq dyt ´ 1

2ε2

qÿ

j“1

θ2j . (56)
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Здесь q и θ “ p θ1, . . . , θqq – текущие значения неизвестных параметров q0 и pθ0jq 1ď j ď q0
.

Из (56) следует, что применение классических подходов для построения оценки числа
сигналов может приводить к неработоспособным алгоритмам оценивания. Действительно,
например, оценка максимального правдоподобия (ОМП) pq числа сигналов в реализации на-
блюдаемых данных (55), определяемая как положение наибольшего максимума решающей
статистики, согласно (56) имеет вид

pq “ argmax
1ď q ď q˚

„
max
θPΘ0

lnLε pq,θq


“ argmax
1 ď q ď q˚

1

2ε2

qÿ

j“1

»
–

1ż

0

ϕj ptq dyt

fi
fl

2

, (57)

Таким образом, ОМП (57) не зависит от реализации наблюдаемых данных и всегда совпа-
дает с максимально возможным числом сигналов (pq “ q˚q, что делает ее непригодной для
использования в практических приложениях.

Преодолеть указанные трудности можно при решении задачи оценивания числа сигналов
q0 в непараметрической постановке с применением процедуры выбора модели (33). С этой
целью рассмотрим модель наблюдений (1), где в качестве возможных оценок неизвестной
функции st pq0,θ0q (54) используем семейство ppst pdqq 1ď dďm вида

pst pdq “
dÿ

j“1

pθj,εϕj ptq. (58)

Здесь pθj,ε — оценка параметра θ0j , найденная по методу наименьших квадратов.
В качестве риска при оценивании числа сигналов в суперпозиции st (54) используем ро-

бастный риск (2):
Dε pd,q0q “ ℜ

˚
ε ppst,stq ,

где d— целое число (возможно, случайное) из множества t 1, . . . , ιu, ι— общее число оценок,
удовлетворяющее условию (25), а оценка pst (58) при фиксированном d может быть полу-
чена из (13) с весовыми коэффициентами λ pjq “ χ t j ď du. Тогда функция стоимости (31)
определится как

Jε pλq “
nÿ

j“1

pθ2j,ε ´ 2

nÿ

j“1

rθj,ε ` δ pPε pλq ,

так что в качестве оценки pqε числа сигналов q0 в (54) согласно (33) выбираем величину

pqε “ argmin
1ď dď ι

Jε pdq . (59)

Заметим, что из Теоремы 3 следует, что робастные риски для процедуры (33) в случае
|Λ|˚ ď 1{ε удовлетворяют для любого 0 ă δ ď 1{6 следующему оракульному неравенству:

Dε ppqε,q0q ď 1 ` 3δ

1 ´ 3δ
min

1ď dď ι
Dε pd,q0q ` ε2

U˚
ε pstq
δ

, (60)

где для последнего члена в правой части (60) выполняется соотношение (46).

5.2. РЕЗУЛЬТАТЫ СТАТИСТИЧЕСКОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ

С целью проверки работоспособности и эффективности предложенного подхода к непара-
метрическому оцениванию сигналов было выполнено статистическое моделирование проце-
дуры выбора модели (33) на ЭВМ. При моделировании полагалось, что модель наблюдений
описывается выражением (55), где в (54)

q0 “ 10, θ0j “ j{pj ` 1q, ϕj ptq “
?
2 sin p2πljtq , lj “ j

”a
j
ı
. (61)
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а в качестве помехи νt выступает полосовой гауссовский случайный процесс, обладающий
спектральной плотностью Gν pfq “ r´lq0 , lq0s. Здесь учтено, что на практике любое приемное
устройство имеет конечную полосу пропускания, согласованную с полосой полезного сигнала.

Число сформированных отсчетов реализации (55) на интервале наблюдения r0, 1s (сов-
падающем с периодом сигнала (54), (61)) в каждом испытании составляло p “ 100000. В
результате среднеквадратическая погрешность построенной на их основе ступенчатой ап-
проксимации непрерывной реализации (55) была пренебрежимо мала.

В качестве весовых коэффициентов использовалась весовая последовательность, предло-
женная в [13] для модели с дискретным временем с параметрами k˚ “ 100 `

a
| ln ε | и

m “
”

| ln ε |2
ı

(35). Для расчета эмпирических квадратичного риска R̄ и относительного

квадратичного риска R̄˚ использовались выражения вида

R̄ “ 1

p

pÿ

j“1

pE
`
rsε uj

´ suj

˘ 2
, R̄˚ “ R̄

M
}s}2p, (62)

где uj “ j{p, }s}2p “ řp
i“1 s

2
uj

M
p. При численных расчетах операция усреднения (математиче-

ского ожидания) в (62) заменялась на вычисление соответствующего выборочного среднего
по N “ 10000 обработанным реализациям (55):

pE prsε ´ stq2 “ 1

N

Nÿ

l“1

››› rslε ´ st

›››
2

.

При этом использовалась функция стоимости (31) со значением δ “ p 3 ` | ln ε | q´2.
Некоторые результаты статистического моделирования при значениях ε “

1
L?

20, 1
L?

100, 1
L?

200, 1
L?

1000 нанесены на рис. 1а–1г. Здесь пунктирной линией
изображен сигнал psε, восстановленный с использованием процедуры выбора модели (33),
сплошной тонкой линией нанесена функция st (54), (61), а сплошной толстой линией –
реализация наблюдаемых данных yt на выходе входного фильтра (преселектора) приемного
устройства (55).

В таблице 1 приведены соответствующие значения эмпирических рисков (62). Из при-
веденных данных следует, что процедура выбора модели (33) является работоспособной и
обеспечивает приемлемую точность восстановления полезного сигнала при ε ă 0,07.

Таблица 1. Эмпирические риски при восстановлении сигнала на основе предложенной про-
цедуры выбора модели.

R̄ R̄¨
1
L?

20 0,0158 0,307
1
L?

100 0,0113 0,059
1
L?

200 0,0076 0,04
1
L?

1000 0,0035 0,0185

При оценивании числа сигналов q0 использовались две процедуры принятия решений. Пер-
вая оценка pq1 параметра q0 формировалась согласно (59) при ι “

“
ln ε´2

‰
. Вторая оценка pq2

определялась с помощью одного из наиболее распространенных известных аналогов — метода
сокращения [30] — по правилу

pq2 “ inf
!
j ě 1 :

ˇ̌
ˇpθj

ˇ̌
ˇ ď c˚

ε

)
, c˚

ε “ ε
a

| log ε |.

Найденные в процессе моделирования при обработке N “ 10000 реализаций (55), (54) (61)
средние значения p̄q1, p̄q2 выносимых решений pq1, pq2 приведены в таблице 2.
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а) б)

в) г)

Рис. 1. Восстановленный сигнал, исходный сигнал реализация наблюдаемых данных: а) ε “
1
L?

20, б) ε “ 1
L?

100, в) ε “ 1
L?

200, г) ε “ 1
L?

1000.

Таблица 2. Средние оценки числа сигналов при использовании предложенной процедуры вы-
бора модели и метода усечения.

p̄q1 p̄q2
1
L?

20 6 5
1
L?

100 8 7
1
L?

200 9 7
1
L?

1000 10 9
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Из таблицы 2 и дополнительного анализа следует, что оценка числа сигналов на основе
алгоритма (59) обладает удовлетворительным качеством при ε ă 0,07 и несколько превосхо-
дит по своим точностным характеристикам оценку по методу сокращения. Таким образом,
процедура (33) может быть рекомендована для использования в практических приложени-
ях для восстановления формы неизвестного сигнала и оценки числа сигналов в реализации
наблюдаемых данных.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

При приеме сигнала неизвестной формы на фоне стационарных и импульсных помех эф-
фективной оказывается процедура его восстановления (процедура выбора модели), основан-
ная на точных неасимптотических оракульных неравенствах для квадратичных и робастных
рисков. Применение указанной процедуры требует минимального объема априорной инфор-
мации и позволяет получить асимптотически оптимальные (обеспечивающие с ростом отно-
шения сигнал/шум совпадение асимптотического квадратичного риска процедуры с посто-
янной Пинскера, представляющей собой точную нижнюю границу квадратичного риска по
всем возможным оценкам) алгоритмы оценки формы сигнала в адаптивной постановке. При
этом точность восстановления формы сигнала достаточно быстро возрастает с увеличением
отношения сигнал/шум и может считаться удовлетворительной при отношениях сигнал/шум
(по мощности) более 11-12 дБ.

Предложенная процедура выбора модели может также быть использована при решении
задачи оценки числа сигналов в канале связи в условиях сложной помеховой обстановки.
При этом обеспечиваемые ей точностные характеристики превосходят соответствующие ха-
рактеристики известных аналогов. Сделанные на основе теоретических расчетов заключения
и выводы подтверждены экспериментально, с помощью имитационного статистического мо-
делирования.

Полученные результаты позволяют сделать обоснованный выбор в пользу предложенной
или других процедур выбора модели в зависимости от имеющейся априорной информации
и требований, предъявляемых к точности и степени простоты технической реализации алго-
ритма оценивания.
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