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Аннотация. В статье выполнен синтез и анализ максимально правдоподобного алго-
ритма обнаружения сверхширокополосного сигнала (СШПС) с неизвестными моментами
появления и исчезновения на фоне узкополосных помех и гауссовского белого шума. Най-
дены точные статистические характеристики синтезированного алгоритма — вероятность
ложной тревоги и вероятность пропуска сигнала.
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бие, узкополосная помеха, сверхширокополосный сигнал, марковский случайный процесс,
уравнения Фоккера – Планка – Колмогорова.

EXACT FORMULA FOR CALCULATION OF STATISTICAL
CHARACTERISTICS OF DETECTION OF

ULTRA-WIDEBAND SIGNAL WITH UNKNOWN TIMES OF
APPEARANCE AND DISAPPEARANCE RECEIVED
AGAINST NARROW-BAND INTERFERENCE AND

GAUSSIAN WHITE NOISE
P. A. Trifonov, T. T. Doan, N.N. Ahmad

Abstract. The efficiency of the functioning of the maximum likelihood algorithm for
detecting an ultra-wideband signal (UWBSS) with unknown moments of appearance and
disappearance against the background of narrow-band noise and Gaussian white noise is
considered. The exact statistical characteristics of the synthesized detection algorithm are
found — the probability of false alarm and the probability of missing a signal.

Keywords: appearance and disappearance moments, likelihood, narrowband interference,
ultra-wideband signal, Markov random process, Fokker – Planck – Kolmogorov equations.

В последние годы в радиофизике и её приложениях широкое применение находят сверх-
широкополосные сигналы (СШПС), которые могут обеспечить высокую информативность и
устойчивость функционирования РЭС в сложной сигнально-помеховой остановке, что не раз
обсуждалась в литературе [1, 2].
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В реальной радиоэлектронной обстановке многие параметры сигнала могут быть неизвест-
ны, поэтому рассмотрим задачу оценки эффективности обнаружения СШПС с неизвестными
моментами появления и исчезновения [3].

В ранее опубликованных работах [4] и т. д., рассмотрена задача обнаружения СШПС неиз-
вестной формы с неизвестными моментами появления и исчезновения на фоне узкополосных
помех и гауссовского белого шума. Синтезированы квазиправдоподобные (КП) алгоритмы
обнаружения, однако незнание моментов появления и исчезновения приводит к снижению
эффективности обнаружения. В [5] используется способ преодоления априорной неопреде-
ленности путем адаптация приёмного устройства к неизвестным моментам появления и ис-
чезновения. Формулы в этих работах для определения эффективности обнаружения были
получены приближенно.

Цель данной работы: найти точные формулы для оценки эффективности алгоритма об-
наружения СШПС с неизвестными моментами появления и исчезновения принимаемого на
фоне узкополосных помех и гауссовского белого шума.

Пусть на интервале наблюдения r0, T s подлежит обнаружению СШПС

s pt,θ01,θ02q “
"
f ptq ,θ1 ď t ď θ2,

0,t ă θ1,t ą θ2,
(1)

где θ1 и θ2 — соответственно моменты его появления и исчезновения, которые могут прини-
мать значения из априорных интервалов

θi P rθimin,θimaxs . (2)

Пусть на интервале времени r0,T s в случае наличия сигнала (гипотеза H1) наблюдается
реализация: H1 : x ptq “ s pt,θ1,θ2q `n ptq ` ξ ptq, а в случае отсутствия сигнала (гипотеза H0q:
H0 : x ptq “ n ptq ` ξ ptq. Здесь nptq — реализация ГУП с односторонней спектральной плотно-
стью N0, а ξptq — узкополосная помеха с корреляционной функцией Bξpt2´t1q и спектральной
плотностью

Gξ pωq “
Kÿ

i“1

γi

2

„
I

ˆ
ω0i ´ ω

Ωi

˙
` I

ˆ
ω0i ` ω

Ωi

˙
, (3)

где ω0i — центральная частота, Ω “
8ż

0

G2
ξ pωq d pωq {maxG2

ξ pωq — эквивалентная полоса ча-

стот, γ — величина спектральной плотности узкополосных помех (интенсивность), I pxq “"
1, |x| ă 1{2,
0, |x| ą 1{2.
Для синтеза приёмного устройства при наличии априорной неопределенности о момен-

тах исчезновения, появления и форме сигнала можно воспользоваться методом квазиправ-
доподобного обнаружения (КПО) [3, 4, 5]. Приёмник КПО должен формировать случайную
величину L0 “ Lpθ1,θ2q, где

Lpθ1,θ2q “ 2

N0

θ2ż

θ1

gptq rxptq ´ gptq{2s dt (4)

— логарифм функционала отношения правдоподобия (ФОП).
Блок-схему КП обнаружителя (4) можно изобразить в виде рис. 1.
Решение о наличии или отсутствии сигнала может быть основан на критерии отношения

правдоподобия.

Lpθ1,θ2q
H1ě ;

ă
H0

,
h, (5)
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Рис. 1. Часть блок-схему КП обнаружителя.

где h— порог, определяемый исходя из выбранного критерия оптимальности обнаружения.
Поскольку L (5) является гауссовской случайной величиной, для вероятностей ошибки 1–го
рода (ложной тревоги)α1 и ошибки 2–го рода (пропуска сигнала) β1 можно записать [6, 7]

α “ P pL1 ą h|H0q “ 1 ´ Ф pph ´m0q{σ0q “ 1 ´ P0phq,

β “ P pL1 ă h|H1q “ 1 ´ Ф pph ´m1q{σ1q “ 1 ´ P1phq, (6)

здесь Фpxq “ 1?
2π

xş
´8

expp´ t2

2
qdt – интеграл вероятности, а

mi “ă L1|Hi ą , σ2i “ă pL1 ´miq2
ˇ̌
Hi ą s (7)

— математическое ожидание и дисперсия случайной величины (6), в случае, когда верна ги-
потеза Hipi “ 0,1q [6].

Используя (6), (7) вероятность пропуска сигнала запишем как

β “ Ф

„
σ0

σ1
arcФp1 ´ αq ´ z


, (8)

где
z2 “ pm1 ´m0q2{σ21 (9)

— отношение сигнал – шум (ОСШ) по мощности на выходе обнаружителя (4).
Предположим, что формы принятого и опорного сигналов совпадают fptq “ gptq, тогда на

основе принятой реализации xptq на выходе приемника максимального правдоподобия (МП)
[3, 5] формируется величина

Lpθ1,θ2q “ 2

N0

θ2ż

θ1

fptq rxptq ´ fptq{2s dt (10)

для всех возможных значений моментов появления и исчезновения (2). Решение в пользу
одной из гипотез выносится в результате сравнения

L “ supLpθ1,θ2q
H1ě
ă
H0

h. (11)
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Будем полагать, что интервал наблюдения r0, T s удовлетворяет условию 0 ď θ1min ď
θ2max ď T , так что сигнал (1) полностью размещается в этом интервале.

Рассмотрим случай, когда ГУП отсутствует, тогда моменты случайной величины (4) пред-
ставим в виде

mi “ 2ai

N0

minpθ12,θ22qż

maxpθ11,θ21q

f2ptqdt ´ 1

N0

θ2ż

θ1

f2ptqdt , ai “ 0,1, (12)

σ20 “ 2

N0

θ2ż

θ1

f2ptqdt “ z2. (13)

При наличии на входе приемника ГУП моменты случайной величины (4) запишем как

mi “ 2ai

N0

minpθ12,θ22qż

maxpθ11,θ21q

f2ptqdt ´ 1

N0

θ2ż

θ1

f2ptqdt , (14)

σ20 “
#

2
N0

θ2ş
θ1

rnptq `
Kř
i“1

ξiptqsfptqdt
+2

“ 2
N0

θ2ş
θ1

f2ptqdt`

`
Kř
i“1

Kř
v“1

4
N2

0

θ2ş
θ1

θ2ş
θ1

pξipt1qξvpt2qqfpt1q ˆ fpt2qdt1dt2 “ z2 ` σ2ξ

, (15)

где z— ОСШ при приеме СШПС (1) на фоне только белого шума, а

σ2ξ “ 4

N2
0

Kÿ

i“1

8ż

´8

8ż

´8

Biξpt2 ´ t1qfpt1qfpt2qdt1dt2 (16)

— составляющая дисперсии случайной величины (7), обусловленная действием ГУП.
Подставляя (15) и (13) в (9), получим ОСШ на выходе обнаружителя (4) при воздействии

узкополосных помех
z21 “ z4{pz2 ` σ2ξ q “ z2{χ. (17)

Параметр
χ “ z2{z21 “ 1 ` σ2ξ{z2, (18)

показывает снижение эффективности обнаружения СШПС вследствие воздействия ГУП.
Подставляя (13) и (16) в (18), параметр χ можно переписать как

χ “ 1 ` 2

N0

Kÿ

i“1

8ż

´8

8ż

´8

Biξpt2 ´ t1qfpt1qfpt2qdt1dt2{
8ż

´8

f2ptqdt. (19)

Используя спектральное представление, можно переписать (19) как

χ “ 1 ` 2

N0

Kÿ

i“1

8ż

0

Gipωq |Spjωq|2 dω{
8ż

0

|Spjωq|2 dω. (20)

Трудностей аппаратурной реализации МП алгоритма частично удается избежать, если
представить логарифм ФОП (10) в виде суммы [7, 8] L1pθ1,θ2q “ L1pθ1q `L1pθ2q двух случай-
ных процессов. Первый из них зависит только от момента появления θ1, а второй — только

8 ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2022. № 4



Точные формулы для расчета статистических характеристик. . .

от момента исчезновения θ2:

L1pθ1q “ 2

N0

θż

θ1

fptq rxptq ´ fptq{2s dt, (21)

L2pθ2q “ 2

N0

θ2ż

θ

fptq rxptq ´ fptq{2s dt, (22)

где θ— произвольная точка, принадлежащая интервалу pθ1,max,θ2,minq.
Согласно выражениям (21), (22) функции L1pθ1qи L2pθ2qстатистически независимы, так

как представляют собой интегралы от белого шума на неперекрывающихся интервалах pθ1,θq
и pθ,θ2q. Тогда (11) можно представить в виде L “ L1 ` L2

L1 “ supL1pθ1q, L2 “ supL2pθ2q. (23)

Здесь L1 и L2 — статистически независимые случайные величины [7, 8].
В силу статистической независимости случайных процессов L1pθ1q (21) и L2pθ2q (22) по-

ложение максимума случайного поля L1pθ1,θ2qq по переменной θ1 совпадает с положени-
ем максимума случайного процесса L1pθ1qа по переменной θ2 – с положением максиму-
ма L2pθ2q. В результате для ОМП моментов появления и исчезновения можно записать
θim “ arg supLipθiqθi P rθi,min,θi,maxs.

Представление логарифма ФОП в виде суммы двух статистически независимых случай-
ных процессов позволяет найти эффективность МП алгоритма обнаружения СШПС с неиз-
вестными моментами появления и исчезновения, и точные характеристики случайной вели-
чины (4). Для полного статистического описания логарифма ФОП представим случайные
величины (9) в виде:

Sipθiq “ xLipθiqy “ aiSipθ0i,θiq ´ Sipθi,θiq{2, (24)

а корреляционные функции
Bipθ1i,θ2iq “ χSipθ1i,θ2iq, (25)

где использованы обозначения

S1pθ11,θ21q “ 2

N0

θż

maxpθ11,θ21q

f2ptqdt, (26)

S2pθ12,θ22q “ 2

N0

minpθ12,θ22qż

θ

f2ptqdt. (27)

Введем в рассмотрение функцию

Qpθ1,θ2q “ 2

χN0

θ2ż

θ1

f2ptqdt (28)

— ОСШ на входе приемника при приеме сигнала с моментом появления θ1 и моментом исчез-
новения θ2. Пусть fptq может обращаться в нуль только на части интервала rθ1,θ2s, имеющей
нулевую меру. Тогда Qpθ1,θq — монотонно убывающая функция от θ1, а Qpθ,θ2q — монотонно
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возрастающая функция от θ2. Использование ОСШ (28) позволяет переписать функции (26),
(27) в виде

S1pθ11,θ21q “ χmin rQpθ11,θq,Qpθ21,θqs , (29)

S2pθ12,θ22q “ χmin rQpθ,θ12q,Qpθ,θ22qs . (30)

Перейдем в выражении (21) от θ1 к новой переменной λ1 “ Qpθ1,θq, λ1 P rλ1min,λ1maxs,
λ1min “ Qpθ1max,θq, λ1max “ Qpθ1min,θq, а в выражении (22) — от θ2 к новой переменной λ2 “
Qpθ2,θq, λ2 P rλ2min,λ2maxs, λ2min “ Qpθ2min,θq, λ2max “ Qpθ2max,θq. Тогда для случайных
процессов (21), (22) можно записать

Lipλiq “ LipQipλiqq “ µipλiq “ ai minpλ0i,λiq ´ λi{2 ` νipλiq, (31)

где Q1pλ1q — решение уравнения λ1 “ Qpθ1,θq относительно θ1, λ01 “ Qpθ01,θq, Q2pλ2q — ре-
шение уравнения λ2 “ Qpθ2,θqотносительно θ2, λ02 “ Qpθ02,θq, νipλiq — статистически незави-
симые гауссовские случайные процессы, для которых

xνipλiqy “ 0, xνipλ1iqνipλ2iqy “ χminpλ1i,λ2iq. (32)

Согласно (31), (32) процессы µipλiq являются статистически независимыми гауссовскими
марковскими случайными процессами с коэффициентами сноса и диффузии [9]

k1i “
"
ai ´ 1{2,λ1,min ď λi ď λ0i,

´1{2,λ0i ď λi ď λi,max,
k2i “ χ. (33)

Используя марковские свойства случайных процессов µipλiq [7, 8], можно найти характе-
ристики синтезированных МП алгоритмов.

Используя представление логарифма ФОП в виде суммы статистически независимых слу-
чайных процессов (21), (22), получаем, что

P0pcq “ P rL1pθ1q ` L2pθ2q ă h|H0s “
`8ż

´8

F20ph ´ xqdF10 pxq, (34)

P1pcq “ P rL1pθ1q ` L2pθ2q ă h|H1s “
`8ż

´8

F21ph ´ xqdF11 pxq, (35)

Fij pxq “ P rsupLipθiq ă u,θi,min ď θi ď θi,max|Hjs “
“ P rsupµipλiq ă u,λi,min ď λi ď λi,max|Hjs (36)

— функции распределения величин абсолютных максимумов процессов Lipθiq [8].
Рассмотрим вначале функцию Fi0 puq ai “ 0, т. е. сигнал отсутствует в принятой реали-

зации, для которой аналогично [3, 8, 10] можно записать

Fi0 puq “
uż

´8

Wipy,λi,maxqdy, (37)

где Wipy,λiq — решение уравнения Фоккера – Планка – Колмогорова (ФПК)

BWipy,λiq
Bλi

` B
By rk1iWipy,λiqs ´ 1

2
rk2iWipy,λiqs “ 0 (38)
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с коэффициентами сноса k1i и диффузии k2i (14) при начальном условии

Wipy,λi,minq “ exp
“
´py ` λi,min{2q2{2χλi,min

‰
{
a
2πχλi,min (39)

Wipy,λi,minq “ exp ry{2χ ´ pλi ´ λi,minq{8χsa
2πχpλi ´ λi,minq

ˆ
8ż

0

exp
“
´pu´ ξ ´ λi,min{2q2{2χλi,min

‰
a

2χπλi,min

ˆ

ˆ expp´ξ{2χq ˆ
„
exp

ˆ
´ py ´ ξq2
2χpλi ´ λi,minq

˙
´ exp

ˆ
´ py ` ξq2
2χpλi ´ λi,minq

˙
dξ. (40)

Подставляя λi “ λi,max в (40), а затем (40) в выражение (37), получаем

Fi0puq “ 1a
2χπλi,min

8ż

0

exp
“
´pu ´ ξ ´ λi,min{2q2{2χλi,min

‰
ˆ ϕpχ,λi,max ´ λi,min,ξqdξ, (41)

где

ϕpy1,y2,y3q “ Φp
?
y2

2
?
y1

` y3?
y1y2

q ´ expp´y3

y1
qΦp

?
y2

2
?
y1

´ y3?
y1y2

q, (42)

Φpxq “ 1?
2π

xş
´8

expp´t2{2qdt— интеграл вероятности. Подставляя функции (41) в выражение

(34), а затем (34) в (5), находим точное выражение для вероятности ложной тревоги

α “ 1 ´ 1

4
?
πχz2min

8ż

0

8ż

0

pξ1 ` ξ2 ´ h´ zminq?
χzmin

exp

„
´pξ1 ` ξ2 ´ h ´ z2minq2

4χz2min


ˆ

ˆ ϕpχ,η1,ξ1qϕpχ,η2,ξ2qdξ1dξ2, (43)

где z2min “ Qpθ1,max,θ2,minq , ηi “ Qpθi,max,θi,minq.
Перейдем теперь к определению вероятности пропуска сигнала (1), полагая, что ai “ 1,

т. е. сигнал присутствует в принятой реализации. Рассмотрим функции Fi1 puq, i “ 1,2, для
которых аналогично [3, 8, 10] можно записать

Fi1 puq “
uż

´8

Wipy,λi,maxqdy, (44)

где Wipy,λi,maxq, а Wipy,λiq — решения уравнения (21) при i “ 1,2 с коэффициентами сноса
k1iи диффузии k2i при начальном условии

Wipy,λi,minq “ exp
“
´py ´ λi,min{2q2{2χλi,min

‰
{
a

2πχλi,min. (45)

Задавая нулевые граничные условия Wipy “ u,λiq “ Wipy “ ´8,λiq “ 0λi P rλimin,λimaxs,
решая уравнение ФПК методом отражения с переменой знака [9], получаем при λi ě λ0i

Wipy,λi,minq “ exp ry{2χ ´ pλi ´ λ0iq{2χ´ pλ0i ´ λi,minq{2χs
2πχ

a
2πχλi,minpλi ´ λ0iqpλ0i ´ λi,minq

ˆ

8ż

0

8ż

0

„
exp

ˆ
´ py ´ ξ˚

1 q2
2χpλi ´ λ0iq

˙
´ exp

ˆ
´ py ` ξ˚

1 q2
2χpλi ´ λ0iq

˙
ˆ

„
exp

ˆ
´ pξ ´ ξ˚

1 q2
2χpλ0i ´ λi,minq

˙
´

´
ˆ

´ pξ ` ξ˚
1 q2

2χpλ0i ´ λi,minq

˙
ˆ exp

„
´pu´ ξ ´ λi,min{2q2{2χλi,min ` ξ ´ 2ξ˚

1

2χ


dξdξ˚

1 . (46)
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Подставляя λi “ λi,max в (46), а затем (46) в выражение (37), получаем

Fi1puq “ exp r´pλ0i ´ λi,minq{2χs
2πχ

a
λi,minpλ0i ´ λi,minq

8ż

0

8ż

0

exp

„
´pu´ ξ ´ λi,min{2q2{2χλi,min ` ξ ´ ξ˚

1

2χ


ˆ

ˆ
„
exp

ˆ
´ pξ ´ ξ˚

1 q2
2χpλ0i ´ λi,minq

˙
´

ˆ
´ pξ ` ξ˚

1 q2
2χpλ0i ´ λi,minq

˙
ϕpχ,λi,max ´ λ0i,ξ

˚
1 qdξ. (47)

Подставляя далее функции (47) в формулу (35), а затем (35) в (6), получаем точное вы-
ражение для вероятности пропуска

β “ 1

8πχ2zmin

?
2πχµ1µ2

8ż

0

8ż

0

8ż

0

8ż

0

exp

„
´pξ1 ` ξ3 ´ h ` 2z2minq2

4χz2min


ˆ

ˆ
„
exp

ˆ
´pξ1 ´ ξ2q2

2χµ1

˙
´

ˆ
´pξ1 ` ξ2q2

2χµ1

˙
ϕpχ,m1,ξ2qˆ

ˆ
„
exp

ˆ
´pξ3 ´ ξ4q2

2χµ2

˙
´

ˆ
´pξ3 ` ξ4q2

2χµ2

˙
ϕpχ,m2,ξ4qpξ1 ` ξ3 ´ hqˆ

ˆ exp rpξ1 ´ ξ2 ` ξ3 ´ ξ4q{2χs exp r´pµ1 ` µ2q{2χs dξ1dξ2dξ3dξ4, (48)

где m1 “ Qpθ1min,θ01q, m2 “ Qpθ02,θ2maxq, µ1 “ Qpθ01,θ1maxq, µ2 “ Qpθ2min,θ02q,z2min “
Qpθ1,max,θ2,minq.

Таким образом, найдены точные выражения для характеристик алгоритмов обнаружения
СШПС произвольной формы с неизвестными моментами появления и исчезновения. Полу-
ченные результаты позволяют исследовать влияние формы СШПС на эффективность его
обнаружения в различных условиях сигнально-помеховой обстановки.
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