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Аннотация. Статья посвящена исследованию полной разрешимости и доказательству
теоремы о существования и единственности ограниченных решений переопределенных си-
стем двух линейных дифференциальных уравнений с частными производными. Рассмат-
ривается квазилинейная переопределенная система уравнений в частных производных.
Методами теории функций и функционального анализа для этой системы устанавлива-
ется единственность ограниченного решения в пространстве CpR2q.
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QUASILINEAR OVERDETERMINED SYSTEMS OF TWO
PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS
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Abstract. The article is devoted to the study of the complete solvability and proof of the
theorem on the existence and uniqueness of bounded solutions of overdeveloped systems of two
linear partial differential equations. A quasilinear overdetermined system of partial differential
equations is considered. Methods of the theory of functions and functional analysis for this
system the uniqueness of a bounded solution in space CpR2q is established.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Переопределенные системы уравнений в частных производных используются при модели-
ровании различных физических процессов. Такие системы используются при исследовании
задач теории упругости, теории электромагнитного поля и гидродинамики. Фундаменталь-
ные результаты в этом направлении принадлежат Л. Г. Михайлову [1–2]. Вслед за этим по-
явился ряд работ, близкие к работам Л. Г. Михайлова, изучались преопределенные системы
с сингулярными и сверхсингулярными коэффициентами. Полученные им результаты затем
развивались и обобщались Н. Раджабовым [4].

В этой работе доказывается существование и единственность ограниченных решений пе-
реопределенных систем уравнений в частных производных в пространстве CpR2q. Метод до-
казательства основан на принцип сжимающих отображений [5]. В работе систематически
используется специальное интегральное преобразование теорема Фубини о перестановке по-
рядка интегрирования [5].

2. ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ

Пусть задана квазилинейная переопределенная система линейных уравнений в частных
производных #

ux “ au` fpx,y,uq,
uy “ bu ` gpx,y,uq,

p1q
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где a, b— постоянные, функции f , g определены и непрерывны в R3, ограниченны по x, y и
существуют частные производные fy, gx, fu, gu принадлежащие L1,locpR3q. Для этой системы
исследуем задачу существования и единственности решения в пространстве CpR2q.

Для нахождения решения переопределенных систем предполагаются выполненными усло-
вия полной разрешимости. Необходимым и достаточным условием вполне интегрируемости
системы (1) является условие Фробениуса.

Если u “ upx,yq является решением системы (1), тогда определяя смешанные производные
имеем #

uxy “ auypx,yq ` fypx,y,uq ` fupx,y,uq ¨ uypx,yq,
uyx “ buxpx,yq ` gxpx,y,uq ` gupx,y,uq ¨ uxpx,yq.

Подставляя из (1) выражения для первых частных производных с учетом соотношение uxy “
uyx, получаем

pbfu ´ aguqu ` fy ´ gx ` pa ` fuqg ´ pb ` guqf “ 0 @px,y,uq P R3. p2q

Формула вида (2) является условием совместности системы (1). Пусть условие (2) выполня-
ется, тогда для системы (1) справедлива следующая

Теорема 1. Пусть выполнено условие (2) и хотя бы одно из следующих условий:

1. a ‰ 0 и функция fpx,y,uq равномерно по x, y, удовлетворяет условию Липшица по
переменной u

|fpx,y,u1q ´ fpx,y,u2q| ď K|u1 ´ u2|, p3q

где K ą 0 не зависит от x, y, u1, u2, причем K ă |a|;
2. b ‰ 0 и функция gpx,y,uq равномерно по x, y, удовлетворяет условию Липшица по

переменной u

|gpx,y,u1q ´ gpx,y,u2q| ď L|u1 ´ u2|,

где L ą 0 не зависит от x, y, u1, u2, причем L ă |b|. Тогда система (1) имеет единственное
ограниченное на R2 решение и такое решение имеет вид

upx,yq “

$
’’’’’’’’’’’&
’’’’’’’’’’’%

´
`8ş
x

f rξ,y,upξ,yqseapx´ξq dξ в случае a ą 0,

xş
´8

f rξ,y,upξ,yqseapx´ξq dξ в случае a ă 0,

´
`8ş
y

grx,η,upx,ηqsebpy´ηq dη в случае b ą 0,

yş
´8

grx,η,upx,ηqsebpy´ηq dη в случае b ă 0.

Доказательство. В настоящей работе используются результаты приведенные в работе [3].
Рассмотрим случай 1) с учетом того, что a ą 0. По условию теоремы для каждой ограничен-

ной на R2 функции upx,yq существует несобственный интеграл J “
`8ş
x

f rξ,y,upξ,yqseapx´ξq dξ

(см. [3]). Этот интеграл равномерно сходится по x и y, так как функция f ограниченна по
переменным x, y и существует такая постоянная M ą 0, что |f rξ,y,upξ,yqs| ď M @px,yq P R2.
Следовательно, для каждого r ą x имеем

ˇ̌
ˇ̌
rż

x

f rξ,y,upξ,yqseapx´ξq dξ

ˇ̌
ˇ̌ď M

rż

x

eapx´ξq dξ “ M

a

“
1 ´ eapx´rq‰.
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Пусть CpR2q банахово пространство ограниченных на R2 функций с нормой }u} “
sup

px,yqPR2

|upx,yq|.

Для u P CpR2q предположим

Fu “ ´
`8ż

x

f rξ,y,upξ,yqseapx´ξq dξ.

Этот нелинейный оператор действует в пространстве CpR2q. Покажем, что этот оператор
является сжимающим. Для u1,u2 P CpR2q в соответствии с неравенством (3) для любых
px,yq P R2, получим

|Fu1 ´ Fu2| “
ˇ̌
ˇ̌
ˇ

`8ż

x

tf rξ,y,u1pξ,yqs ´ f rξ,y, u2pξ,yqsueapx´ξq dξ

ˇ̌
ˇ̌
ˇď

ď K

`8ż

x

ˇ̌
u1pξ,yq ´ u2pξ,yq

ˇ̌
eapx´ξq dξ ď

ď K sup
px,yqPR2

ˇ̌
u1px,yqs ´ u2px,yq

ˇ̌
¨

`8ż

x

eapx´ξq dξ “ K

a

››u1 ´ u2
››
CpR2q.

Отсюда получаем неравенство

››Fu1 ´ Fu2
››ď K

a

››u1 ´ u2
›› @u1,u2 P CpR2q.

Поскольку 0 ă K
a ă 1, то выходит, что оператор F : CpR2q Ñ CpR2q является сжимаю-

щим. В силу принципа сжимающих отображений (см. [5]) ϑ “ ϑpx,yq P CpR2q единственная
неподвижная точка оператор F , т.е. нелинейное интегральное уравнение

upx,yq “ ´
`8ż

x

f rξ,y,upξ,yqseapx´ξq dξ p4q

в пространстве CpR2q имеет единственное решение ϑpx,yq.
Можно показать, что функция ϑpx,yq удовлетворяет системе (1). В самом деле, из равен-

ства

ϑpx,yq “ ´
`8ż

x

f rξ,y,ϑpξ,yqseapx´ξq dξ @px,yq P R2

с учетом непрерывности функции f и равномерной сходимости несобственного интеграла J
имеем

ϑxpx,yq “ f rx,y,ϑpx,yqs ´ a

`8ż

x

f rξ,y,ϑpξ,yqseapx´ξq dξ

или
ϑxpx,yq “ aϑpx,yq ` f rx,y,ϑpx,yqs @px,yq P R2

т. е. функция ϑpx,yq удовлетворяет первому уравнению системы (1). Докажем, что ϑpx,yq
удовлетворяет и второму уравнению системы (1). В начале исследуем, что существует непре-
рывная частная производная ϑy.
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Предполагая h ‰ 0 и whpx,yq “ 1
h

rϑpx,y ` hq ´ ϑpx,yqs. Действительно wh P CpR2q и

Bwh

Bx “ awh ` fh, p5q

где

fh “ 1

h
tf rx,y ` h,ϑpx,y ` hqs ´ f rx,y,ϑpx,yqsu.

Таким образом, функция whpx,yq как функция переменной x при каждом h ‰ 0 и y является
ограниченным на R решением уравнения

Bw
Bx “ aw ` fh.

Поскольку a ą 0 и fh ограниченно, то единственное и ограниченное на R решение этого
уравнения имеет вид [3]

wh “ ´
`8ż

x

fpξ,yqeapx´ξq dξ.

Следовательно
ˇ̌
whpx,yq

ˇ̌
ď 1

a
sup

px,yqPR2

|fhpx,yq|. p6q

Оценим
ˇ̌
fhpx,yq

ˇ̌
. Имеем

ˇ̌
fhpx,yq

ˇ̌
ď 1

h

ˇ̌
f rx,y ` h,ϑpx,y ` hqs ´ f rx,y ` h,ϑpx,yqs

ˇ̌
`

`1

h

ˇ̌
f rx,y ` h,ϑpx,yqs ´ f rx,y,ϑpx,yqs

ˇ̌

Для оценки первого слагаемого в правой части этого неравенства используем неравенство
(3), второе слагаемое представим в интегральной форме. Тогда имеем

ˇ̌
fhpx,yq

ˇ̌
ď K

ˇ̌
whpx,yq

ˇ̌
`
ˇ̌
ˇ̌1
h

y`hż

y

fyrx,η, ϑpx,ηqsdη
ˇ̌
ˇ̌. p7q

С учетом неравенство (6), получим

sup
px,yqPR2

|whpx,yq| ď K

a
sup

px,yqPR2

|whpx,yq| ` 1

a
sup

px,yqPR2

|fypx,η,ϑpx,ηqq|

или

sup
px,yqPR2

|whpx,yq| ď 1

a´K
sup

px,yqPR2

|fypx,η,ϑpx,ηqq|.

Это неравенство показывает, что семейство функций twhu является равномерно ограничен-
ным. Равномерная ограниченность семейства производных

 
dwh

dx

(
следует из неравенства (7) и

равенства (5), а эта влечет за собой равностепенную непрерывность семейства twhu. Поэтому
в силу теоремы Арцела семейство twhu предкомпактное.

Равенство (5) перепишем в виде

Bwh

Bx “ ra ` αhpx,yqswh ` βhpx,yq, p8q
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где

αhpx,yq “
1ż

0

furx,y ` h,sϑpx, y ` hq ` p1 ´ sqϑpx,yqsdy,

βhpx,yq “ 1

h

y`hż

y

fyrx,η,ϑpx,ηqsdη.

Проинтегрируем равенство (8):

whpx,yq ´ whp0,yq “
xż

0

tra ` αhpt,yqswhpt,yq ` βhpx,yqudt.

Переходя к пределу при ni Ñ 8 из этого равенство при h “ hni
имеем

wpx,yq ´ wp0,yq “
xż

0

tra ` fupt,y,ϑpt,yqqswpt,yq ` fyrt,y,ϑpt,yqsudt.

Отсюда следует, что функция wpx,yq дифференцируема по x и удовлетворяет уравнению

Bω
Bx “ pa ` furx,y,ϑpx,yqsqωpx,yq ` fyrx,y,ϑpx,yqs. p9q

Из неравенства (3) имеем |furx,y,us| ď K @u P R. Следовательно

a` furx,y,ϑpx,yqs ě a´K ą 0 @px,yq P R2.

Таким образом (см. [3]), функция wpx,yq является единственным в пространстве CpR2q ре-
шением уравнение (9).

Поэтому, пределом любой сходящейся на каждом компакте последовательности из семей-
ства twhu будет функция wpx,yq.

Таким образом, мы установили, что функция ϑpx,yq дифференцируема по y и ϑypx,yq “
wpx,yq. Теперь проверим, что ϑpx,yq удовлетворяет второму уравнению системы (1).

Рассмотрим ограниченную на R2 функцию

ϕpx,yq “ ϑy ´ bϑ´ gpx,y,ϑq.

Эта функция будет решением однородного уравнения соответствующего уравнению (9). Вви-
ду того, что ϑpx,yq удовлетворяет первому уравнению системы (1), получим

ϕx “ ϑyx ´ bϑx ´ gx ´ guϑx “ aϑy ` fuϑy ´ baϑ ´ bf ´ aguϑ´ fgu ` fy ´ gx.

Далее
pa` furx,y,ϑpx,yqsqϕpx,yq “ aϑy ´ abϑ´ ag ` fuϑy ´ bfuϑ´ fug.

Таким образом

ϕx ´ pa` furx,y,ϑpx,yqsqϕpx,yq “ ´bf ´ aguϑ´ fgu ` fy ´ gx ` ag ` bfuϑ` fug “

“ pbfu ´ aguqϑ ` fy ´ gx ` pa` fuqg ´ pb` guqf “ 0

в силу условия (2). С учетом того, что a ` furx,y,ϑpx,yqs ě a ´ K ą 0, выше указанное
однородное уравнение в CpR2q имеет только нулевое решение, поэтому ϕpx,yq ” 0, т.е. ϑy ´
bϑ´ gpx,y,ϑq ” 0.
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Следовательно, функция ϑpx,yq P CpR2q является решением системы (1).
Теорема 2. Пусть выполнены условия (2) и хотя бы одно из условий 1) или 2). Тогда

ограниченное на всей плоскости решение системы (1) является единственной.
Доказательство. В теореме 1 было доказано существование ограниченного решения. До-

кажем единственность решения в CpR2q при выполнении условия 1) и a ą 0. Из первого
уравнения системы (1) с учетом того что функция ϑ1px,yq P CpR2q является решением этой
системы получим

ϑ1px,yq “ eax
„
ϑ1p0,yq `

xż

0

f
“
ξ,y,ϑ1pξ,yq

‰
e´aξdξ


.

Поскольку a ą 0, то из ограниченности функции ϑ1px,yq при x Ñ `8, имеем

ϑ1p0,yq “ ´
`8ż

0

f
“
ξ,y,ϑ1pξ, yq

‰
e´aξdξ.

Поэтому

ϑ1px,yq “ ´
`8ż

x

f
“
ξ,y,ϑ1pξ, yq

‰
eapx´ξqdξ,

т. е. функция ϑ1px,yq является решением нелинейного интегрального уравнения (4). В си-
лу того что это уравнение в пространстве CpR2q имеет единственное решение, получим
ϑ1px,yq “ ϑpx,yq. Этим установлено, что решения системы (1) в пространстве CpR2q является
единственной.

Аналогично рассматривается случай a ă 0.
Если выполняется условия 2), то нужно в начале исследовать второе уравнение системы

(1) и дословно повторить схему доказательства случая a ą 0.
Теорема доказана.

3. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В статье исследуется проблема существования и единственность решения квазилинейных
переопределенных систем уравнений с частными производными в пространстве CpR2q. Уста-
новлено условие полной разрешимости этой системы и получены явные формулы для реше-
ний.

Результаты работы, а именно формулы для решения и метод исследования условий совме-
стимости можно применят при изучении многомерных переопределенных систем уравнений
с частными производными.
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