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Аннотация. Устанавливается корректная разрешимость задачи без начальных усло-
вий для неоднородного обобщённого уравнения в правой части которого стоит сумма
дробно–дифференциального полинома и генератора (производящего оператора) с обла-
стью определения в банаховом пространстве, а в правой части вектор–функция со зна-
чением в том же пространстве. Указываются условия связывающие порядок поведения
полугруппы с коэффициентами и дробными показателями полинома при которых задача
корректна. Приводятся примеры показывающие широкую возможность для исследования
корректной разрешимости задач без начальных условий с применением используемых в
работе методов для уравнений с переменными коэффициентами.

Ключевые слова: задачи без начальных условий, дробные производные Маршо,
сильно непрерывные полугруппы и косинус-функции, корректные задачи.

ON THE SOLVABILITY OF THE PROBLEM WITHOUT
INITIAL CONDITIONS FOR A GENERALIZED EQUATION

WITH A FRACTIONAL-POWER SUM
V. A. Kostin, Alkadi Khamsa

Abstract. The correct solvability of the problem without initial conditions is established
for an inhomogeneous generalized equation on the right side of which there is the sum of
a fractional-differential polynomial and a generator (generating operator) with a domain of
definition in a Banach space, and on the right side a vector function with a value in the
same space. Conditions are indicated that connect the order of behavior of the semigroup
with the coefficients and fractional exponents of the polynomial under which the problem is
well-posed. Examples are given showing a wide opportunity for studying the correct solvability
of problems without initial conditions using the methods used in the work for equations with
variable coefficients.

Keywords: problems without initial conditions, fractional Marchaud derivatives, strongly
continuous semigroups and cosine functions, well-posed problems.

В [6, с. 221] приводится решение задачи Коши с условиями

up0q “ . . . “ upn´1qp0q “ 0 (1)

для дифференциального уравнения

nÿ

m“0

am p0Dν
xqm upxq “ fpxq, x P p0,8q (2)

где 0D
ν
x производная по Капуто порядка ν P p0,1q, fpxq´сильно непрерывная на p0,8q экспо-

ненциального типа на r0,8q.
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Приводится представление решения в виде

upxq “
ż x

0

Gpx ´ ξqfpξqdξ “ f ˚Gpxq, (3)

где

Gpxq “ L´1
 
P´1pλνq

(
pxq “ 1

2πi

ż w`i8

w´i8
eλx

dxřn
m“0 amλ

νm
. (4)

В настоящей заметке решается более общая задача в следующей постановке.
Пусть E — банахово пространство с нормой }.}E “ }.} и А линейный замкнутый оператор

в E с областью определения DpAq плотной в E.
Обозначим через Cµ,pE,Rq банахово пространство вектор-функций fptq, t P p´8,8q “ R со

значениями в E и нормой
}f}µ “ sup

tPR
}e´µtfptq}, µ ě 0 (5)

Введём дробно-дифференциальное выражение

Lnpā,ᾱquptq “
nÿ

m“1

amp d
dt

qαmuptq (6)

где
ā “ pa1,a2 . . . ,anq, am ě 0, ᾱ “ pα1,α2, . . . ,αnq, αi P r0,1s

dαm

dtαm
uptq “ 1

Γp´αmq

ż 8

0

psq´p1`αqrupt ´ sq ´ upsqsds — производная Маршо, (7)

Γpzq-гамма функция Эйлера.
Для f P Cµ,pE,Rq рассмотрим уравнение

Lnpā,ᾱquptq “ Auptq ` fptq. (8)

Определение. Решением уравнения (8) будем называть вектор-функцию uptq P DpAq при
каждом t, для которой определены дробные производные dαm

dtαm , и удовлетворяющую уравне-
нию (8).

Ставится задача о нахождении решения уравнения (8) удовлетворяющее условию

u P CµrE,Rs (9)

Определение. Будем говорить, что задача (8)-(9) поставлена корректно, если она имеет
единственное решение uptq и для него выполняется оценка корректности

}u}Cµ ď M}f}Cµ , (10)

где константа M ě 0 не зависит от f .
Основным результатом настоящей заметки является
Теорема. Если оператор А является генератором полугруппы Ups,Aq класса C0 с оценкой

}Ups,Aq} ď Mews, s ě 0 (11)

и выполняется условие

w ă
nÿ

m“1

amµ
αm , (12)
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то задача (8)-(9) корректна и для ее решения выполняется оценка

}u}µ ď }f}µřn
m“1 amµ

αm ´ w
. (13)

Замечание. Согласно [3, с. 368] формула

Aαϕ “ 1

Γp´αq

ż 8

0

t´1´αrUpt, ´Aq ´ Isϕdt, α P p0,1q — формула Балакришнана (14)

с оценкой
}Upt,´Aqϕ} ď me´wt}ϕ}, w ą 0, t ě 0, (15)

справедлива и для w “ 0, так как в этом случае Upt, ´ Aq является равностепенной непре-
рывной полугруппой класса C0.

Отметим, что если ϕ “ ϕλ — является собственным элементом оператора A, то есть Aϕλ “
λϕλ, Reλ ě 0, то (14) имеет вид

Aαϕλ “ 1

Γp´αq

ż 8

0

pe´λt ´ 1q
t1`α

dtϕλ “

“ ´ 2

Γp´αq

ż 8

0

e
´λ
2

t.Shλ
2
t

t1`α
dtϕλ “ λαeλx. (16)

Отсюда, в случае A “ d
dx , ϕλpxq “ λeλx, имеем дробную производную

p d
dx

qαpeλxq “ λαeλx, (17)

из которой следуют равенства

p d
dx

qα coswx “ wα cospw ` απ

2
qx,

p d
dx

qα sinwx “ wα sinpw ` απ

2
qx.

1. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО КОРРЕКТНОСТИ ЗАДАЧИ

Для доказательства заметим, что оператор, заданный выражением Lϕ “ ´dϕptq
dt и областью

определения

DpLq “ tϕ : ϕ P Cµ,
dϕ

dt
P Cµu (18)

является производящим оператором сильно непрерывной полугруппы

Ups,´ d

dt
qϕptq “ ϕpt´ sq (19)

с оценкой

}Ups,´ d

dt
qϕ}µ ď e´µs}ϕ}µ. (20)

и, следовательно, согласно утверждению К. Иосиды оператор L имеет дробную степень

Lαϕ “ dα

dtα
ϕptq, α P r0,1s, ϕ P Cµ.
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При этом оператор ´Lα является производящим оператором сильно непрерывной полу-
группы

Ups,´ Lαqϕ “ Ups, ´ dα

dtα
qϕptq “

ż 8

0

hs,αpξqUpξ, ´ d

dt
qϕptqdξ “

“
ż 8

0

hs,αpξqϕpt ´ ξqdξ (21)

где hs,αpξq ě 0 функция Иосиды, являющаяся обратным преобразованием Лапласа функции
e´µαs, для которой справедлива оценка

}Ups,´ dα

dtα
qϕptq}µ ď

ż 8

0

hs,αpξq}ϕpt ´ ξq}dξ ď

ď
ż 8

0

hs,αpξqe´µξdξ}ϕ}µ “ e´µαs}ϕ}µ. (22)

Записывая уравнение (8), с учетом (9), в операторной форме

Au `
nÿ

m“1

Amu “ f, (23)

где

Am “ ´am
dαm

dtαm
, f “ ´fptq

и, учитывая, коммутируемость оператора Am и A на множестве (9) заключаем, что к урав-
нению (23) применима теорема Да Прато и Ж. Грисворда [8] о корректности задачи (8) и
представление решения в виде

u “ ´
ż 8

0

nź

m“1

Ups,AmqUps,Aqfds “

u “ ´
ż 8

0

Ups,Aq
nź

m“1

ż 8

0

hαm,amspξmqfpt´ ξmqdξm. (24)

Отсюда, пользуясь (22), получаем оценку корректности

}u}µ ď M

ż 8

0

nź

k“1

e´µαkaks`wsds.}f}µ “

“ M}f}µřn
k“1 µ

αkak ´ w
.

2. h- ВЕСОВЫЕ C0- ПОЛУГРУППЫ И КОСИНУС- ФУНКЦИИ

Пусть функция hpxq задана на интервале pa,bq P R такая, что h
1 pxq ą 0, lim

xÑa
hpxq “ ´8,

lim
xÑb

hpxq “ 8. Далее полугруппы и косинус-функции, определяемые через hpxq будем назы-

вать h- весовыми.
В пространстве равномерно непрерывных и ограниченных функций ϕpxq с нормой }ϕ} “

supxPpa,bq |ϕpxq| рассмотрим операторное семейство

U`
h ptqϕpxq “ ϕrh´1phpxq ` tqs, ě 0. (25)

Как показано в [7] такое семейство является сильно непрерывной полугруппой операторов
со свойствами
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1. U`
h p0qϕpxq “ ϕpxq,

2. }U`
h ptqϕpxq} “ }ϕ},

3. U`
h pt` sqϕpxq “ UhptqUhpsqϕpxq,

4. lim
tÑ0

}U`
h ptqϕpxq ´ ϕpxq} “ 0,

и производящим оператором

dUh

dt
ϕpxq|t“0 “ dϕpxq

dhpxq “ D
`
h ϕ (26)

с областью определения

DpDhq “ tϕ P Cpa,bq,
dϕ

dh
P Cpa,bqu

Для функций ϕλpxq “ eλhpxq, λ P C комплексное, справедливы, легко проверенные равен-
ства

D
`
h ϕλpxq “ λϕλpxq (27)

U`
h ptqϕλpxq “ eλxϕλpxq.

Такие полугруппы будем обозначать U`
h pt,D`

h q.
Аналогично рассматриваются полугруппы

U´
h pt,´ D

´
h qϕpxq “ ϕrh´1phpxq ´ tqs, t ě 0 (28)

с производящим оператором D
´
h ϕpxq “ ´dϕ

dh
, и значениями на собственных функциях ϕλpxq “

eλhpxq

U´
h pt, ´ D

´
h qeλhpxq “ e´λtϕλpxq (29)

Соотношения (25) и (28), в соответствии с [9, с. 175] позволяют ввести сильно непрерывную
косинус-функцию Cpt,D2

hq соотношением

Cpt,D2
hqϕpxq “ 1

2
rU`

h pt,D`
h q ` U´

h pt,D´
h qsϕpxq (30)

со свойствами

1. }Cpt,D2
hqϕ} ď }ϕh},

2. Cp0,D2
hqϕpxq “ ϕpxq,

3. Cpt` s,D2
hqϕpxq ` Cpt´ s,D2

hqϕpxq “ 2Cpt,D2
hqCps,D2

hqϕpxq,

4. lim
tÑ0

}Cpt,D2
hqϕ ´ ϕ} “ 0, ϕ P Cpa,bq.

и производящим оператором

d2

dt2
Cpt,D2

hqϕpxq|t“0 “ D
2
hϕpxq “ d

dh
p d
dh

qϕpxq, (31)

который, в соответствии с [9] с. 178, является и производящим оператором C0- полугруппы

Upt,D2
hqϕpxq “ 1?

πt

ż 8

0

e´ ξ2

4t Cpξqϕdξ “
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“ 1

2
?
πt

ż 8

0

e´ ξ2

4t rϕrh´1phpxq ` ξqs ` ϕrh´1phpxq ´ ξqssdξ. (32)

Применяя (30) и (32) к функциям ϕλpxq, получаем соотношении

Cpt,D2
hqϕλpxq “ 1

2
rUpt,D`

h qϕλpxq ` Upt,D´
h qϕλpxqs “

“ 1

2
peλt ` e´λtqϕλpxq “ chλtϕλpxq, (33)

Upt,D2
hqϕλpxq “ 1?

πt

ż 8

0

e´ px´sq2

4t ϕλpsqdsϕλpxq “

“ 1

2
?
πt

ż 8

0

e´ px´sq2`px`sq2

4t chλsdsϕλpsq “

“ e´x2

2t

2
?
πt

ż 8

´8
e´ s2

2t chλsdsϕλpxq “ eλ
2tϕλpxq. (34)

Для λ “ in в (34), имеем равенства

Cpt,D2
hqϕinpxq “ e´n2tϕinpxq. (35)

3. ПРИМЕРЫ h-ВЕСОВЫХ C0-ПОЛУГРУПП И КОФ

1. C0- полугруппы переносов, КОФ и Вейерштрасса

pa,bq “ p´8,8q, hpxq “ x

Upt,D˘
h qϕpxq “ ϕpx ˘ tq ´ Полугруппы переносов

D
˘
h ϕpxq “ ˘dϕ

dx
(36)

Cpt,D2
hqϕpxq “ 1

2
rϕpx ` tq ` ϕpx ´ tqs ´ КОФ Даламбера.

Upt,D2
hqϕpxq “ 1

2
?
πt

ż 8

0

e´ ξ2

4t rϕpx ` ξq ` ϕpx ´ ξqsdξ “

“ 1

2
?
πt

ż 8

´8
e´ px´ξq2

4t ϕpξqdξ ´ полугруппа Вейерштрасса. (37)

Если ϕλpxq “ cos λx, то

D
2
hϕλpxq “ ´λ2ϕλpxq “ ´λ2 cos λx,

Uhpt,D2
hqϕλpxq “ e´λ2tϕλpxq “ e´λ2t cos λx. (38)

2. Полугруппы и КОФ Эйлера

pa,bq “ p0,8q, hpxq “ lnx

Upt,D˘
h qϕpxq “ ϕpxe˘tq,

D
˘
h ϕpxq “ ˘xdϕ

dx
“ ˘dϕ

dh
,
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D
2
hϕpxq “ Daϕpxq “ x2

d2ϕ

dx2
` x

dϕ

dx
´ оператор Эйлера (39)

ϕλpxq “ xλ

Upt,D`
h qxλ “ petxqλ “ eλtxλ. (40)

Upt,D´
h qx´λ “ pe´txq´λ “ e´λtx´λ.

Полагая
1

2
pxλ ` x´λq “ 1

2
peλ lnx ` e´λ lnxq “ chpλ ln xq,

получим
Cpt,D2

hqchλx “ Cpt,Daqchpλxq “ chλt.chpλ ln xq (41)

Заметим, что если λ “ in, n P N “ p1,2, . . .q, то

Cpt,Daq cos nx “ Cpt,D2
hq cosnx “ cosnt cospn lnxq. (42)

Upt,Daq cosnx “ e´n2t cosnx. (43)

Из (38) и (41) следует равенство

Upt,D2
hq cosnx “ 1?

πt

ż 8

0

e´ ξ2

4t cosnξdξ. cospn lnxq “

“ e´n2t cospn lnxq (44)

3. Полугруппы и КОФ Чебышева

pa,bq “ p´1,1q, hpxq “ ´ arccos x

Upt,D`
h qϕpxq “ ϕp´ cosparccos x ´ tqq, (45)

Upt,D´
h qϕpxq “ ϕp´ cosparccos x ` tqq, (46)

D
`
h ϕpxq “ ´ dϕ

d arccos
“
a

1 ´ x2
dϕ

dx
,

D
´
h ϕpxq “ dϕ

d arccos
“ ´

a
1 ´ x2

dϕ

dx
,

D
2
hϕpxq “ Dτϕpxq “ p1 ´ x2qd

2ϕ

dx2
´ x

dϕ

dx
´ оператор Чебышева (47)

ϕnpxq “ e´n arccos x “ pe´ arccos xqn “ epx`
?
x2´1qp´nq “

“ px `
a
x2 ´ 1q´n,

ϕ´npxq “ en arccos x “ px `
a
x2 ´ 1qn,

ϕ´npxq ` ϕnpxq “ px`
a
x2 ´ 1qn ` px´

a
x2 ´ 1qn.

Таким образом

ϕinpxq ` ϕ´inpxq
2

“ Tnpxq ´ многочлены Чебышева первого рода.

Отсюда (см. [10, с. 54]) имеем равенства

D
2
hTnpxq “ DτTnpxq “ ´n2Tnpxq, (48)

88 ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2022. № 3



О разрешимости задачи без начальных условий. . .

Upt,Dτ qTnpxq “ e´n2

Tnpxq. (49)

Таким образом приведённые примеры генераторов C0-полугруппы и КОФ показывают
широкую возможность в зависимости от веса hpxq исследовать корректную разрешимость
задач без начальных условий для уравнений с дробной производной вида (7) с переменными
коэффициентами. Отметим, что такие задачи являются предметом исследований в работах
[1]–[2] при изучении процессов сдробной волной, в пористых средах.
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