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Аннотация. В работе исследуется краевая задача для уравнения третьего поряд-
ка параболо-гиперболического типа с кратными характеристиками. Для рассматривае-
мой задачи, при дополнительных требованиях на граничные функции, доказаны теоремы
единственности и существования регулярного решения.
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Abstract. The paper examines a boundary value problem for a third-order equation of a
parabolic-hyperbolic type with multiple characteristics. For the problem under consideration,
the theorems of uniqueness and existence of a regular solution with additional requirements
for boundary functions are proved.
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1. ИСТОРИЧЕСКИЕ АСПЕКТЫ И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Уравнение смешанного типа — это уравнение, которое в одной части области принадлежит
одному типу, а в другой — другому типу. Эти части разделены линией или поверхностью. Тео-
рия краевых задач для уравнений смешанного типа является одним из важнейших разделов
современной теории уравнений в частных производных. Этот интерес объясняется как тео-
ретической значимостью полученных результатов, так и их важными практическими прило-
жениями в трансзвуковой газовой динамике, в магнитодинамических и гидродинамических
течениях с переходом через скорость звука, в теории бесконечно малых изгибов поверхностей
и других областях. Ф. Трикоми [1, 2] и С. Геллерстедт [3] первыми поставили и исследовали
краевые задачи для модельных уравнений смешанного типа. Они изучали задачи для уравне-
ния смешанного типа с одной линией параболического вырождения, известные сейчас как “за-
дача Трикоми” и “задача Геллерстедта”. Результаты М. Чибрарио посвящены классификации
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линейных дифференциальных уравнений в частных производных второго порядка смешанно-
го типа, включая свод теорем существования и единственности решений таких уравнений [4].
Ф. И. Франкль [5, 6] положил начало новому этапу в развитии теории уравнений смешанного
типа, обнаружив важные приложения задачи Трикоми и других родственных задач трансзву-
ковой газовой динамики. И. Н. Векуа [7] открыл приложения уравнений смешанного типа к
теории бесконечно малых изгибаний, а также к безмоментной теории оболочек знакоперемен-
ной кривизны. М. Н. Коган [8] показал, что в магнитогидродинамике существует несколько
типов смешанных течений, описываемых уравнениями смешанного типа. М. А. Лаврентьев
и А. В. Бицадзе [9] исследовали как теоретическую составляющую смешанных уравнений,
так и их приложение к аппроксимативной модели газовой динамики. Задача Трикоми для
уравнения Лаврентьева-Бицадзе с запаздывающим аргументом рассматривалась Е. И. Мои-
сеевым и А. Н. Зарубиным в [11]. Затем были решены новые краевые задачи для уравнений
смешанного типа, собранные в монографии [10, 12, 13, 14]. А. П. Солдатов в [15] дал обзор
различных корректных краевых задач для уравнений смешанного типа и их приложений в
трансзвуковой газовой динамике.

Мы рассмотрим уравнение

0 “
"

uxxx ´ uy ` bux, y ą 0, b P R,
uyy ´ p´yqmuxx ` p

y
uy, 0 ď p ă 1, m ą 0, y ă 0

(1)

В конечной односвязной области Ω “ Ω1 Y Ω2, где Ω1 — область, ограниченная отрезками
AA0, BB0, A0B0 прямых x “ 0, x “ 1, y “ h соответственно, расположенных в полуплоскости
y ą 0. Область Ω2 ограничена характеристиками уравнения (1) при y ă 0 вида:

AC : x´ 2

m` 2
p´yqm`2

2 “ 0, BC : x` 2

m` 2
p´yqm`2

2 “ 1

и отрезком AB (см. Рис. 1).
Решение u “ upx,yq уравнения (1) в области Ω называется регулярным если u P CpΩq X

C1pΩq X C2pΩ2q, uxxx,uy P CpΩ1q и функция vpxq “ lim
yÑ0`

uypx,yq “ lim
yÑ0´

p´yqpuypx,yq при

x Ñ 0 и x Ñ 1 может стремиться к бесконечности порядка меньше единицы.
Мы докажем существование и единственность решения следующей задачи.
Задача. Найти функцию u “ upx,yq, удовлетворяющую условиям:
1) upx,yq P CpΩq;
2) upx,yq — регулярное решение (1) в Ω1 Y Ω2;
3) на линии y “ 0 выполняются условия склеивания для уравнения (1) вида

lim
yÑ0`

uypx,yq “ lim
yÑ0´

p´yqpuypx,yq, x P r0,1s; (2)

4) u “ upx,yq удовлетворяет граничным условиям:

up0,yq “ ϕ1pyq, uxp0,yq “ ϕ2pyq, up1,yq “ ϕ3pyq, 0 ď y ď h, (3)

upx,yq|AC “ ψpxq, 0 ď x ď 1

2
, y ă 0, (4)

где ϕ1, ϕ2, ϕ3 заданные на r0,1s непрерывные функции, ψ— дважды непрерывно дифферен-
цируемая, заданная на r0,1{2s функция.

Справедливы обычные условия согласования вида ϕ1p0q “ ψp0q, ϕ2p0q “ ψ1p0q.
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Рис. 1. Область Ω “ Ω1 Y Ω2.

2. ТЕОРЕМА О ЕДИНСТВЕННОСТИ РЕШЕНИЯ

Далее мы будем использовать некоторые методы дробного исчисления. Пусть ϕpxq P
L1pa,bq, тогда интеграл

pIa `α ϕqpxq “ 1

Γpαq

xż

a

ϕptq
px ´ tq1´α

dt x ą a, (5)

где α ą 0, называется дробным интегралом порядка α на отрезке ra,bs. Если α ą 0 и не явля-
ется целым, n “ rαs ` 1 то левосторонняя дробная производная Римана-Лиувилля порядка α
на отрезке ra,bs функции fpxq P L1pa,bq имеет вид:

pDα
a`fqpxq “

ˆ
d

dx

˙n

pIn´α
a` fqpxq “ 1

Γpn´ αq

ˆ
d

dx

˙n
xż

a

fptqdt
px ´ tqα´n`1

, (6)

где In´α
a` f P Cnpa,bq.

Решение задачи

uyy ´ ymuxx ` p

y
uy “ 0, m ą 0, 0 ď p ă 1, y ą 0,

upx,0q “ τpxq, lim
yÑ0`

ypuy “ vpxq

единственно и имеет вид [16]

upx,yq “ Γp2qq
Γ2pqq

1ż

0

τ

ˆ
x` 2

m` 2
y

m`2

2 p2t´ 1q
˙
tq´1p1 ´ tqq´1dt`

` Γp2 ´ 2qqy1´p

p1 ´ pqΓ2p1 ´ qq

1ż

0

v

ˆ
x` 2

m` 2
y

m`2

2 p2t ´ 1q
˙
t´qp1 ´ tq´qdt, (7)
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где 0 ă q “ m`2p
2pm`2q ă 1.

Теорема 1. Пусть upx,yq P CpΩq,тогда регулярное решение уравнения (1) при выпол-
нении условий (2)–(4) и при 2ϕ3p0qψ2

2p1q ` bϕ2
3p0q ` ϕ2

2p0q ě pψ1
2p1qq2 ` 2ϕ1p0qψ1

1p0q ` bϕ2
1p0q

единственно в области Ω.

Доказательство. Разделим доказательство на две части: в первой части докажем един-
ственность решения задачи в области Ω1, а во второй части — в Ω2.

1) Найдем решение u “ upx,yq уравнения

uxxx ´ uy ` bux “ 0, b “ const, (8)

которое будет регулярным в области Ω1, и такое, что uxx P CpΩ2YAA0YBB0q, удовлетворяет
начальным условиям вида

upx,0q “ 0, 0 ď x ď 1 (9)

и граничным условиям вида

up0,yq “ 0, uxp0,yq “ 0, up1,yq “ 0, 0 ď y ď h. (10)

Предположим, что эта задача имеет нетривиальное решение u “ upx,yq “ vpx,yqeµ x ‰ 0,
v “ vpx,yq ‰ 0, µ ą 0. В этом случае мы имеем, что функция vpx,yq есть решение задачи

Lµv “ vxxx ´ vy ` bvx ´ µ v “ 0,

vpx,0q “ 0, 0 ď x ď 1,

vp0,yq “ 0, vxp0,yq “ 0, vp1,yq “ 0, 0 ď y ď h.

Рассмотрим область

Ω1ε “ tpx,yq : ε ă x ă 1 ´ ε,ε ă y ă h ´ ε,ε ą 0u.

Справедливо следующее равенство
ż

Ω1ε

2vLµvdxdy “
ż

Ω1ε

2vpvxxx ´ vy ` bvx ´muvqdxdy “

“
ż

Ω1ε

„ B
Bx p2vvxx ´ v2x ` bv2q ´ B

By pv2q

dxdy ´ 2µ

ż

Ω1ε

v2dxdy “ 0.

С учетом формулы Грина получаем
ż

Ω1ε

2vLµvdxdy “
ż

BΩ1ε

p2vvxx ´ v2x ` bv2qdy ` v2dx´ 2µ

ż

1ε

v2dxdy “ 0,

где BΩ1ε — граница области Ω1ε. Переходя к пределу при ε Ñ 0, получим

ż

Ω1

2vLµvdxdy “ ´
hż

0

p2vp0,yqvxxp0, yq ´ v2xp0, yq ` bv2p0, yqqdy`

`
hż

0

p2vp1, yqvxxp1, yq ´ v2xp1, yq ` bv2p1, yqqdy `
1ż

0

v2px, 0qdx ´
1ż

0

v2px, hqdx ´ 2µ

ż

Ω1

v2dxdy.
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Поскольку vpx,0q “ 0 при 0 ď x ď 1 и vp0,yq “ 0, vxp0,yq “ 0, vp1,yq “ 0 при 0 ď y ď h, мы
получим

ż

Ω1ε

2vLµvdxdy “ ´
hż

0

v2xp1, yqdy ´
1ż

0

v2px, hqdx ´ 2µ

ż

Ω1

v2dxdy ă 0

если vpx,yq ‰ 0 при µ ą 0. Но
ż

Ω1ε

2vLµvdxdy “ 0, следовательно vpx,yq ” 0 везде в Ω1и,

поэтому, для однородной задачи (8)–(10) vpx,yqeµ x “ upx,yq ” 0 везде в Ω1. Следовательно,
решение upx,yq поставленной задачи единственно в Ω1.

2) Пусть u “ upx,yq — регулярное решение уравнения (1), удовлетворяющее условиям

lim
yÑ0`

upx,yq “ lim
yÑ0´

upx,yq “ τpxq, lim
yÑ0`

uypx,yq “ lim
yÑ0´

p´yqpuypx,yq “ vpxq. (11)

Покажем теперь, что в области Ω2 при условиях (3) (при y Ñ ´0q однородная задача
Коши

uyy ´ p´yqmuxx ` p

y
uy “ 0 (12)

имеет только тривиальное решение upx,yq ” 0.
Переходя к пределу в формуле (1) при y Ñ 0`и принимая во внимание условия (3) и (11),

получим фундаментальные соотношения между функциями τpxq и vpxq, возникающие при
переходе из параболической части Ω1 области Ω через линию y “ 0:

τ3pxq ` bτ 1pxq “ vpxq, (13)

τp0q “ ϕ1p0q, τ 1p0q “ ϕ2p0q, τp1q “ ϕ3p0q. (14)

Для задачи (13)–(14) справедливо неравенство

1ż

0

τpxqvpxqdx ě 0. (15)

В самом деле,

1ż

0

τpxqvpxqdx “
1ż

0

τpxq
`
τ3pxq ` bτ 1pxq

˘
dx “

ˆ
τpxqτ2pxq ´ 1

2

`
τ 1pxq

˘2 ` b

2
τ2pxq

˙ˇ̌
ˇ̌
1

0

“

“ ϕ3p0qψ2
2p1q ´ 1

2
pψ1

2p1qq2 ` b

2
pϕ3p0qq2 ´ ϕ1p0qψ1

1p0q ` 1

2
pϕ2p0qq2 ´ b

2
pϕ1p0qq2 “

“ ϕ3p0qψ2
2p1q ` b

2
ϕ2
3p0q ` 1

2
ϕ2
2p0q ´

ˆ
1

2
pψ1

2p1qq2 ` ϕ1p0qψ1
1p0q ` b

2
ϕ2
1p0q

˙
ě 0

с учетом условия теоремы. Используя представление решения задачи Коши (7) при y ă 0,
принадлежащее CpΩ2q X C2pΩ2q, получим

upx,yq “ Γp2qq
Γ2pqq

1ż

0

τ

ˆ
x` 2

m` 2
p´yqm`2

2 p2t ´ 1q
˙
tq´1p1 ´ qqq´1dx`

`Γp2 ´ 2qqp´yq1´p

p1 ´ pqΓ2p1 ´ qq

1ż

0

v

ˆ
x ` 2

m ` 2
p´yqm`2

2 p2t´ 1q
˙
t´qp1 ´ tq´qdt. (16)
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Пусть

ψpxq “
"
ψ1pxq, 0 ď x ď 1{2,
ψ2pxq, 1{2 ă x ď 1.

С учетом условия (4), будем иметь

ψpxq “ Γp2qq
Γ2pqq

1ż

0

τp2xtqtq´1p1 ´ tqq´1dt`
Γp2 ´ 2qq

ˆ
m` 2

2

˙ 2´2p
m`2

x
2´2p
m`2

p1 ´ pqΓ2p1 ´ qq

1ż

0

vp2xtqt´qp1 ´ qq´qdt “

“ Γp2qq
Γ2pqq

1ż

0

τ p2xtq tq´1p1 ´ tqq´1dt` Γp2 ´ 2qq
`
m`2
2

˘ 2´2p
m`2 x1´2q

p1 ´ pqΓ2p1 ´ qq

1ż

0

v p2xtq t´qp1 ´ tq´qdt “

“ t2xt “ zu “

“ Γp2qqp2xq1´2q

Γ2pqq

2xż

0

τpzqzq´1p2x´ zqq´1dz`

`22q´1Γp2 ´ 2qq
`
m`2
2

˘ 2´2p
m`2

p1 ´ pqΓ2p1 ´ qq

2xż

0

vpzqz´qp2x ´ zq´qdz.

Тогда

Γp2qqx1 ´ 2q

Γ2pqq

xż

0

τpzqzq´1px ´ zqq´1dz “

“ ψ
´x
2

¯
´ 22q´1Γp2 ´ 2qq

`
m`2
2

˘1´2q

p1 ´ pqΓ2p1 ´ qq

xż

0

vpzqz´qpx´ zq´qdz.

Используя обозначения дробного интеграла Римана-Лиувилля (5), получим

I
q
0`x

q´1τpxq “ Γpqqx2q´1

Γp2qq

«
ψ
´x
2

¯
´ 22q´1Γp2 ´ 2qq

`
m`2
2

˘1´2q

p1 ´ pqΓp1 ´ qq I
1´q
0` x´qv pxq

ff
, (17)

тогда,

τpxq “ x1´qΓpqq
Γp2qq

«
D

q
0`x

2q´1ψ
´x
2

¯
´ 22q´1Γp2 ´ 2qq

`
m`2
2

˘1´2q

p1 ´ pqΓp1 ´ qq D
q
0`x

2q´1I
1´q
0` x´qv pxq

ff
.

Можем записать

D
q
0`x

2q´1I
1´q
0` x´qv pxq “ 1

Γp1 ´ qqD
q
0`x

2q´1

xż

0

vpzqz´qpx´ zq´qdz “

“ 1

Γp1 ´ qqΓp1 ´ qq
d

dx

xż

0

t2q´1px ´ tq´qdt

tż

0

vpzqz´qpt´ zq´qdz “

“ 1

Γp1 ´ qqΓp1 ´ qq
d

dx

xż

0

vpzqz´qdz

xż

z

t2q´1pt´ zq´qpx´ tq´qdt “
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“
?
π22q´1

Γp1 ´ qqΓ
`
3
2

´ q
˘ d

dx

xż

0

v pzq zq´1px´ zq1´2q
2F1

´
1 ´ 2q,1 ´ q; 2 ´ 2q; 1 ´ x

z

¯
dz “

“
?
π22q´1p1 ´ 2qq

Γp1 ´ qqΓ
`
3
2

´ q
˘

xż

0

ν pzq zq´1px´ zq´2q
´x
z

¯q´1

dz “

“
?
π22qxq´1

Γp1 ´ qqΓ
`
1
2

´ q
˘

xż

0

ν pzq px ´ zq´2qdz “
?
π22qΓp1 ´ 2qq

Γp1 ´ qqΓ
`
1
2

´ q
˘ xq´1I

1´2q
0` νpxq “

“ xq´1I
1´2q
0` vpxq.

Следовательно,

τpxq “ x1´qΓpqq
Γp2qq

«
D

q
0`x

2q´1ψ
´x
2

¯
´ 22q´1Γp2 ´ 2qq

`
m`2
2

˘1´2q

p1 ´ pqΓp1 ´ qq xq´1I
1´2q
0` vpxq

ff
“

“ Γpqq
Γp2qq

«
x1´qD

q
0`x

2q´1ψ
´x
2

¯
´ 22q´1Γp2 ´ 2qq

`
m`2
2

˘1´2q

p1 ´ pqΓp1 ´ qq I
1´2q
0` vpxq

ff
.

Для ψ ” 0 имеем
τpxq “ Cpp,mqI1´2q

0` vpxq,

Cpp,mq “ ´22q´1ΓpqqΓp2 ´ 2qq
`
m`2
2

˘1´2q

p1 ´ pqΓp2qqΓp1 ´ qq ă 0,

поскольку 0 ď p ă 1 и 0 ă q ă 1. Тогда

vpxq “ 1

Cpp,mqD
1´2q
0` τpxq.

По теореме 1.7.1 из [16] мы получим

1ż

0

τpxqD1´2q
0` τpxqdx ě 0,

тогда
1ż

0

τpxqvpxqdx “ 1

Cpp,mq

1ż

0

τpxqD1´2q
0` τpxqdx ď 0. (18)

Следовательно, из (15) и (18), получим

1ż

0

τpxqvpxqdx “ 0.

Это означает, что τpxq ” 0 и vpxq ” 0. В силу (16), получаем, что решение задачи

uyy ´ p´yqmuxx ` p

y
uy “ 0,

upx,yq|AC “ 0
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при дополнительных требованиях из условий доказательства теоремы тождественно равен
нулю в Ω2. Это означает, что решение рассматриваемой задачи в Ω2 единственно.

3. ТЕОРЕМА О СУЩЕСТВОВАНИИ РЕШЕНИЯ

Теорема 2. При выполнении условий теоремы 1 регулярное решение уравнения (1), удо-
влетворяющее условиям (2)–(4) существует.

Доказательство. Нам нужно показать разрешимость задачи (13)–(14), где функции τ и v
связаны равенством (17). Тогда, используя функции τ и
v, решение рассматриваемой задачи в области Ω1 может быть найдено как решение задачи

uxxx ´ uy ` bux “ 0,

upx,0q “ τpxq,

uxp0,yq “ ϕ1pyq, uxp0,yq “ ϕ2pyq, up1,yq “ ϕ3pyq,

которая разрешима в в области Ω2. В этом случае решение рассматриваемой нами задачи
определяется как решение задачи Коши (7).

Итак, докажем, что функции τ и v существуют. Из (17) получаем

vpxq “ xq
p1 ´ pqΓp1 ´ qq

22q´1Γp2 ´ 2qq
`
m`2
2

˘1´2q

„
D

1´q
0` ψ

´x
2

¯
´ Γp2qq

Γpqq D
1´q
0` x1´2qI

q
0`x

q´1τpxq

.

Далее, исключая из (13) функцию vpxq получаем краевую задачу для обыкновенного интегро-
дифференциального уравнения третьего порядка

τ3pxq ` bτ 1pxq “ ρpxq.

τp0q “ ϕ1p0q, τ 1p0q “ ϕ2p0q, τp1q “ ϕ3p0q,

где

ρpxq “ ppxq `E

xż

0

pξ´α
3 τpξqq1dξ

px ´ ξq1`2β1

, (19)

ppxq “ p1 ´ pqΓp1 ´ qq
22q´1Γp2 ´ 2qq

`
m`2
2

˘1´2q
xqD

1´q
0` ψ

´x
2

¯
,

E “ ´xq p1 ´ pqΓp1 ´ qq
22q´1Γp2 ´ 2qq

`
m`2
2

˘1´2q

Γp2qq
Γpqq .

Полагая τpxq “ hpxq ` Ax2 ` Bx ` C и принимая во внимание граничные условия (14)
вместо (13)–(14) получаем задачу с однородными краевыми условиями относительно hpxq

h3pxq ` bh1pxq “ ρpxq ` fpxq, (20)

hp0q “ 0, h1p0q “ 0, hp1q “ 0, (21)

где fpxq “ 2pϕ3p0q ´ ϕ2p0q ´ ϕ1p0q ` ϕ2p0q.
Построим для задачи (20)-(21) функцию Грина, которая будет существенно зависеть от

корней характеристического уравнения

k3 ´ k “ 0, (22)
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соответствующего однородному уравнению

h3pxq ´ h1pxq “ 0 (23)

при b “ ´1. Обозначим через D “ 4 ´ 27λ2 дискриминант уравнения (22).
Пусть D ă 0, т. е. λ P p´8;´2{p3

?
3qq Y p2{p3

?
3q;8q. В этом случае характеристическое

уравнение (21) имеет один действительный и два комплексно-сопряженных корня. Общее
решение уравнения (23) имеет вид

hpxq “ c1 exppα0xq ` exprp´α0xq{2spc2 cos γ x ` c3 sin γ xq, (24)

где

α0 “ 3

d
λ

2
`
c
λ2

4
´ 1

27
` 3

d
λ

2
´
c
λ2

4
´ 1

27
,γ “

?
3

2

¨
˝ 3

d
λ

2
`
c
λ2

4
´ 1

27
´ 3

d
λ

2
´
c
λ2

4
´ 1

27

˛
‚.

В силу граничных условий (21) для функции (24), получим систему
$
&
%

hp0q “ c1 ` c2 “ 0,

h1p0q “ α0c1 ´ α0

2
c2 ` γc3 “ 0,

hp1q “ c1 expα0 ` c2 expp´α0

2
q cos γ ` c3 expp´α0

2
q sin γ “ 0

с определителем ∆pλq “ γ expα0 ´
`
γ cos γ ` 3

2
α0 sin γ

˘
exp

`
´α0

2

˘
. Пусть λ таково, что ∆pλq ‰

0. Будем искать функцию Грина ее в виде

G0px,ξq “

$
’’&
’’%

a1 exppa0xq ` a2 expp´a0
2
xq cos γx`

`a3 expp´a0
2
xq sin γx, 0 ď x ď ξ,

b1 exppa0xq ` b2 expp´a0
2
xq cos γx`

`b3 expp´a0
2
xq sin γx, ξ ď x ď 1.

Функция Грина G0px,ξq непрерывна в точке x “ ξ вместе со своей первой производной по x,
а ее вторая производная по x в этой точке терпит скачок, равный 1. Это дает:

$
’’’’’’’’’’&
’’’’’’’’’’%

pb1 ´ a1q exppa0ξq ` pb2 ´ a2q expp´a0
2
ξq cos γξ`

`pb3 ´ a3q expp´a0
2
ξq sin γξ “ 0,

a0pb1 ´ a1q exppa0ξq ` pb2 ´ a2q
`
´a0

2
cos γξ ´ γ sin γξ

˘
exp

`
´a0

2
ξ
˘

`
`pb3 ´ a3q

`
γ cos γξ ´ a0

2
sin γξ

˘
exp

`
´a0

2
ξ
˘

“ 0,

a20pb1 ´ a1q exppa0ξq ` pb2 ´ a2q
”´

´a2
0

4
´ γ2

¯
cos γξ ` γa0 sin γξ

ı
ˆ

ˆ exp
`
´a0

2
ξ
˘

` pb3 ´ a3q
”´

a2
0

4
´ γ2

¯
sin γξ ` γa0 cos γξ

ı
ˆ

ˆ exp
`
´a0

2
ξ
˘

“ 1.

Учитывая однородные граничные условия, получим систему
$
&
%

a1 ` a2 “ 0,

α0a1 ´ α0a2{2 ` γa3 “ 0,

b1 exppα0q ` b2 expp´α0

2
q cos γ ` b3 expp´α0

2
q sin γ “ 0.

(25)

Определителем системы (25) является определитель Вронского, который в силу линейной
независимости частных решений отличен от нуля. Следовательно, разности ai ´ bi, i “ 1,3

определяются однозначно. Учитывая это, из системы (25) находим значения неизвестных
коэффициентов ai, bi, i “ 1,3:

a1 “ ´q0pξqw0pξq{k0, a2 “ q0pξqw0pξq{k0, a3 “ 3α0q0pξqw0pξq{k0,
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b1 “ 4 expp´α0ξq{r4γ2 ` 9α2
0s ´ q0pξq{k0,

b2 “ tq0pξqw1pξq ´ r4γ2 ` 9α0sw2pξq sin γξ sin γu{k0,
b3 “ tp18α2

0 ` 8γq cos γ sin γξw0pξq ´ 4γp3α0 cos γξ ` 2γ sin γξqw1pξqu{k0,

где q0pξq “ 6α0 sin γξ ´ 4γ cos γξ, w0pξq “ exp
α0pξ´1q

2
, w1pξq “ exp

α0pξ`2q
2

, w2pξq “ exp
α0pξ`1q

2
,

k0 “ p4γ2 ` 9α2
0qrexppα0q ´ expp´α0

2
q cos γ ´ 3α0

2
expp´α0

2
q sin γs.

Подставляя найденные значения коэффициентов в G0px,ξq, получаем явный вид функции
Грина

G0px,ξq “

$
’’’’’’’&
’’’’’’’%

r´q0pξqw0pξq{k0sg0pxq, 0 ď x ă ξ, 
4 expp´α0ξq{r4γ2 ` 9α2

0s ´ q0pξq{k0
(
exppα0xq`

`tq0pξqw1pξq{k0rsin γ sin γξw0pξqs{g0p1quˆ
ˆ expp´α0

2
xq cos γx ` t cos γ sin γξw0pξq

g0p1q ´
´2p3α0 cos γξ ` 2γ sin γξqw1pξq{k0uˆ

ˆ expp´α0

2
xq sin γx, ξ ă x ď 1,

где g0pxq “ exppα0q ´ exp
`
´α0

2
x
˘
cos γ x´

“
3α0 exp

`
´α0

2
x
˘
sin γ x

‰
{2γ.

Положим теперь D “ 0. В этом случае все корни уравнения (22) действительны, причем
два из них равны между собой, т. е. α1 “ 2{

?
3, α2 “ α3 “ ´1{

?
3. Общее решение уравнения

(23) в этом случае имеет вид

hpxq “ C1 exprp2xq{
?
3s ` C2 exprp´xq{

?
3s ` C3x exprp´xq{

?
3s. (26)

Учитывая условиям (21), получаем систему, которая имеет только нулевое решение, т. е.
hpxq ” 0.

Следуя схеме предыдущего случая, можно получить явный вид функции Грина

G1px,ξq “

$
’’’’’&
’’’’’%

rq1pξqg1pxqs{g1p1q, 0 ď x ă ξ,

trexpp´2{
?
3qs{3 ´ q1pξq{r3q1p1qsu expp2{p

?
3xqq`

`trp
?
3ξ ´ 1q exppξ{

?
3qs{3`

`q1pξq{p3g1p1qqu expp´ x?
3

q ` tq1pξq{p3g1p1qq´
´r

?
3 expp´ξ{

?
3qs{3ux expp´ξ{

?
3q, ξ ă x ď 1,

где
q1pξq “ r

?
3p1 ´ ξq ` 1s exprpξ ´ 1q{

?
3s ´ expr2p1 ´ ξq{

?
3s,

g1pxq “ p1 ` 3xq expp´x{
?
3q ´ expp2x{

?
3q.

Пусть, наконец, D ą 0, т. е. ´p2{3
?
3q ă λ ă p2{3

?
3q. В этом случае уравнение (22) имеет

три различных действительных корня и они не могут быть выражены через коэффициенты
при помощи радикалов с действительными подкоренными выражениями. Поэтому этот слу-
чай решения уравнения (22) называется неприводимым. Здесь рассмотрим частный случай,
когда λ “ 0.

Удовлетворяя общее решение hpxq “ C1 ` C2 expx ` C3 expp´xq уравнения (23) краевым
условиям (21), получаем, что hpxq ” 0.

Функция Грина в этом случае имеет вид

G2px,ξq “

$
’’’’&
’’’’%

2´expp1´ξq´exppξ´1q
2pe`e´1´2q rexpx` expp´xq ´ 2s, 0 ď x ă ξ,

expp1´ξq`exppξ´1q´2

2pe`e´1´2q `
`2´2 expp´ξq´exppξ´1q`expp´pξ´1qq

2pe`e´1´2q expx`
`2´2 exppξq´expp1´ξq`exppξ`1q

2pe`e´1´2q expp´xq ´ 1, ξ ă x ď 1.
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Таким образом нами построены функции Грина для трех возможных случаев дискрими-
нанта D.

Следовательно, решение краевой задачи (20)-(21) эквивалентно интегральному уравнению
Фредгольма второго рода

hpxq “
1ż

0

Gipx,ξqρpξqdξ ` npxq, i “ 0, 1, 2, (27)

где npxq “
1ş
0

gipx, ξqfpξqdξ, i “ 0,1,2.

Подставляя значение ρpxq из (19) в (27), и поменяв порядок интегрирования, получим

hpxq “ E

1ż

0

Λpx,ξqpξ´α
3 τpξqq1dξ ` rpxq,

где Λpx,ξq “
1ş
ξ

Gipx,ξ1qdξ1
pξ1´ξq1`2β1

, i “ 0,1,2, rpxq “
1ş
0

Gipx, ξqpppξq ` fpξqqdξ.

Переходя от hpxq к τpxq, получим

τpxq “ E

1ż

0

Λpx,ξqpξ´α
3 τpξqq1dξ `mpxq, (28)

где mpxq “ rpxq ` pϕ3p0q ´ ϕ2p0q ´ ϕ1p0qqx2 ` ϕ2p0qx ` ϕ1p0q.
Умножая (28) на x´α

3 , а затем дифференцируя полученное равенство по x будем иметь

ϕpxq “ λ

1ż

0

Λpx,ξqϕpξqdξ `mpxq, (29)

где Λpx,ξq “ px´α
3 Λpx,ξqq1

x, mpxq “ px´α
3mpxqq1

x, λ “ E.
Однозначная разрешимость интегрального уравнения (29) устанавливается методом по-

следовательных приближений. После определения функции τpxq из равенства

vpxq “ xq
p1 ´ pqΓp1 ´ qq

22q´1Γp2 ´ 2qq
`
m`2
2

˘1´2q

„
D

1´q
0` ψ

´x
2

¯
´ Γp2qq

Γpqq D
1´q
0` x1´2qI

q
0`x

q´1τpxq

.

находим vpxq. Доказательство закончено.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Аналог задачи Трикоми для уравнения параболо-гиперболического типа третьего порядка
с кратными характеристиками, содержащего слагаемые с младшими производными для урав-
нения, отличного от уравнения в этой работе рассматривался в [17–19]. Нелокальная краевая
задача типа задачи Бицадзе-Самарского для уравнения третьего порядка была рассмотре-
на в [20]. В [21] изучалась нелокальная краевая задача для смешанного уравнения третьего
порядка с кратными характеристиками. Теория краевых задач для уравнений смешанного
типа, содержащих уравнения третьего порядка привлекает к себе внимание многих исследо-
вателей, интересующихся как самой теорией, так и ее приложением. К задачам указанного
типа приводят такие задачи как исследование отклонения изогнутой балки, в случае, когда
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трехслойная балка образована параллельными слоями разных материалов; изучение рассеи-
вания электромагнитной волны, падающей на систему зарядов; построение моделей систем с
обратной связью, содержащих электрогидравлические золотники и др.
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