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Аннотация. Рассматривается задача оптимального управления объектом, описывае-
мый системой нелинейных разностных уравнений дробного порядка. При предположении
открытости области управления установлены необходимые условия оптимальности пер-
вого и второго порядков.
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Abstract. The problem of optimal control of an object, described by a system of nonlinear
difference equations of fractional order, is considered. Under the assumption that the control
area is open, a necessary condition of the first and second orders is established.
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ВВЕДЕНИЕ

Дробное исчисление играет важную роль во многих областях науки и техники. Дробное
исчисление приобрело важность за последние три десятилетия из-за его применимости в
различных областях науки и техники. Понятия дробного исчисления могут быть восходит к
работам Эйлера, но идея использования дробной разницы появилась относительно недавно
(см. например [1–7]).

Дробное исчисление также находит применение в задачах оптимального управления, прин-
цип математической теории управления заключается в определении состояния и управления
динамической системой в течение определенного периода для оптимизации данной цели [1].
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Наличие в уравнениях дробной конечной разности интерпретируется как отражение свой-
ства памяти процесса. В настоящее время разработке и развитию качественной теория диф-
ференциальных уравнений дробного порядка и, соответствующих, им разностных уравнений
дробного порядка уделяется большое внимание [2–8]. Исходя из теоритических и практи-
ческий приложений разработка качественный теории задач оптимального управления опи-
сываемые различными разностными уравнениями дробного порядка также является акту-
альной. Отметим что, теория необходимых условий оптимальности для задач оптимального
управления описываемые разными разностными уравнениями дробного порядка очень мало
разработана.

В предлагаемый работе изучается одна задача оптимального управления описываемая
системой разностных уравнений дробного порядка [9, 11]. При предположении открытости
области управления установлен аналог уравнения Эйлера [15, 16] и выведены необходимые
условия оптимальности второго порядка.

1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЕ

Приведем некоторые понятия и определения, которые в дальнейшем будут использованы.
Следующие определения, являясь стандартными ([2–5, 14]) служат основой для определе-

ние разностей дробного порядка.
Пусть N множество натуральных чисел вместе с нулем. Для a P Z введем следующие

обозначения: N`
a “ t, a, a ` 1, a ` 2, . . .u, σptq “ t` 1, ρptq “ t´ 1.

Определение 1. Дробная сумма порядка α определяется следующим образом

∆´αupnq “
n´1ÿ

j“0

ˆ
j ` α ´ 1

j

˙
upn´ jq “

n´1ÿ

j“0

ˆ
n´ j ` α´ 1

n´ j

˙
upjq,

а дробный оператор порядка α определяется следующим образом

∆αupnq “
n´1ÿ

j“0

ˆ
j ` α ´ 1

j

˙
∆upn´ jq “

nÿ

j“1

ˆ
n´ j ´ α ´ 1

n´ j

˙
upjq ´

ˆ
n´ α ´ 1

n´ 1

˙
up0q.

Здесь биномиальный коэффициент

ˆ
a

n

˙
определяется по формуле

ˆ
a

n

˙
“

$
’’&
’’%

Γpa` 1q
Γpa´ n` 1qΓpn` 1q , n ą 0,

1, n “ 0,

0, n ă 0.

Пусть для любых x, y P R, xpyq “ Γpx ` 1q
Γpx` 1 ´ yq , где Γ— гамма функция.

Заметим, что дробную сумму и дробный оператор порядка α можно определить еще сле-
дующим образом.

Пусть a произвольное действительное и b “ k ` a, здесь k P N , k ě 2; T “ ta, a` 1, . . . , bu,
T k “ ta, a ` 1, . . . , b ´ 1u, а T– множество функций определенных на T .

Определение 2. Пусть f P T–. Для него левые и правые дробные суммы порядка α ą 0

определяются соответственно следующим образом

a∆
´α
t fptq “ 1

Γpaq

t´αÿ

s“a

pt´ σpsqqpα´1q fpsq,
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t∆
´α
b fptq “ 1

Γpaq
bÿ

s“t`a

ps´ σptqqpα´1q fpsq.

Определение 3. Пусть 0 ă α ď 1 и µ “ 1 ´ α тогда для функции f P T– левые и правые
дробные суммы порядка α определяются следующим образом:

a∆
´α
t fptq “ ∆

´
a∆

´µ
t fptq

¯
,

t∆
´α
b fptq “ ´

´
t∆

´µ
b fptq

¯
.

Опишем некоторые известные свойства дробной суммы и дробной разности:
1. ∆α∆βfptq “ ∆α`βfptq;
2. ∆´α∆αfptq “ fptq ´ fp0q;
3. ∆α∆´αfptq “ fptq ´ fp0q;
4. ∆αfp0q “ 0 и ∆αfp1q ´ fp0q “ ∆fp1q.
Имеет место (см. например [2])
Теорема 1. (о дробной суммировании по частям). Пусть f и g неотрицательные

функции с действительными значениями, определенными на T k и T соответственно. Если
0 ă α ď 1 и µ “ 1 ´ α, то

b´1ÿ

t“a

fptqa∆α
t gptq “ fpb´ 1qgpbq ´ fpaqgpaq `

b´2ÿ

t“a

t∆
α
b fptqgσptq`

` µ

Γpµ` 1qgpaq

¨
˝

b´1ÿ

t“a

pt` µ´ αqpµ´1qfptq ´
b´1ÿ

t“σpaq
pt` µ´ σpαqqpµ´1qfptq

˛
‚.

Рассмотрим следующую систему линейных неоднородных разностных уравнений дробного
порядка

∆αypt` 1q “ Aptqyptq ` gptq (1)

с начальными условиями
yptq “ y0. (2)

Здесь y “ py1, y2, . . . , ynq1 — n-мерный вектор столбец, g “ pg1, g2, . . . , gnq1 заданный n-
мерный вектор, y0 “ py10, y20, . . . , yn0q1 — заданный постоянный вектор столбец, t0, t1 — за-
данные числа,

Aptq “

¨
˚̊
˝

a11ptq a12ptq . . . a1nptq
a21ptq a22ptq . . . a2nptq
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1ptq an2ptq . . . annptq

˛
‹‹‚

— заданная nˆ n-дискретная матричная функция.
Задача (1)–(2) является дискретным аналогом задачи Коши для системы линейных неод-

нородных дифференциальных уравнений дробного порядка.
Имеет место.
Теорема 2. Решение yptq системы линейных, неоднородных разностных уравнений дроб-

ного порядка (1)–(2) допускает представление

yptq “ y0

t´1ź

j“t0

r1 `Rαpt´ 1,jqApjqs `
t´1ÿ

j“t0

Rαpt ´ 1,jqfpjq
t´1ź

k“j`1

r1 `Rαpt´ 1,kqApkqs .

Здесь Rαpt,jq “
`
t´i`α´1

t´j

˘
.
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Доказательство. Пусть 0 ă α ď 1 и µ “ α ´ 1, применяя ∆´α обеим сторонам уравнения
(1) имеем

∆´α p∆αpt ` 1qq “ ∆´α pAptqyptq ` gptqq . (3)

Теперь рассмотрим левую сторону уравнения (3):

∆´α p∆αpt` 1qq .

Учитывая свойства операторов дробной суммы и дробной разности проведем следующие
преобразования

∆´α p∆αyptqq “ ∆´α
`
∆1´µypt` 1q

˘
“ ∆´α∆´µ p∆ypt` 1qq “

“ ∆´1 p∆ypt` 1qq “
tÿ

j“t0

pypt` 1q ´ yptqq “ ypt` 1q ´ ypt0q.

Преобразуем теперь правую сторону уравнения (3). Имеем

∆p ´ αq pAptqyptq ` gptqq “ 1

Γpαq
tÿ

j“t0

pt´ ρpjqqpα´1q pApjqypjq ` gpjqq “

“
tÿ

j“t0

ˆ
t´ j ` α ´ 1

t ´ j

˙
pApjqypjq ` gpjqq “

tÿ

j“t0

Rαpt,jq pApjqypjq ` gpjqq .

Здесь

Rαpt, jq “
ˆ
t´ j ` α´ 1

t´ j

˙
.

Таким образом, получили, что

ypt` 1q “ ypt0q `
tÿ

j“t0

Rαpt, jq pApjqypjq ` gpjqq

или

yptq “ ypt0q `
t´1ÿ

j“t0

Rαpt´ 1, jq pApjqypjq ` gpjqq .

Из последней формулы получим, что

yptq “ y0

t´1ź

j“t0

rr1 `Rαpt´ 1,jqApjqs `
t´1ÿ

j“t0

Rαpt ´ 1,jqfpjq ˆ
t´1ź

k“j`1

r1 `Rαpt ´ 1,kqApkqs . (4)

Теорема доказана.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ

Рассмотрим задачу о минимуме терминального функционала

Spuq “ ϕpxpt1qq, (5)

при следующих ограничениях

uptq P U Ă Rr, t P T “ tt0, t0 ` 1, . . . , t1 ´ 1u, (6)
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∆αxpt ` 1q “ fpt, xptq, uptqq, t P T, (7)

xpt0q “ x0. (8)

Здесь xptq — n-мерный вектор фазовых переменных, uptq — r-мерный дискретный вектор
управляющих воздействий, U заданное непустое ограниченное открытое множество, числа
t0, t1 и постоянный вектор x0 — заданы, fpt, x, uq — заданная n-мерная вектор-функция, непре-
рывная по совокупности переменных вместе с частными производными по px, uq до второго
порядка включительно, ϕpxq заданная дважды непрерывно дифференцируемая скалярная
функция, а ∆αxptq, 0 ă α ď 1— дробный оператор порядка α [2–8, 14].

Управляющую функцию назовем допустимым управлением. если оно удовлетворяет огра-
ничению (6).

Предполагается что, при каждом заданном допустимом управлении дискретный аналог
задачи Коши, т. е. задача (1)–(2) имеет единственное решение.

Допустимое управление uptq, доставляющее минимум функционалу (5) при ограничениях
(6)–(8) называется оптимальным управлением, а пара puptq, xptqq — оптимальным процессом.

3. ФОРМУЛА ПРИРАЩЕНИЯ КРИТЕРИЯ КАЧЕСТВА

Построим формулу приращения критерия качества.
Пусть puptq, xptqq фиксирована, а puptq “ uptq `∆uptq, xptq “ xptq `∆xptqq — произвольный

допустимый процесс.
Учитывая введенные обозначения получаем, что ∆xptq (приращение траектории xptq), со-

ответствующее ∆uptq (приращению управления uptq) удовлетворять системе уравнений

∆αp∆xpt` 1qq “ fpt, xptq, uptqq ´ fpt, xptq, uptqq, (9)

с начальным условием
∆xpt0q “ 0. (10)

С другой стороны, ясно что, приращение функционала Spuq, отвечающее приращению
∆uptq управления, имеет следующий вид:

Spuq “ Spuq ´ Spuq “ Spu ` ∆uptqq ´ Spuq “ ϕpxpt1q ` ∆xpt1qq ´ ϕpxpt1qq. (11)

Через ψptq обозначим пока неизвестную n-мерную вектор-столбец и положим

Hpt, x, u, ψq “ ψ1fpt, x, uq.

Здесь и в дальнейшем штрих для векторов означает операцию скалярного произведения.
Функцию Hpt, x, u, ψq назовём функцией Гамильтона-Понтрягина для рассматриваемой за-
дачи оптимального управления (5)–(8).

Умножая обе части соотношения (9) слева скалярно на ψptq. а затем, суммируя обе части
полученного тождества по t от t0 до t1 ´ 1 и принимая во внимание выражение функции
Гамильтона-Понтрягина, получаем, что

t1´1ÿ

t“t0

ψ1ptq∆αp∆xpt` 1qq “
t1´1ÿ

t“t0

ψ1ptq rfpt, xptq, uptqq ´ fpt,xptq,uptqqs “

“
t1´1ÿ

t“t0

rHpt, xptq, uptq,ψptqq ´Hpt,xptq,uptq,ψptqqs . (12)
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С учетом этого тождества приращение (10) функционала может быть представлено в виде

∆Spuq “ ϕpxpt1q ` ∆xpt1qq ´ ϕpxpt1qq `
t1´1ÿ

t“t0

ψ1ptq∆αp∆xpt` 1qq´

´
t1´1ÿ

t“t0

rHpt, xptq, uptq, ψptqq ´Hpt,xptq,uptq,ψptqqs . (13)

Теперь займемся преобразованием левой части слагаемой формулы (12). С этой целью рас-
смотрим выражение

t1´1ÿ

t“t0

ψ1ptq∆αp∆xpt ` 1qq.

Сделав в нем замену переменных t` 1 “ s и учитывая начальное условие получим

t1´1ÿ

t“t0

ψ1ptq∆αp∆xpt` 1qq “
t1ÿ

t“t0`1

ψ1pt ´ 1q∆αp∆xptqq “

“ ψ1pt1 ´ 1q∆αp∆xpt1qq ´ ψ1pt0 ´ 1q∆αp∆xpt0qq `
t1´1ÿ

t“t0

ψ1pt´ 1q∆αp∆xptqq “

“ ψ1pt1 ´ 1q∆αp∆xpt1qq `
t1´1ÿ

t“t0

ψ1pt´ 1q∆αp∆xptqq. (14)

Далее с учетом теоремы о дробном суммирование по частям приведенной выше, имеем

t1´1ÿ

t“t0

ψ1pt ´ 1q∆αp∆xptqq “ ψ1pt1 ´ 1q∆xpt1q ´ ψ1pt0 ´ 1q∆xpt0q`

`
t1´2ÿ

t“t0

t∆
α
ρpt1qψpt ´ 1q∆xptq ` µ

Γpµq∆xpt0qˆ

ˆ

¨
˝

t1´1ÿ

t“t0

pt` µ´ t0qpµ´1qψptq ´
t1´1ÿ

t“σpaq
pt ` µ´ σpt0qqpµ´1q∆xptq

˛
‚“

“ ψ1pt1 ´ 1q∆xpt1q `
t1´2ÿ

t“t0

t∆
α
ρ pt1qψpt ´ 1q∆xptq. (15)

С учетом тождества (11) из (9) получим

∆Spuq “ ϕpxpt1q ` ∆xpt1qq ´ ϕpxpt1qq ` ψ1pt1 ´ 1q∆xpt1q `
t1´2ÿ

t“t0

t∆
α
ρ pt1qψpt ´ 1q∆xptq´

´
t1´1ÿ

t“t0

rHpt, xptq, uptq,ψptqq ´Hpt,xptq,uptq,ψptqqs . (16)

С помощью полученного разложения (16) будет доказано необходимое условие оптималь-
ности первого порядка.

В дальнейшем будут использованы обозначения типа

Hxrts ” Hxpt,xptq,yptq,uptq,ψptqq,Hxxrts ” Hxxpt,xptq,yptq,uptq,ψptqq,
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Hurts ” Hupt,xptq,yptq,uptq,ψptqq, fxrts ” fxpt,xptq,yptq,uptqq,
fyrts ” fypt,xptq,yptq,uptqq,furts ” fupt,xptq,yptq,uptqq.

При сделанных предположениях формулу приращения из (16) используя формулу Тейло-
ра, функционала Spuq, соответствующий допустимым управлениям uptq и uptq можно пред-
ставит в виде:

∆Spuq “ ϕxpxpt1qq∆xpt1q ` 1

2
∆x1pt1qϕxxpxpt1qq∆xpt1q`

` ψ1pt1 ´ 1q∆xpt1q `
t1´1ÿ

t“t0

ψ1pt´ 1q∆xptq ´
t1´2ÿ

t“t0

t∆
α
ρpt1qψ

1pt´ 1q∆xptq´

´
t1´1ÿ

t“t0

rH 1
xrts∆xptq `H 1

urts∆uptqs ´ 1

2

t1´1ÿ

t“t0

r∆x1ptqHxxrts∆xptq ` ∆x1ptqHxurts∆uptq`

` 2∆u1ptqHuxrts∆xptq ` ∆u1ptqHuurts∆uptqs`

` o1p}∆xpt1q}2q ´
t1´1ÿ

t“t0

o2r}∆xptq} ` }∆uptq}s2. (17)

Теперь предположим, что ψptq является решением следующей системы линейных однород-
ных дробного порядка разностных уравнений

$
’&
’%

t1´2ÿ

t“t0

t∆
α
ρpt1qψ

1pt ´ 1q “ Hxrts, t “ t1, t1 ´ 2, . . . , t0,

ψpt1 ´ 1q “ ϕxpxpt1qq.
(18)

Систему (18) назовем сопряженной системой в рассматриваемой задаче (5)–(8).
При выполнении соотношений (14) формула приращения (13) примет следующий вид

∆Spuq “ 1

2
∆x1pt1qϕxxpxpt1qq∆xpt1q ´

t1´1ÿ

t“t0

H 1
urts∆uptq´

´ 1

2

t1´1ÿ

t“t0

r∆x1ptqHxxrts∆xptq ` ∆x1ptqHxurts∆uptq`

` 2∆u1ptqHuxrts∆xptq ` ∆u1ptqHuurts∆uptqs`

` o1p}∆xpt1q}2q ´
t1´1ÿ

t“t0

o2r}∆xptq} ` }∆uptq}s2. (19)

Поскольку по предложения множество U открытое, то специальное приращение допусти-
мого управления uptq можно определит по формуле

∆uεptq “ εδuptq. (20)

Здесь ε достаточно малое по абсолютной величине число, а δuptq произвольная r-мерная
вектор функция со значениями из Rr.

Через ∆xεptq обозначим специальное приращение оптимальной траектории xptq, отвечаю-
щей специальному приращению управления uptq, определяемое формулой (20).

С учетом оценок из [4, 9] получаем, что

}∆xεptq} ď L3ε, t P T Y t1, L3 “ const ą 0. (21)
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Учитывая оценку (22), легко доказывается, что для ∆xεptq справедливо следующее раз-
ложение

∆xεptq “ εδxptq ` opε; tq, (22)

где δxptq, n-мерная вектор функция, являющаяся решением уравнения

∆αxpt` 1q “ fxrtsδxptq ` furtsδuptq, (23)

с начальным условием
δxpt0q “ 0. (24)

Принимая во внимание (20)–(24), из формулы приращения (19), получим

∆Sεpuq “ Spu ` εδuq ´ Spuq “

“ ´
t1´1ÿ

t“t0

H 1
urtsεδuptq ` 1

2
pεδxpt1q ` opε; t1qqϕxxpxpt1qqpεδxpt1q ` opε; t1qq´

´ 1

2

t1´1ÿ

t“t0

rpεδxptq ` opε; tqqHxxrtspεδxptq ` opε; tqq ` 2εδuptq1Huxrtspεδxptq ` opε; tqq`

` ε2δuptq1ptqHuurtsδuptqs ` opε2q “ ´ε
t1´1ÿ

t“t0

H 1
urtsδuptq ` ε2{2δx1pt1qϕxxpxpt1qqδxpt1q´

´ ε2

2

t1´1ÿ

t“t0

rδx1ptqHxxrtsδxptq ` 2εδuptq1Huxrtsδx1ptq`

` δuptq1ptqHuurtsδuptqs ` opε2q. (25)

4. НЕОБХОДИМЫЕ УСЛОВИЯ ОПТИМАЛЬНОСТИ

Доказанное специальное разложения второго порядка (25) критерия качества позволяет
получить необходимые условия оптимальности первого и второго порядков. Из классического
вариационного исчисления известно если имеет место разложение

Spu` εδuq ´ Spuq “ εA1 ` ε2

2
A2 ` opε2q, (26)

где A1 и A2 независимые от ε числа, то A1 и A2 называются, соответственно, первой и второй
вариациями функционала Spuq в точке u и обозначаются следующим образом:

A1 “ δ1Spu, δuq,

A2 “ δ2Spu, δuq.
По этому определения и разложения (25) вытекает, что первая и вторая вариации функ-

ционала Spuq имеют соответственно, следующий вид:

δ1Spu,δuq “ ´
t1´1ÿ

t“t0

H 1
urtsδuptq, (27)

δ2Spu,δuq “ δx1pt1qϕxxpxpt1qqδxpt1q´

´
t1´1ÿ

t“t0

rδx1ptqHxxrtsδxptq ` 2εδuptq1Huxrtsδx1ptq ` δuptq1ptqHuurtsδuptqs ` opε2q. (28)
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Из классического вариационного исчисления известно, что если функционал Spuq в точке
u “ uptq получает свое минимальное значение, то для любого δuptq его первая вариация равна
нулю:

δ1Spu,δuq “ 0, (29)

а вторая вариация неотрицательна:

δ2Spu,δuq ě 0. (30)

Отсюда следует, что (в силу (29), (30)) вдоль оптимального процесса puptq, xptqq для любого
δuptq P Rr, t P R

t1´1ÿ

t“t0

H 1
urtsδuptq “ 0, (31)

δ2Spu,δuq “ δx1pt1qϕxxpxpt1qqδxpt1q ´
t1´1ÿ

t“t0

rδx1ptqHxxrtsδxptq ` 2εδuptq1Huxrtsδx1ptq`

` δuptq1ptqHuurtsδuptqs ě 0. (32)

Как видно тождество (31) и неравенство (32) есть неявные необходимые условия опти-
мальности первого и второго порядков.

Но они позволяет получить конструктивно проверяемое необходимое условие оптимально-
сти первого и второго порядков. С этой целью, используя произвольность δuptq, определим
его следующим образом:

δuptq “
"
v, t “ θ P T,
0, t ­“ θ P T, (33)

где θ P T , v P Rr.
C учетом (33) из (31) получим

ÿ
t “ t0

t1´1H 1
urtsδuptq “ H 1

urθsv “ 0

для всех
H 1

urθsv “ 0, @v P Rr, t “ θ P T.
Из последнего соотношения, в силу произвольности вектора v, следует тождество

H 1
urθs “ 0. (34)

Таким образом, доказано следующее утверждение.
Теорема 3. Если в рассматриваемой задаче множество U открыто, то для оптимальности

допустимого управления uptq необходимо, чтобы соотношение (34) выполнялось для любого
θ P T .

Соотношение (34) являются аналогом уравнения Эйлера для рассматриваемой задачи оп-
тимального управления. Как видно уравнение Эйлера (34) конструктивно проверяемое необ-
ходимое условие оптимальности.

А неравенство (32) есть эффективно непроверяемое необходимое условие оптимальности
второго порядка.

Займемся этим вопросом. Как известно δxptq является решением задачи (23)–(24). По-
скольку рассматривается задача с нулевым начальным условием, по теорема 2 δxptq можно
представить в следующем виде

δxptq “
t´1ÿ

j“t0

Rαpt ´ 1,jqfurjsδupjq
t´1ź

k“j`1

r1 `Rαpt´ 1,kqfxrkss. (35)
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Используя формулу (35), займемся преобразованием отдельных слагаемых в неравенстве
(32). Ясно что,

δx1pt1qϕxxpxpt1qqδx1pt1q “

“
t1´1ÿ

τ“t0

t1´1ÿ

s“t0

Rαpt ´ 1,τqfurτ sδupτq
t1´1ź

k“τ`1

r1 `Rαpt ´ 1,kqfxrkssϕxxpxpt1qqˆ

ˆRαpt ´ 1,sqfurssδupsq
t1´1ź

k“s`1

r1 `Rαpt´ 1,kqfxrkss.

Неравенство (32) можно преобразовать к виду

t1´1ÿ

τ“t0

t1´1ÿ

s“t0

Rαpt´ 1,τqfurτ sδupτq
t1´1ź

k“τ`1

r1 `Rαpt´ 1,kqfxrkssϕxxpxpt1qqˆ

ˆRαpt´ 1,sqfurssδupsq
t1´1ź

k“s`1

r1 `Rαpt´ 1,kqfxrkss ´
t1´1ÿ

τ“t0

t1´1ÿ

s“t0

Rαpt ´ 1,τqfurτ sδupτqˆ

ˆ
t1´1ź

k“maxpτ`1,s`1q
r1 `Rαpt ´ 1,τqfxrτ ssHxxrts ˆ r1 `Rαpt ´ 1,sqfxrsssRαpt´ 1,sqfurssδupsq`

` 2

t1´1ÿ

τ“t0

rδu1ptqHxurts
t´1ź

k“τ`1

r1 `Rαpt´ 1,kqfxrkss
t´1ÿ

τ“t0

Rαpt´ 1,τqfurτ sδupτq`

` δuptq1ptqHuurtsδuptqs ě 0. (36)

Пусть Mpτ, sq — pnˆ nq матричная функция, определяемая формулой

Mpτ,sq “ ´Rαpt´ 1,τq
t1´1ź

k“τ`1

r1 `Rαpt ´ 1,kqfxrkssϕxxpxpt1qqˆ

ˆRαpt´ 1,τq
t1´1ź

k“s`1

r1 `Rαpt´ 1,kqfxrkss`

`Rαpt´ 1,τq
t1´1ź

k“maxpτ`1,s`1q
r1 `Rαpt´ 1,τqfxrτ ssHxxrtsr1 `Rαpt ´ 1,sqfxrsss. (37)

Учитывая формулу (37), неравенство (36) записывается в виде

t1´1ÿ

τ“t0

t1´1ÿ

s“t0

pδupτqqf 1
urτ sMpτ,sqfursspδupsqq `

t1´1ÿ

t“t0

pδuptqq1Huurtsδuptq ď 0. (38)

Теорема 4. (Необходимое условия оптимальности второго порядка) Для опти-
мальности классической экстремали в задаче (5)–(10) необходимо, чтобы неравенство (38)
выполнялось для всех δuptq P U , t P T , где Mpτ, sq определяется по формуле (37).

Необходимое условие оптимальности является довольно общим. Из него, используя произ-
вольность вариаций δuptq, управляющих функций uptq, можно получить ряд более легко про-
веряемых условий оптимальности и, в частности, исследовать особые в классическом смысле
[17] управления.

Непосредственным следствием теоремы 4 является.
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Следствие. Для оптимальности классической экстремали в рассматриваемой задаче необ-
ходимости неравенство

v1rf 1
urθsMpθ,θqfurθs `Huurθssv ď 0

выполнялось для всех v P Rr, θ P T .
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