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Аннотация. В модели твёрдых сфер рассмотрен эффект Ефимова в случае при-
сутствия во взаимном расположении трёх частиц “золотой” пропорции. Показано, что в
этом случае возможно формирование связанного состояния частиц в хаотичной систе-
ме вещества, представляющее собой дискообразный кластер. В экваториальной плоско-
сти такого кластера формируется планарная система с характерным “магическим” чис-
лом частиц. В структуре дискообразного кластера возможно образование тороидальной
квантово-размерной области.
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SELF-ORGANIZATION OF SMALL CLUSTER SYSTEMS IN
THE FRAMEWORK OF THE EFIMOV MODEL

G. A. Melnikov, N. M. Ignatenko, A. S. Gromkov

Abstract. In the model of hard spheres, the Efimov effect is considered in the case of the
presence of three particles of the "golden"proportion in the mutual arrangement. It is shown
that in this case it is possible to form a bound state of particles in a chaotic system of matter,
which is a disk-shaped cluster. In the equatorial plane of such a cluster, a planar system with a
characteristic "magic" number of particles is formed. In the structure of a disk-shaped cluster,
the formation of a toroidal quantum-size region is possible.

Keywords: self-organization, model, Efimov effect, “golden” proportion, cluster, quantum-
dimensional region.

ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время исследования процессов самоорганизации в конденсированных средах
и кластерных системах являются одним из приоритетных направлений в физике конденсиро-
ванного состояния. Условно можно обозначить три важных направления таких исследований
– это исследования законов синергетики (Г. Хакен [1]), теория неравновесной термодинами-
ки, принципы которой сформулированы И. Р. Пригожиным [2] и Ю. Л. Климонтовичeм [3],
теория катастроф (Р. Том [4]). Самоорганизация частиц в кластерные системы наблюдается
в кристаллических структурах (самосборка) [5], в биологических веществах [6], в жидкостях
(в том числе квантовых), газах и плазме [7], полимерах [8].
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В рамках теории Ефимова процесс самоорганизации частиц в среде с хаотичным движе-
нием частиц в кластерную систему начинается со случайно возникшей в результате флук-
туаций ситуации, когда две частицы находятся на расстоянии, равном расстоянию миниму-
ма потенциальной энергии взаимодействия между двумя частицами, однако энергии связи
недостаточно для образования связанного их состояния. В этом случае, появление третьей
частицы на расстоянии, превышающем расстояние между тесной парой частиц, приводит к
возникновению эффекта Ефимова [9–11].

1. ФОРМАЛИЗМ И ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ ТЕОРИИ ЭФФЕКТА
ЕФИМОВА

Основой описания трёхчастичной системы частиц (трёхчастичного кластера) является
уравнение Шрёдингера, записанного для такой системы, при этом Гамильтониан системы
записывается в стандартном виде [9–12]:
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Скорняков и Тер-Мартиросян решили задачу трёх тел для сил нулевого радиуса действия,
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Уравнение (2) было обобщено Л. Д. Фаддеевым для потенциалов конечного радиуса [13–
15]. Расширение модели (2), оставляющее взаимодействие между частицами точечным, при-
водит к волновым функциям рассеяния, удовлетворяющим при всех k ą 0 равенству [16,17]:

d

dr
ln rrΨ pkqs Órą0“ kctgδ pkq . (4)

Приближённые методы исследования свойств систем из нескольких частиц в рамках кван-
товой теории рассеяния позволили получить систему уравнений типа уравнений Фаддеева
[13–15], фундаментальное решение которых было выполнено Ефимовым для трёхчастичной
системы путем использования для координат частиц соотношений Якоби [9–11].

В гиперсферических координатах уравнение Шрёдингера записывается в виде:
ˆ

´ B2
BR2

` Vn pRq ´ k2
˙?

RFn pRq “ 0, (5)

Vn pRq “ s2n ´ 1{4
R2

, (6)

где Vn pRq — гиперрадиальный потенциал Ефимова, R— гиперрадиус.
Решения уравнения (5) с потенциалом (6) являются действительными, однако, как пока-

зали расчеты, при значении параметра sn “ s0 « ˘1.00624ι решение становится мнимым.
В этом случае потенциал (6) становится отталкивающим и трактуется как центробежный
барьер для свободного движения трёхчастичной системы, при этом R0 приводит к эффек-
тивному притяжению трёх тел [16].

В теории Ефимова можно выделить несколько важных выводов.
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Рис. 1. Три набора координат Якоби для двух идентичных частиц плюс одна частица мень-
шей массы [11].

1. Эффект Ефимова проявляется наиболее чётко, если третья частица в системе оказыва-
ется меньше двух остальных по массе и размерам (рисунок 1).

2. В конфигурационном пространстве положение трёх частиц описывается парами приве-
денных координат Якоби pxα, yαq, где α “ 1, 2, 3, причём они образуют циклическую пере-
становку индексов (1, 2, 3). Набор координат α описывает разбиение трех частиц на пару
частиц-димер pβ, γq и отдельную частицу α [17]:
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Полная волновая функция в этом случае представляется в виде суммы компонент функций
Фаддеева [13–15].

3. В системе трёх частиц, взаимодействующих с силами малого радиуса r0, c длиной рас-
сеяния a, т.е. эффективным размером частицы с точки зрения её столкновения с другой
частицей, возникают специфические уровни энергии, не зависящие от радиуса действия сил
и их радиальной формы. Их назвали “уровнями Ефимова”. Число этих уровней N определя-
ется формулой [9–11]:

N « 1

π
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ˆ
a

r0

˙
. (8)

Для отношения соседних энергетических уровней Ефимова, получено следующее выраже-
ние:

En

En`1

“ exp p2πq . (9)

При нулевом радиусе действия сил r0 Ñ 0, N Ñ 8, в согласии с результатом, получа-
емым с помощью уравнений Скорнякова–Тер-Мартиросяна, все уровни представлялись на-
блюдаемыми и имели физический смысл. Теоретическим результатом в квантовой физике
нескольких тел является предсказание Ефимова универсального набора связанных тример-
ных состояний, возникающих для трёх идентичных бозонов с резонансным взаимодействием
двух тел.

В работе [18] сообщается об экспериментальном наблюдении Ефимовского резонанса в
ультрахолодном газе атомов цезия. Резонанс возникает в диапазоне больших отрицательных
длин двухчастичного рассеяния, возникающего в результате взаимодействия трёх свободных
атомов с тримером Ефимова. Экспериментально наблюдали его сигнатуру как гигантскую
трехчастичную рекомбинационную потерю при изменении силы двухчастичного взаимодей-
ствия. Обнаружен минимум потерь на рекомбинацию для положительных длин рассеяния,
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что указывает на деструктивную интерференцию путей распада. В то время как резонансы
Фешбаха предоставили ключ к управлению квантово-механическими взаимодействиями на
уровне двух тел, резонансы Ефимова соединяют ультрахолодную материю с миром кванто-
вых явлений нескольких тел [18].

3. В разрезе предлагаемой работы интересно отметить, что эффект Ефимова для системы
трёх квантовых частиц при квантово-механическом описании из полного гамильтониана мож-
но выделить энергию движения центра масс так, что трехчастичные “связанные состояния”
становятся собственными векторами, при этом на решетке “выделению центра масс” системы
отвечает реализация гамильтониана как “расслоенного оператора”, т.е. “прямого интеграла
семейства операторов” HpKq, зависящих от полного квазиимпульса K P T 3, где T 3 трёх-
мерный тор [19, 20]. Другими словами, в пространстве трёхчастичной системы формируется
квантово-размерная область в виде сферы определенного радиуса [21, 22]. Набор таких сфер
в экваториальной плоскости кластера трансформируется в трёхмерный тор. В случае захвата
в тороидальную квантово-размерную область заряженной частицы, эта область становится
“квантовой точкой” с излучением электромагнитной волны определённой длины волны [21,
22, 36].

2. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЙ ФАКТОР И “ЗОЛОТАЯ” ПРОПОРЦИЯ В
ЭФФЕКТЕ ЕФИМОВА

В относительном расположении трёх частиц формируется равнобедренный треугольник,
соотношения между сторонами которого определяются случайным образом, однако в резуль-
тате флуктуаций в хаотичной системе частиц возможно возникновение ситуации, когда со-
отношения между сторонами треугольника подчиняются “золотому” правилу. В этом случае
диаметр взаимодействующих частиц σ и расстояние до третьей возмущающей частицы L1

определится на основе свойств “золотого” треугольника формулой (рисунок 2):

L1 “ σ

2 sin θ
2

, (10)

где θ— “золотой” угол.

Рис. 2. Эффект Ефимова в трёхчастичном кластере с взаимным расположением частиц
по правилу “золотого” треугольника в модели твёрдых сфер.

При значении угла в 36˚, который считается “золотым”, согласно формуле (10), получим
[23]:

L1 “ Φσ, (11)
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где Φ “ 1
ϕ

“ 1.6180339 . . . — “золотая” пропорция (“золотое” сечение).
Обозначим плоскость, содержащую центр масс димера O12, центр масс третьей частицы

O3 и перпендикулярную вертикальной оси симметрии димера, как экваториальную плос-
кость формирующегося кластера eQP. В экваториальной плоскости центр масс димера и
двух рядом стоящих частиц образуется “золотой” треугольник, причём на расстоянии H в
этой плоскости согласно формуле (12) осуществляется плотная упаковка целого числа ча-
стиц, количество которых определяется величиной “золотого” угла:

N1 “ 360˝

θ
. (12)

В таблице 1 приведены результаты вычислений параметров “золотых” треугольников в
экваториальной плоскости формирующегося кластера. Анализ таблицы 1 позволяет сделать
вывод: “золотой” угол – это угол при вершине в равнобедренном трёхчастичном треуголь-
нике Ефимова, под которым наблюдается диаметр третьей частицы из центра масс димера.
Формулы (10)–(12) определяют условия формирования трёхчастичного кластера в эквато-
риальной плоскости дискообразного кластера, а так же условия возникновения “золотого”
треугольника Ефимова.

Таблица 1. Тригонометрические функции “золотых” углов.
θ N1, (12) 2 sin pθ{2q L1{σ

72˚ 5 1.17557. . . 0.85065. . .
36˚ 10 0.61803. . . Φ “ 1.618033 . . .

18˚ 20 0.31287. . . 2Φ = 3.23607. . .
12˚ 30 0.20906. . . 3Φ = 4.85410. . .
9˚ 40 0.15692. . . 4Φ = 6.47213. . .
6˚ 60 0.10462. . . 6Φ = 9.70820. . .
3˚ 120 0.052354. . . 12Φ = 19.4164. . .
2˚ 180 0.034905. . . 18Φ = 29.1246. . .
1˚ 360 0.017453. . . 35Φ = 56.6312. . . , 57.2967

Максимальное расстояние, при котором происходит захват третьей частицы в трёхчастич-
ную систему, определяется при “золотом” угле в 1˚, что равносильно расстоянию от центра
масс димера до центра масс третьей частицы равного:

H “ Lcap “ 57.2938 . . . ¨ σ, (13)

где σ— диаметр частиц в трёхчастичной системе.
Эффективный диаметр частиц многоатомных органических жидкостей (например, аре-

нов) может быть рассчитан по методике, предложенной авторами работ [24, 36].
Моделирование ближнего порядка в жидкостях с помощью ЭВМ в модели абсолютно твёр-

дых сфер показало [25], что в структуре первого максимума радиальной функции распреде-
ления наблюдаются линейные цепочки из твёрдых сфер. Было обнаружено наличие прак-
тически прямых линий атомов длиной до шести атомов, причём направление такой линии
может быть любым. Подобные линии были названы коллинеациями (collineations), которые
играют важную роль в процессах переноса в жидкостях, перемещаясь как целое [25].

В работе [26] показано на основе интегрального уравнения Борна–Грина–Ивона (BGY) при
изучении структуры и термодинамикижидкости, возможно формирование димеров твёрдых
сфер. Исходя из уравнения BGY, получена функция распределения пар молекул димера в
жидкости. Подробные результаты представлены для димеров с длинами связей L “ 0.6σ и
1.0σ (где σ— диаметр узла твёрдой сферы). Эти результаты, которые включают функцию
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распределения узлов, а также уравнения состояния сравниваются с аналитическими резуль-
татами и результатами, полученными методами Монте-Карло.

Для атомов He3 в случае основного состояния система этих атомов He3 образует равносто-
ронний треугольник, в случае возбужденного состояния один из атомов находится достаточно
далеко от двух других, причем именно эта конфигурация соответствует условиям возникно-
вения эффекта Ефимова в трёхчастичной системе [27].

Предложенная модель предсказывает свойства трёхчастичной системы для He4, диаметр
атома для которого в модели абсолютно твёрдой сферы составляет 2.10 Å, следовательно,
согласно формуле (13) захват третьей частицы димером He4 произойдет на расстоянии при-
близительно в 120 Å, что коррелирует с длиной рассеяния в модели Ефимова (L “ 104 Å
[28]).

Присутствие “золотого” сечения в структуре кластера предполагает определённый закон
взаимодействия между частицами. Действительно, воспользуемся общим степенным потен-
циалом Г. Ми (Mie) [29]:

ϕ prijq “ ε0

n´m

ˆ
nn

mm

˙ 1

n´m
„ˆ

σ

rij

˙n

´
ˆ
σ

rij

˙m
, (14)

Cij “ n

pn´mq
´ n
m

¯ m
n´m

, σ0 “
´m
n

¯ 1

n´m
R1. (15)

Сравнивая соотношения (2) и (15) получим формулу, устанавливающую взаимосвязь по-
казателей степени в потенциале взаимодействия с “золотой” пропорцией для “золотого” угла
в 36˚: ´ n

m

¯ 1

n´m “ Φ, (16)

которая позволяет определить показатели степеней в потенциале (14) Г. Ми. Такими значе-
ниями могут быть m “ 2, n “ 3, тогда потенциал (14) примет вид:

ϕ prijq “ 9

4
ε0

«ˆ
σ0

rij

˙3

´
ˆ
σ0

rij

˙2
ff
. (17)

Особенность потенциала (17) заключается в том, что в трёхчастичной системе Ефимо-
ва возникающее слабое “затравочное” взаимодействие сопровождается возникновением более
сильного взаимодействия, пропорционального R´2. В этом случае в многочастичной системе
возникает иерархия взаимодействий, когда слабые взаимодействия приводят к более сильным
[27].

Уравнению (16) также удовлетворяют значения показателей степени равные m “ 1, n “ 2,
тогда потенциал (14) запишется так:

ϕ prijq “ 4ε0

«ˆ
σ0

rij

˙2

´
ˆ
σ0

rij

˙ff
. (18)

Потенциал (18) является разновидностью известного потенциала Кратцера (Kratzer-
potential) [30].

Если взаимодействие между частицами описывается потенциалом Кратцера в виде:

V prq “ ´2De

ˆ
σ0

r
´ 1

2

σ20
r2

˙
, (19)
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то в этом случае уравнение Шредингера допускает точное решение и позволяет получить
формулу для собственных значений энергии колебательно-вращательных движений:

Enl “ ´2m

~2
D2

eσ
2
0

»
–n` 1

2
`

dˆ
l ` 1

2

˙2

` 2mDe

~2
σ20

fi
fl

´2

. (20)

Приняв модель кластера как многоатомную крупную молекулу, спектроскопические ха-
рактеристики такого кластера будут определяться как для многоатомной молекулы, в част-
ности, частоты основных колебательно-вращательных движений частиц в кластере в модели
твёрдых шаров будет описываться уравнением Данхэма (20) [31].

3. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

Проявление эффекта Ефимова в неупорядоченной системе взаимодействующих частиц,
в случае присутствия в трёхчастичной системе “золотой” пропорции, приводит к форми-
рованию дискообразных кластеров, диаметр которых определяется диаметром взаимодей-
ствующих частиц, “золотым” сечением и параметром рассеяния в модели Ефимова. Условно
в процессе формирования дискообразных кластеров в хаотичных средах можно выделить
несколько этапов.

I этап : образование “зародыша” кластера в виде связанного состояния трех частиц на
основе эффекта Ефимова и “золотой” пропорции, причем получившийся равнобедренный тре-
угольник в вершинах с взаимодействующими частицами (центрами масс частиц вещества) и
“золотым” углом при одной из вершин треугольника становится первичным элементом даль-
нейшего строительства дискообразного кластера.

II этап : самоорганизация подобных фигур (равнобедренных “золотых” треугольников)
в экваториальной плоскости eQP, имеющих одну общую вершину в центре масс димера (ри-
сунок 2). В результате этого процесса образуется кластер, ядром которого является димер
(связанное состояние двух частиц), центр масс которого лежит в экваториальной плоскости
и является геометрическим центром для равноудаленных периферийных частиц кластера.
В зависимости от величины “золотого” угла в равнобедренном треугольнике число частиц
на периферийном круге однозначно связано с величиной “золотого” угла и является строго
определенным.

В экваториальной плоскости дискообразного кластера формируется планарная система с
геометрическим центром в центре масс димера(рисунок 3).

Существование дискообразных (планарных) кластеров подтверждено экспериментальны-
ми исследованиями плоских кластеров на кристаллической подложке. Обнаружены магиче-
ские числа в двумерных кластерах (в частности для кластеров Ag), выращенных на кванто-
вых подложках Pb [32].

Поверхностные магические кластеры (SMC) — это кластеры, демонстрирующие повышен-
ную стабильность при определенных размерах на определенной поверхности. За счет обра-
зования SMC можно вырастить ансамбль наноструктур [33].

В работе [34] представлены масс-спектры для кластеров натрия из N атомов (N “ 4...100q,
полученных в результате сверхзвукового расширения с газом-носителем аргоном. Спектры
показывают большие пики или ступеньки при N = 8, 20, 40, 58 и 92 – считаются магическими
числами для исследуемых кластеров. Их можно понять в терминах модели одноэлектрон-
ной оболочки, в которой независимые делокализованные атомные 3s-электроны связаны в
сферически-симметричной потенциальной яме.

III этап : в результате самоорганизации элементов ефимовских тримеров в экваториаль-
ной плоскости формируется дискообразный кластер, центром которого является димерное
образование (вернее центр масс димерного образования) (рисунок 2).
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Рис. 3. Формирование дискообразного кластера абсолютно твёрдых сфер на основе “золотого”
правила.

IV этап : вструктуре дискообразного кластера в результате взаимодействия силовых по-
лей димерного образования и периферийных частиц кластера образуется квантово-размерная
область в виде тора с центром в центре масс димера (рисунок 4).

Рис. 4. Тороидальная квантово-размерная область в структуре дискообразного кластера.

Параметры квантово-размерной области в виде тора в структуре дискообразного кластера
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вычисляются по формулам:

RTor “
ˆ

m0

2m`m0

˙
σ

2
ctg

ˆ
θ

2

˙
. (21)

В случае, когда частицы составляющие “золотой” треугольник в системе Ефимова имеют
одинаковою массу m, формула (21) примет вид:

RTor “ σ

6
ctg

ˆ
θ

2

˙
, (22)

малый радиус тора будет:

rTor “ ϕ
σ

2
, (23)

тогда, с учётом формул (22) и (21), объём тора определится формулой:

VTor “ pπϕq2
12

σ3 ¨ ctg
ˆ
θ

2

˙
“ 0.3137σ3ctg

ˆ
θ

2

˙
. (24)

Тор получается из прямоугольника отождествлением точек на противоположных сторо-
нах, очевидно, справедливо обратное утверждение, поэтому движение заряженной частицы
в объеме тора можно трактовать как движение этой частицы в плоской потенциальной яме
шириной l “ 2πrTor и конечной глубины h “ 2πRTor.

Такое формальное математическое преобразование позволяет применить хорошо разра-
ботанную квантовую теорию движения заряженной частицы в потенциальной яме конечной
глубины, в частности, для расчёта энергетического спектра частицы.

Развитие квантовой теории тора имеет долгую историю [35], начиная с 1920-х годов, когда
Нордстрём, Калуца и Кляйн пытались ввести четвёртое пространственное измерение конеч-
ного размера в форме тора, так чтобы уравнения Эйнштейна и Максвелла были бы унифи-
цированы. Многие разработки были выполнены с учётом космологических проблем в связи
с физикой элементарных частиц, что привело к появлению методов, в которых размерные
эффекты играют важную роль. В обзоре [35], рассмотрены основы квантовой теории поля
на торе и представлены в унифицированном виде, чтобы рассмотреть приложения в физике
элементарных частиц и физике конденсированного состояния.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Присутствие в ефимовском трёхчастичном треугольнике “золотой” пропорции приводит к
формированию, путем самоорганизации, дискообразных кластеров, число частиц в которых
в модели твёрдых сфер определяется величиной “золотого” угла в экваториальной плоско-
сти дискообразного кластера, причём в экваториальной плоскости формируется планарный
кластер.

В хаотично движущихся системе взаимодействующих частиц всегда существует вероят-
ность проявления эффекта Ефимова, результатом которого является образование в системе
связанного состояния трёх частиц. Взаимодействие между частицами в структуре кластера в
случае применения степенного потенциала может быть описано потенциалом Кратцера, тогда
частоты основных колебательно-вращательных движений в кластере описывается уравнени-
ем Датхэма.
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