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Аннотация. В работе доказан аналог теоремы Штурма для дифференциальных урав-
нений четвертого порядка с негладкими решениями, которые имеют важное значение при
анализе качественных свойств решений. При анализе решений уравнения, мы используем
поточечный подход, предложенный Ю. В. Покорным и показавший свою эффективность
при изучении уравнений не только второго порядка, но и более высокого порядка, в част-
ности, построена точная параллель классической теории качественной теории вплоть до
осцилляционных теорем.

Ключевые слова: однородное уравнение, дифференциальное уравнение, поточеч-
ный подход, теоремы о перемежаемости нулей.

ANALOGUE OF STURM’S THEOREM FOR FOURTH-ORDER
DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH MEASURE

DERIVATIVES
S. A. Shabrov, D. A. Tkachenko, N. A. Belov, A. G. Ilchenko

Abstract. The paper proves analog of Sturm’s theorem for fourth-order differential
equations with nonsmooth solutions, which are important in the analysis of the qualitative
properties of solutions. In the analysis of solutions to the equation, we use the pointwise
approach proposed by Yu. V. Pokorny and which has shown its effectiveness in studying
equations not only of the second order, but also of a higher order, in particular, an exact
parallel is constructed to the classical theory of qualitative theory up to oscillation theorems.
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Интенсивное изучение граничных задач с производными Радона–Никодима началось по-
сле выхода работы Ю. В. Покорного [1]: была построена точная параллель классической
теории обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка [2], [3], [4], [5], [6], [7],
получен ряд результатов о нелинейных краевых задач с производными Радона–Никодима [8],
[9], граничных задачах четвертого и более высокого порядков [10], [11], [12], [13], [14]. Эффек-
тивность использования производных по мере объясняется следующим обстоятельством: для
применения качественных методов анализа (теорем типа Ролля) решений дифференциаль-
ных уравнений необходимо знать значения функции и её производных в каждой точке, что
с позиций теории обобщённых функций затруднительно.

Данная работа является продолжением работы [15] в которой доказаны теоремы о пере-
межаемости нулей решений дифференциальных уравнений второго порядка.

В работе рассматриваются следующие уравнения:

`
p1u

2
xµ

˘2
xσ

´
`
r1u

1
x

˘1
σ

` q1u “ 0, (1)
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`
p2v

2
xµ

˘2
xσ

´
`
r2v

1
x

˘1
σ

` q2v “ 0, (2)

причем
p1pxq ě p2pxq ą 0, r1pxq ě r2pxq ě 0, q1pxq ě q2pxq ě 0. (3)

Функции µpxq и σpxq строго возрастают на r0; ℓs, причем µpxq является σ–абсолютно непре-
рывна на r0; ℓs. Мы будем также предполагать, что x— σ–абсолютно непрерывна на r0; ℓs.

Каждое из уравнений определено на специальном расширении r0; ℓsσ отрезка r0; ℓs. В этом
множестве каждая точка ξ разрыва функции σpxq, порождающая меру σ, заменена на тройку
собственных элементов tξ´, ξ, ξ`u. Строится r0; ℓsσ следующим образом.

На r0; ℓs вводим метрику ρpx, yq “ |σpxq ´ σpyq|. В случае, когда множество Spσq точек
разрыва не является пустым, метрическое пространство pr0; ℓs, ρq является неполным метри-
ческим пространством. Стандартное пополнение и приводит к r0; ℓsσ.

Решение (1) (и (2)) мы ищем в классе E абсолютно непрерывных на r0; ℓs функций upxq;
производная u1

xpxq которых — µ–абсолютно непрерывна; u2
xµpxq имеет конечное на r0; ℓs изме-

нение; квазипроизводная pu2
xµpxq — абсолютно непрерывна на r0; ℓs;

`
pu2

xµ

˘1
x

— σ—абсолютно
непрерывна на r0; ℓs.

Уравнение (1), как впрочем и (2), в точках ξ разрыва функции σpxq понимается как ра-
венство

∆
`
p1u

2
xµ

˘1
x

pξq ´ ∆
`
r1u

1
x

˘
pξq ` q1pξqupξq “ 0, (4)

где ∆ψpxq “ ψpξ ` 0q ´ ψpx ´ 0q — полный скачок функции ψpxq в точке ξ.
Введем понятия нуля решения уравнения

Lu ”
`
pu2

xµ

˘2
xσ

´
`
ru1

x

˘1
σ

` qu “ 0, (5)

и кратности нуля.
Точку x0 назовем нулем решения upxq однородного уравнения, кратности 1 (или простым

нулём), если upx0q “ 0 и u1
xpx0 ´ 0q ¨ u1

xpx0 ` 0q ą 0; кратности 2, если upx0q “ 0, u1
xpx0 ´ 0q ˆ

ˆ u1
xpx0 ` 0q ď 0 и

`
pu2

xµ

˘
px0q ‰ 0; кратности 3, если upx0q “ 0, u1

xpx0 ´ 0q “ u1
xpx0 ` 0q “ 0,`

pu2
xµ

˘
px0q “ 0 и

`
pu2

xµ

˘1
x

px0´0qˆ
`
pu2

xµ

˘1
x

px0`0q ą 0. В случае, когда последнее неравенство
нарушается (при этом остальные должны выполняться), то мы будем говорить, что кратность
нуля выше трех.

Если x0 не принадлежит множеству Spσq, т. е. является точкой непрерывности само-
го решения и всех ее производных до третьего порядка включительно, то введенное опре-
деление совпадает с классическим. Если x0 принадлежит разности множеств Spσq и Spµq
(x0 P SpσqzSpµq), то определение нуля кратности 1 и 2 снова совпадает с классическим.

Заметим, что нули кратности больше, чем 3 могут быть только у тривиального решения.
В самом деле, если x0 — нуль кратности больше, чем 3 некоторого нетривиального решения
upxq однородного уравнения Lu “ 0, то upx0q “ 0, u1

xpx0 ´ 0q “ u1
xpx0 ` 0q “ 0,

`
pu2

xµ

˘
px0q “ 0

и
`
pu2

xµ

˘1
x

px0 `0q ¨
`
pu2

xµ

˘1
x

px0´0q ď 0. Если одна из третьих производных
`
pu2

xµ

˘1
x

px0´0q или`
pu2

xµ

˘1
x

px0 ` 0q обращается в нуль, то upxq тождественный нуль в силу теоремы единствен-

ности (см., например, [16]). Поэтому, можно считать
`
pu2

xµ

˘1
x

px0 ´ 0q ¨
`
pu2

xµ

˘1
x

px0 ` 0q ă 0.
Последнее означает, что x0 P Spσq, следовательно, справедливо равенство

∆
`
pu2

xµ

˘1
x

px0q ´ ∆
`
ru1

x

˘
px0q ` qpx0qupx0q “ 0.

Но ∆pru1
xqpx0q “ pru1

xqpx0 ` 0q ´ pru1
xqpx0 ´ 0q “ 0 и upx0q “ 0, и тогда ∆

`
pu2

xµ

˘1
x

px0q “ 0,

или
`
pu2

xµ

˘1
x

px0 ` 0q “
`
pu2

xµ

˘1
x

px0 ´ 0q. Последнее равенство противоречит предположению о
противоположности знаков левой и правой производных.

Следующая лемма устанавливают конечность нулей любого нетривиального решения.
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Лемма 1. У любого нетривиального решения однородного уравнения Lu “ 0 конечное число
нулей на r0; ℓs.

Доказательство. Пусть у нетривиального решения upxq однородного уравнения Lu “ 0

бесконечное число различных нулей txnu8
n“1 на r0; ℓs. Переходя если необходимо к подпо-

следовательности, можно считать txnu сходящейся, причем монотонно. Рассмотрим случай
xn Ñ x0 ` 0. (Случай xn Ñ x0 ´ 0 рассматривается аналогично.)

В силу непрерывности upxq имеем upx0q “ lim
nÑ8

upxnq. Из обобщенной теоремы Ролля сле-

дует существование последовательности
!
x

p1q
n

)
такой, что

1) xp1q
n заключена между xn и xn`1;

2) u1
xpxp1q

n ´ 0q ¨ u1
xpxp1q

n ` 0q ď 0.

Из первого заключаем, что xp1q
n Ñ x0 ` 0, из второго — u1

xpx0 ` 0q ˆ u1
xpx0 ` 0q ď 0, следова-

тельно, u1
xpx0 ` 0q “ 0.

На каждом множестве In “ tx P r0; ℓsS | xp1q
n`1 ď x ď x

p1q
n u производная u1

xpxq µ-непрерывна,
следовательно, достигает наибольшее и наименьшее значения в некоторых точках, причем по
крайней мере одна из них является внутренней точкой In. Обозначим эту точку через xp2q

n ,
если обе из них являются внутренними, то любую из них. Как нетрудно видеть, u2

xµpxq в точке

x
p2q
n меняет знак, и, в силу непрерывности

`
pu2

xµ

˘
pxq, заключаем, что

`
pu2

xµ

˘
pxp2q
n q “ 0. Тогда,

последовательность xp2q
n сходится к x0`0, и

`
pu2

xµ

˘
px0`0q “ lim

nÑ8

`
pu2

xµ

˘
pxp2q
n q “ 0. Аналогич-

но устанавливается существование последовательности x
p3q
n такой, что xp3q

n лежит между xp2q
n

и xp2q
n`1, и

`
pu2

xµ

˘1
x

pxq меняет знак в точке xp3q
n , т. е.

`
pu2

xµ

˘1
x

pxp3q
n ´0q¨

`
pu2

xµ

˘1
x

pxp3q
n `0q ď 0. Пере-

ходя к пределу при n Ñ 8 в последнем неравенстве, получим, в силу существования предела
справа у производной

`
pu2

xµ

˘1
x

pxq, равенство
`
pu2

xµ

˘1
x

px0 ` 0q “ 0. Тогда, upxq удовлетворяет
однородному уравнению Lu “ 0 и нулевым начальным условиям upx0 ` 0q “ u1

xpx0 ` 0q “
“

`
pu2

xµ

˘
px0 ` 0q “

`
pu2

xµ

˘1
x

px0 ` 0q “ 0, следовательно, upxq ” 0, что противоречит предпо-
ложению о нетривиальности upxq. Лемма доказана.

Лемма 2. Пусть upxq P E и отлична от константы на любом подотрезке rα;βs; upxq
имеет два нуля кратности 2 (или более). Тогда существует точка в которой u2

xµpxq равна
нулю.

Доказательство. Если у upxq хотя бы один нуль кратности 3, то утверждение леммы следует
из определения нуля кратности 3.

Пусть τ1 и τ2 — нули upxq кратности 2. Предположим, что утверждение леммы неверно:
u2
xµpxq ‰ 0 для всех x P r0; ℓs. Так как

`
pu2

xµ

˘
pxq непрерывна на r0; ℓs (более того, она абсо-

лютно непрерывна), то
`
pu2

xµ

˘
pxq сохраняет знак на всем r0; ℓs. Так как ppxq ą 0, то этим же

свойством обладает и u2
xµpxq. Пусть для определенности u2

xµpxq ą 0. Тогда u1
xpxq возрастает

на r0; ℓsS, отсюда вытекают неравенства

u1
xpτ1 ´ 0q ď u1

xpτ1 ` 0q ă u1
xpτ2 ´ 0q ď u1

xpτ2 ` 0q. (6)

По условию τ1 и τ2 — нули кратности 2, т. е. u1
xpτ1 ´ 0q ¨ u1

xpτ1 ` 0q ď 0 и u1
xpτ2´0q¨u1

xpτ2`0q ď 0.
Предположим, что u1

xpτ1 ´ 0q ă 0. Тогда u1
xpτ1 ` 0q ě 0, и как следствие (6), u1

xpτ2 ´ 0q ą 0 и
u1
xpτ2 ` 0q ą 0. Отсюда вытекает, что τ2 — нуль кратности 1, что противоречит условию.

Если же u1
xpτ2 ` 0q ě 0, то из (6) опять находим, что u1

xpτ2 ´ 0q ą 0 и u1
xpτ2 ` 0q ą 0, т. е.

τ2 — нуль кратности 1. Лемма доказана.

ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2022. № 2 109



С. А. Шабров, Д. А. Ткаченко, Н. А. Белов, А. Г. Ильченко

Основным результатом работы является теорема.

Теорема 1. Пусть upxq — решение уравнения (1), удовлетворяющее условиям upx1q “
“ u1

xpx1`0q “ upx2q “ u1
xpx2´0q “ 0, x1 ă x2. Пусть также выполнено условие согласования:`

p2v
2
xµ

˘1
x

pxq ¨ v1
xpxq ă 0 для всякой x P r0; ℓsσzSpσq. Тогда для любого решения vpxq уравнения

(2) существует точка x0 P px1,x2q, такая, что vpx0q “ 0 или v1
xpx0 ´ 0q ¨ v1

xpx0 ` 0q ď 0.

Доказательство. Предположим противное. Пусть существует решение уравнения (2) vpxq
такое, что vpxq ‰ 0 для любого x P rx1,x2s и v1

xpx ´ 0q ¨ v1
xpx ` 0q ą 0 для любых x P px1,x2q.

Рассмотрим следующее выражение:

I1 “ d

dσ

”u
v

´`
p1u

2
xµ

˘1
x
v ´ r1u

1
xv ´

`
p2v

2
xµ

˘1
x
u` r2v

1
xu
¯ı
. (7)

Если x R Spσq, то, после несложных преобразований, имеем

I1 “ d

dσ

„
pp1u2

xµq1
xu´ r1u

1
xu´ pp2v2

xµq1
x

u2

v
` r2v

1
x

u2

v


“

“ pp1u2
xµq2

xσu` pp1u2
xµq1

xu
1
xx

1
σ ´ pr1u1

xq1
σu´ r1u

1
x
2
x1
σ ´ pp2v2

xµq2
xσ

u2

v
´

´ pp2v2
xµq1

x

2uu1
xx

1
σv ´ u2v1

xx
1
σ

v2
` pr2v1

xq1
σ

u2

v
` r2v

1
x

2uu1
xx

1
σv ´ u2v1

xx
1
σ

v2
“

“ ´ pq1 ´ q2qu2 ´ pr1 ´ r2q u1
xx

1
σ ´ r2x

1
σ

ˆ
uv1

x

v
´ u1

x

˙2

`
`
p1u

2
xµ

˘1
x
u1
xx

1
σ´

´
`
p2v

2
xµ

˘1
x

2uu1
x ´ u2v1

x

v2
x1
σ. (8)

Пусть ξ P Spσq. Тогда

∆I1pξq “ pp1u2
xµq1

xpξ ` 0qupξ ` 0q ´ r1u
1pξ ` 0qupξ ` 0q´

´ pp2v2
xµq1

xpξ ` 0qu
2pξ ` 0q
vpξ ` 0q ` pr2v1

xqpξ ` 0qu
2pξ ` 0q
vpξ ` 0q ´

´ pp1u2
xµq1

xpξ ´ 0qupξ ´ 0q ` r1u
1pξ ´ 0qupξ ´ 0q ` pp2v2

xµq1
xpξ ´ 0qu

2pξ ´ 0q
vpξ ´ 0q ´

´ pr2v1
xqpξ ´ 0qu

2pξ ´ 0q
vpξ ´ 0q . (9)

Так как u и v непрерывны, то последнее выражение может быть переписано следующим
образом:

∆I1pξq “ upξq∆pp1u2
xµq1

xpξq ´ upξqp∆r1u1
xqpξq ´ u2pξq

vpξq ∆pp2v2
xµq1

xpξq ` u2pξq
vpξq ∆pr2v1

xqpξq, (10)

или, так как u является решением уравнения (1), а v— решением уравнения (2), то

∆I1pξq “ ´q1pξqu2pξq ` q2pξqu2pξq “ u2pξqpq2pξq ´ q1pξqq. (11)

Теперь рассмотрим следующее выражение:

I2 “ d

dσ

˜
p1u

2
xµu

1
x ´ u1

x
2

v1
x

p2v
2
xµ

¸
“ pp1u2

xµq1
xx

1
σu

1
x ` p1u

2
xµ

2
µ1
σ´

´ pp2v2
xµq1

xx
1
σ

u1
x
2

v1
x

´ p2v
2
xµ

2u1
xu

2
xµµ

1
σv

1
x ´ u1

x
2
v2
xµµ

1
σ

v1
x
2

. (12)
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Если ξ P Spσq, то

∆I2pξq “ pp1u2
xµqpξ ` 0qu1

xpξ ` 0q ´ u1
x
2pξ ` 0q

v1
xpξ ` 0q pp2v2

xµqpξ ` 0q´

´ pp1u2
xµqpξ ´ 0qu1

xpξ ´ 0q ` u12
x pξ ´ 0q
v1
xpξ ´ 0q pp2v2

xµqpξ ´ 0q, (13)

а так как
`
p1u

2
xµ

˘
pxq и

`
p2v

2
xµ

˘
pxq непрерывны, имеем:

∆I2pξq “ p1u
2
xµpξq∆u1

xpξq ´ p2v
2
xµpξq

˜
u1
x
2pξ ` 0q

v1
xpξ ` 0q ´ u1

x
2pξ ´ 0q

v1
xpξ ´ 0q

¸
“

“ p1u
2
xµ

2pξq ´ p2u
2
xµ

2pξq ` p2u
2
xµ

2pξq ´ p2v
2
xµpξq

˜
u1
x
2pξ ` 0q

v1
xpξ ` 0q ´ u1

x
2pξ ´ 0q

v1
xpξ ´ 0q

¸
“

“ pp1 ´ p2qu22

xµpξq ` p2

«
u22

xµpξq ´ v2
xµpξq

˜
u1
x
2pξ ` 0q

v1
xpξ ` 0q ´ u1

x
2pξ ´ 0q

v1
xpξ ´ 0q

¸ff
, (14)

или, после несложных преобразований,

∆I2pξq “

“ pp1 ´ p2qu22

xµpξq ` p2

„
1

v1
xpξ ` 0qv1pξ ´ 0q pu1

xpξ ` 0qv1
xpξ ´ 0q ´ u1

xpξ ´ 0qv1
xpξ ` 0qq2


, (15)

Рассмотрим теперь разность I2 ´ I1. Имеем

I2 ´ I1 “ pq1 ´ q2qu2 ` pr1 ´ r2qu12
σ ` pp1 ´ p2qu2

xµ
2
µ1
σ ` p2x

1
σ

ˆ
uv1

x

v
´ u1

x

˙2

´

´ pp2v2
xµq1

xv
1
x

1

v2v12
x

ˆ
u1
x

v1
x

´ u

v

˙2

` r2

ˆ
uv1

x

v
´ u1

x

˙2

. (16)

Левая часть последнего равенства неотрицательна на px1, x2q. Интегрируя (16) по мере σ по
интервалу px1, x2q, будем иметь

˜
p1u

2
xµu

1
x ´ u1

x
2

v1
x

p2v
2
xµ

¸ˇ̌
ˇ̌
ˇ

x2´0

x1`0

´ u

v

´`
p1u

2
xµ

˘1
x
v ´ r1u

1
xv ´

`
p2v

2
xµ

˘1
x
u` r2v

1
xu

¯ˇ̌
ˇ
x2´0

x1`0
“

“
x2´0ż

x1`0

„
pq1 ´ q2qu2 ` pr1 ´ r2qu12

σ ` pp1 ´ p2qu2
xµ

2
µ1
σ ` p2x

1
σ

ˆ
uv1

x

v
´ u1

x

˙2

´

´pp2v2
xµq1

xv
1
x

1

v2v12
x

ˆ
u1
x

v1
x

´ u

v

˙2

` r2

ˆ
uv1

x

v
´ u1

x

˙2
ff
dσ. (17)

Но левая часть (17), по условию, равна нулю, а правая — сумма неотрицательных. Тогда,

равенство (17) возможно только, если
uv1

x

v
´u1

x ” 0, или v ” Cu при некотором C. Полученное

противоречие доказывает теорему.
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