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Аннотация. В данной работе, с учетом аналитико-регуляризационных методов иссле-
дована многомерная обратная задача с условиями типа Гурса, где вырождается двумер-
ное интегральное уравнение Вольтерра-Фредгольма первого рода. Далее, на основе разра-
ботанных системных алгоритмов разработан численный метод решения этого уравнения,
причем построенные разностные (сеточные) аналоги схемы являются устойчивыми.
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THE INVERSE PROBLEM OF THE TYPE OF THE GURS
FOR MULTIDIMENSIONAL HYPERBOLIC EQUATIONS OF

THE ALLER TYPE
T. D. Omurov, A. O. Ryspaev

Abstract. In this work by analytic-regularization methods we investigate a
multidimensional inverse problem with Goursat type conditions ,where a two-dimensional first
kind Volterra-Fredholm integral equation degenerates. Further, a numerical method for solving
this equation is elaborated on the base of developed system algorithm while the constructed
of difference (grid) scheme analogues are stable.

Keywords: Volterra-Fredholm equation, inverse problem, difference schemes, quadrature
formula, method of regularization, numerically-system algorithm.

ВВЕДЕНИЕ

В указанной области отметим работы [3–5, 7, 10], где изучаются обратные задачи для диф-
ференциальных уравнений в частных производных гиперболического типа, сводящиеся к од-
номерным уравнениям Вольтерра и Вольтерра-Фредгольма первого рода [6, 9, 11]. При этом
с учетом метода регуляризации доказаны достаточные условия разрешимости изучаемых за-
дач. В работах [1, 2] предлагается численный алгоритм на основе метода регуляризации.
Изучаемые классы задач встречаются в области задач геофизики, в теории электромагнит-
ных зондирований, слоистых сред [4, 5] и др.

В нашем случае рассмотрена многомерная обратная задача влагопереноса с интеграль-
ной зависимостью. Исходная задача трансфор-мируется к системе уравнений Вольтерра-
Фредгольма первого рода. На основе аналитико-регуляризационных методов работы [8] раз-
работан регуляризационно-численный алгоритм решения указанного уравнения.
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1. РЕГУЛЯРИЗАЦИЯ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ С ИНТЕГРАЛЬНОЙ
ЗАВИСИМОСТЬЮ

В данном разделе изучим многомерную обратную задачу с условиями типа Гурса. На
основе метода регуляризации доказаны достаточные условия разрешимости в классе Wn “
pC1,1,1

n pΩq; C1,0
n pD0qq.

Пусть задается гранично-обратная задача:

uxytpx,y,tq ` apyquxt “ fpx,y,t,u,uyq, (1.1)

$
&
%

upx,0,tq “ pG0zqpx,tq,
puy ` auq |x“0 “ ϕpy,tq,
puy ` auq |t“0 “ 0,

(1.2)

upx,y,tq |y“y0 “ gpx,tq, p0,8qy0 ´ фиксированная точка, (1.3)

где требуется определить функции pu,zq, так как:

G0z ”
tż

0

Kpx,t,sqzpx,sqds ` λ

Tż

0

N0pxqż

0

H0

¨
˝x,t,s,τ,

sż

0

zpτ,s1qds1

˛
‚dτds. (1.4)

При этом ϕ,g,f — известные n´мерные векторные функции, соответственно ϕ P C0,1
n pR` ˆ

r0,T sq, g P C1,1
n pD0 “ r0,Xs ˆ r0,T sq, f P C0,0,0,1,1

n pΩˆRˆRq, Ω “ r0,Xs ˆR` ˆ r0,T s; функции
apyq ě 0, ϕpy,tq интегрируемы по y в R` “ r0,8q. Кроме того Kpx,t,sq,H0px,t,s,τ,lq — n ˆ n

матричные функции, причем K P C
1,1,1
n pD3q; Kpiq

t px,t,tq ” 0, (i “ 0,1), D3 “ D0 ˆ t0 ď s ď
t ď T u,H0px,t,s,τ,lq P C1

npD4q, D4 “ D0 ˆ t0 ď τ ď Xu ˆR, H0 |s“t ” 0 , H0|τ“x ” 0. Функция
N0pxq P C1r0,Xs, 0 ď N0pxq ď x ď X, а zpx,0q “ q “ const, G0 — оператор типа Вольтерра–
Фредгольма, 0 ă λ— известный параметр.

Так как искомые функции pu; zq являются n´мерными векторными функциями, то
upx,y,tq P C1,1,1

n pΩq,zpx,tq P C1,0
n pD0q.

1. Исследуем задачу (1.1)-(1.3) в C1,1,1
n pΩq. Проведя подстановку

uy ` au “ V e´y ` ϕpy,tq, @px,y,tq P Ω, (1.5)

где V — новая искомая функция и

x “ 0 : V p0,y,tq “ 0,

t “ 0 : V px,y,0q ` ϕpy,0q “ 0,

V px,y,0q “ 0, @px,y,tq P Ω “ r0,Xs ˆR` ˆ r0,T s,
(1.6)

получим

upx,y,tq “ e
´

yş
0

apsqds
¨ ψpx,tq `

yż

0

e
´

yş
s

aps1qds1

¨ te´sV pη,s,τq ` ϕps,tquds ” pA1V qpx,y,tq, (1.7)

где ψpx,tq — пока неизвестная функция. Тогда учитывая (1.3), имеем:

gpx,tq “ e
´

y0ş
0

apsqds¨
¨ ψpx,tq `

y0ż

0

e
´

y0ş
s

aps1qds1

te´sV pη,s,τq ` ϕps,tquds,
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отсюда определяется функция:

ψpx,tq “

»
–gpx,tq ´

y0ż

0

e
´

y0ş
s

aps1qds1

te´sV ps,x,tq ` ϕps,tquds

fi
fl e

y0ş
0

apsqds
. (1.8)

Подставляя функцию ψpx,tq в (1.7), получим

upx,y,tq “ e
´

yş
y0

apsqds
»
–gpx,tq ´

y0ş
0

e
´

y0ş
s

aps1qds1

te´sV ps,x,tq ` ϕps,tquds

fi
fl`

`
yş
0

e
´

yş
s

aps1qds1

te´sV ps,x,tq ` ϕps,tqu ds ” pAV qpx,y,tq.

(1.9)

Основываясь на (1.3), (1.7) из (1.1), следует

Vxt “ fpx,y,t,A1V,V e
´y ` ϕpy,tq ´ a ¨A1V q. (1.10)

Интегрируя уравнение (1.10) по x и t, имеем интегральное уравнение второго рода:

V px,y,tq “
xş
0

tş
0

fpη,y,τ,pA1V qpη,y,τq,V pη,y,τqe´y ` ϕpy,τq ´ a ¨ pA1V qpη,y,τqqdτdη ”

” pQ1V qpx,y,tq.
(1.11)

Утверждение 1. Пусть

# ?
nLf r2N0 ` 1 ` }a}c 2N0sXT “ d ă 1,

L1f “ sup
Ω

}fl1px,y,t,l1,l2q} , L2f “ sup
Ω

}fl2px,y,t,l1,l2q} ,Lf “ maxpL1f ,L2f q (1.12)

"
Q1 : SrpV0q Ñ SrpV0q “ tV : |V ´ V0| ď r “ const, @px,y,tq P Ωu ,
}Q1V0 ´ V0} ď p1 ´ dqr. (1.13)

Тогда уравнение (1.11) однозначно разрешимо в C1,0,1pΩq.
Действительно, первое условие (1.12) означает сжимаемости оператора Q1, так как d яв-

ляется коэффициентом сжимаемости оператора Q1,

›››Q1V ´Q1
rV
››› ď

?
nLf r2N0 ` 1 ` }a}c 2N0sXT ¨

›››V ´ rV
››› “ d

›››V ´ rV
››› .

Второе условие (1.13) означает, что оператор Q1 отображает область определения в себя,
так как при условии }Q1V0 ´ V0} ď p1 ´ dqr, имеет место

|Q1V ´ V0| “ |Q1V ´Q1V0 `Q1V0 ´ V0| ď d }V ´ V0} ` p1 ´ dqr ď dr ` p1 ´ dqr “ r.

Из полученных результатов следует, что для оператора Q1 реализуются условия принципа
Банаха [12], тогда существует единственное решение (1.11) в C1,0,1pΩq.

Поэтому уравнения (1.11) строится по правилу Пикара:

Vn`1 “ Q1Vn, pn “ 0,1,2,..q, (1.14)

с оценкой погрешности }V ´ Vn} ď dnr
dă1ÝÑ
nÑ8

0, где V0 — начальное приближение.

ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2022. № 2 83



Т. Д. Омуров, А. О. Рыспаев

2. Далее, учитывая (1.2), (1.4) и G0zдля построения функции zpx,tq, имеем систему урав-
нений Вольтерра-Фредгольма первого рода:

$
’’’’&
’’’’%

tş
0

Ktpx,t,sqzpx,sqdτds ` λ
Tş
0

N0pxqş
0

H0t

ˆ
x,t,s,τ,

sş
0

zpτ,s1qds1
˙
dτds “ F 1

t px,tq,

F px,tq ”

»
–gpx,tq ´

y0ş
0

e
´

y0ş
s

aps1qds1

te´sV ps,x,tq ` ϕps,tquds

fi
fl e

y0ş
0

aps1qds1

,

(1.15)

где 0 ă λ— не является характеристическим значением уравнения (1.15). Система (1.15)
приводится к виду:

tż

0

Ktspx,t,sq
sż

0

zpx,s1qds1ds´ λ

Tż

0

N0psqż

0

¨
˝H0tpx,t,s,τ,

sż

0

zps1qds1

˛
‚dτds “ ´F 1

tpx,tq. (1.16)

Введя подстановку вида
tż

0

zpx,sqds “ θpx,tq,θpx,0q “ 0, (1.17)

получим
$
’’’’’’’’’’’&
’’’’’’’’’’’%

pGθqpx,tq ”
tş
0

K0px,sqθpx,sqds`
tş
0

K1px,t,sqθpx,sqds` λ
Tş
0

N0pxqş
0

Hpx,t,s,τ,θpτ,sqqdτds “

“ ´F 1
tpx,tq,

tş
0

zpx,sqds “ θpx,tq,

K0px,sq ” Ktspx,s,sq; 0 ď K1px,t,sq ” Ktspx,t,sq ´Ktspx,s,sq;´H0tpx,t,s,τ,θpτ,sqq ”
” Hpx,t,s,τ,θpτ,sqq ě 0,

pλ ą 0q,
(1.18)

при этом для n ˆ n´матричной функции CnpD0qK0px,sq, требуется, чтоγipx,sq, pi “ 1,nq
собственные значения этой матрицы причем

γipx,sq ě α ą 0. p˚q

Введем возмущенную систему

$
’’&
’’%

εθεpx,tq ` pGθεqpx,tq “ ´F 1
t px,tq, θεpx,0q “ 0,

δzδpx,tq `
tş
0

zδpx,sqds “ θεpx,tq ` δzpx,0q,
rF px,tq ” F 1

t px,tq,

(1.19)

где ε,δ — малые параметры.
Если W px,t,0,εq — матричная функция Коши системы

θεt ` 1

ε
K0θε “ F0px,tq, θεpx,0q “ 0, (1.20)

то на основе неравенства Важевского [8], имеет место:

W px,t,s,εq ” e
´

tş
s

K0px,τqdτ
ε

; }W px,t,s,εq} ď
?
ne´α

ε
pt´sq, ps ď tq. (1.21)
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Поэтому, учитывая (1.21) первое уравнение системы (1.19) преобразуется к виду:

θεpx,tq “ ´1
ε

tş
0

W px,t,s,εqK0px,sq ¨
"

´1
ε

sş
0

rK1px,s,s1q ´ K1px,s1,s1qs θεpx,s1qds1´

´1
ε
λ
Tş
0

N0pxqş
0

rHpx,t,s1,τ,θεpτ,s1qq´Hpx,s,s1,τ,θεpτ,s1qqsdτds1 1
ε
rF px,sq

)
ds´

´1
ε

tş
0

rK1px,t,s1q ´K1px,s1,s1qsθεpx,s1qds1 ´ 1
ε
λ
Tş
0

N0pxqş
0

Hpx,t,s1,τ,θεpτ,s1qqdτds1 1
ε
rF px,tq,

θεpx,tq “ ´1

ε

tż

0

W px,t,s,εqK0px,sq ¨

$
&
%´1

ε

sż

0

“
K1px,s,s1q ´ K1px,s1,s1q

‰
θεpx,s1qds1`

`1
ε

tş
0

rK1px,t,s1q ´K1px,s1,s1qsθεpx,s1qds1 ´ 1
ε
λ
Tş
0

N0pxqş
0

rHpx,t,s1,τ,θεpτ,s1qq´

´Hpx,s,s1,τ,θεpτ,s1qqsdτds1 ´ 1
ε
p rF px,sq ´ rF px,tqq

)
ds´ 1

ε
W px,t,0,εqˆ

ˆ
#
tş
0

rK1px,t,s1q ´K1px,s1,s1qsθεpx,s1qds1 ´ λ
Tş
0

N0pxqş
0

Hpx,t,s1,τ,θεpτ,s1qqdτds1` rF px,tq
+

”

” pℵ0θεqpx,t,εq.
(1.22)

Аналогично получим
$
’’’&
’’’%

zδpx,tq “ ´ 1
δ2

tş
0

W0px,t,s,δqpθεpx,sq ´ θεpx,tqqds ` 1
δ
W0px,t,0,δqθεpx,tq`

`W0px,t,0,δqzpx,0q,
}W0px,t,0,δq} ď ?

ne´ 1

δ
t.

(1.23)

Сначала, оценим (1.22), т. е.
$
’’’’&
’’’’%

}θε} ď m0 }θε}Cn
`M1,

0 ă M1 “ ?
np2LK1

1
α2C0T0 ` LK1

e´1 1
α

q ¨ T ` ?
npLF 1

α2C0 ` λLH
1
α
e´1q,

0 ă m0 “ ?
np2LH 1

α2C0T0λ` LH
1
α
e´1λqT ă 1,

T0 “ sup
D0

}K0px,tq} , C0 “
8ş
0

e´zzdz “ 1.

где 0 ă LK1
,L rF ,LH — коэффициенты Липшица функций K1, rF ,H соответственно.

Отсюда следует:
}θε}Cn

ď p1 ´m0q´1 ¨M1. (1.24)

Далее, учитывая, θε “ θ ` ℑε, имеем:

ℑεpx,tq “ ´1
ε

tş
0

W px,t,s,εqK0px,sq
"

´1
ε

sş
0

rK1px,s,s1q´ K1px,s1,s1qsℑεpx,s1qds`

`1
ε

tş
0

rK1px,t,s1q ´K1px,s1,s1qsℑεpx,s1qds1 ` 1
ε
λ
Tş
0

N0pxqş
0

rHpx,s,s1,τ,θpτ,s1qq`

`ℑεpτ,s1q ´Hpx,s,s1,τ,θpτ,s1qqsdτds1 ´ 1
ε
λ
Tş
0

N0pxqş
0

rHpx,t,s1,τ,θpτ,s1qq`ℑεpτ,s1q´

(1.25)

´Hpx,t,s1,τ,θpτ,s1qqsdτds1( ds´ 1

ε
W px,t,0,εq ¨

$
&
%

tż

0

r K1px,t,s1q ´K1px,s1,s1qsℑεpx,s1qds1´
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´1

ε
λ

Tż

0

N0pxqż

0

rHpx,t,s1,τ,θpτ,s1qq ` ℑεpτ,s1q´ Hpx,t,s1,τ,θpτ,s1qqsdτds1( ds` ∆px,t,ε,0q ”

” pDℑεqpx,t,εq,

здесь

$
&
%

∆px,t,ε,0q ” ´1
ε

Tş
0

W px,t,s,εqK0px,sqpθpx,tq ´ θpx,sqqds´W px,t,0,εqθpx,tq,

}∆}Cn
ď pL0T0

?
n 1
α2 ` L0

?
n 1
α
e´1qε “ Q1ε.

0 ă L0 — коэффициент Липшица по t.
Следовательно

}ℑε}Cn
ď p1 ´m0q´1Q1ε “ M2pεq. (1.26)

Пусть
zδ “ z ` ξδ.

Тогда

ξδpx,tq “ ´ 1
δ2

Tş
0

W0px,t,s,δqpθεpx,sq ´ θpx,sqqds`1
δ
pθεpx,sq ´ θpx,sqq ´W0px,t,0,δqˆ

ˆpzpx,tq ´ zpx,0qq ´ 1
δ

tş
0

W0px,t,s,δqpzpx,tq ´ zpx,sqqds.

Отсюда следует

}ξδ}Cn
ď 2

?
np1
δ
M2pεq ` Lzδq “ Q0pε,δq, p0 ă Lz “ const), (1.27)

значит:
ℑε ÝÑ

εÑ0
0, ξδpx,tq ÝÑ

εÑ0,δÑ0
0,@px,tq P D0, (1.28)

так как

Q0pε,δq ÝÑ
εÑ0,δÑ0

0, когда
1

δ
M2pεq ÝÑ

εÑ0,δÑ0
0.

Поэтому
pθε,zδq ÝÑ

εÑ0,δÑ0
pθ; zq, @px,tq P A. (1.29)

Утверждение 2. При условии (1.28) система (1.16) регуляризируема в C1,0
n pD0 “ r0,Xs ˆ

r0,T sq, причем

zδpx,tq ÝÑ
δÑ0

zpx,tq, @px,tq P r0,Xs ˆ r0,T s “ Ω0,когда
M2pεq
δ

ÝÑ
δÑ0,εÑ0

0. (1.30)

Отметим, что по условию заданная функция zpx,tq должна быть дифференцируема по x.
Поэтому и от решения уравнения (1.16) требуем это условие, а по t, функция непрерывна.
Следовательно, можем сформулировать следующую теорему.

Теорема 1. В условиях исходной задачи и утверждения 1, 2 решение уравнения (1.1)
устойчиво относительно функции ψ, т. е.

}uδpx,0,tq ´ upx,0,tq}Cn
ď r1Q0pε,δq,pM3 “ sup

D3

}Kp.q} , r1 “ k0rM3T ` |λ| 1
2
LHT

2 ¨ }N0pxq}Csq.
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Замечание 1. Полученные результаты данного раздела применимы и к задаче (1.1)–(1.3),
когда

G1z ”
tż

0

Kpx,t,sqzpx,sqds ` λ

Tż

0

xż

0

sż

0

H0px,t,s,τqzpτ,s1qqds1dτds. (1.31)

В этом случае, допуская, что имеют место результаты утверждение 2, в следующем разделе
рассмотрим реализацию численного метода на основе разработанных системных алгоритмов.

2. ЧИСЛЕННЫЙ АЛГОРИТМ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ
ВОЛЬТЕРРА-ФРЕДГОЛЬМА ПЕРВОГО РОДА

В предыдущем разделе, на основе регуляризационных методов доказаны достаточные
условия разрешимости многомерной обратной задачи влагопереноса с интегральной зави-
симостью. Здесь, как для развития теории интегральных уравнений Вольтерра-Фредгольма
первого рода рассмотрим численные методы для решения указанных уравнений.

Пусть
tż

0

Kpx,t,sqzpx,sqds ` λ

1ż

0

xż

0

H0px,t,s,τqzpτ,sqdτds “ fpx,tq, 0 ă λ, (2.1)

тогда (2.1) эквивалентно преобразуется к виду:

$
’’&
’’%

tş
0

K0px,sqψpx,sqds `
tş
0

N0px,t,sqψpx,sqds ` λ
1ş
0

xş
0

Hpx,t,s,τqψpτ,sqdτds “ fpx,tq,
tş
0

zpx,sqds “ ψpx,tq, zpx,0q “ 0, ψpx,0q “ 0,

(2.2)

с учетом:
а1q

ˇ̌
frδpx,tq ´ fpx,tq

ˇ̌
ď C1

rδ, 0 ă C1 “ const, @px,tq P D0, где @px,tq P D0 “ r0,1s ˆ r0,1s,
0 ď N0 ” ´Kspx,t,sq ` Kspx,s,sq, 0 ă α ď K0px,sq ” ´Kspx,s,sq, [так как Kspx,s,sq ď ´α ă
0, α ą 0];
а2qH0px,t,1,τq ” 0,H0spx,t,s,τq ” Hpx,t,s,τq ą 0.

Используя малые параметры и формулу средних прямоугольников, введем системный ал-
горитм вида:

$
’’’’’’’’’’’’&
’’’’’’’’’’’’%

εψi2´ 1

2
,i1´ 1

2

` h1
i1´1ř
j1“1

K0
i2,j1´ 1

2

ψi2,j1´ 1

2

` h1
i1´1ř
j1“1

N0
i2,i1,j1´ 1

2

ψi2,j1´ 1

2

`

`λh1h2
N1ř
j1“1

i2ř
j2“1

Hi2,i1,j1´ 1

2
,j2´ 1

2

ψj2´ 1

2
,j1´ 1

2

“frδi2,i1 ,

xk,ik “ ikhk, tki´ 1

2

“ pik ´ 1
2
qhk, ik “ 1,Nk,

hkNk “ Tk, k “ 1,2, h “ h1 ` h2, frδi2,i1 “ frδi2,i1px1i2 ,x2i1q,

δzi2,i1 ` h1
i1´1ř
j1“1

zi2,j1´ 1

2

“ ψε,i2,i1 , rx1 “ x, x2 “ t, x3 “ s,x4 “ τ s.

p2.31q

p2.32q

1. Чтобы исследовать (2.31) поступим следующим образом. Обозначим через rψα,h “"
rψα,h
i2´ 1

2
,i1´ 1

2

*
решение (2.31q и введем вектор

"
rβε,h
i2´ 1

2
,i1´ 1

2

*
“
"
ψi2´ 1

2
,i1´ 1

2

´ rψα,ε
i2´ 1

2
,i1´ 1

2

*
, ik “ 1,Nk, k “ 1,2.
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Так как

εψi2´ 1

2
,i1´ 1

2

` h1
i1´1ř
j1“1

K0
i2,j1´ 1

2

ψi2,j1´ 1

2

` h2
i1´1ř
j1“1

N0
i2,j2,j1´ 1

2

ψi2,j1´ 1

2

`

`λh1h2
N1ř
j1“1

i2ř
j2“1

Hi2,i1,j1´ 1

2
,j2´ 1

2

ψj2´ 1

2
,j1´ 1

2

“ fi2,i1 ´ ri1,i2 ` εψi2´ 1

2
,i1´ 1

2

,

ik “ 1,Nk,k “ 1,2,

(2.4)

где

ri1i2 “ λ
1ş
0

x1i2ş
0

Hpx1i2 ,x2i1 ,t1,t2qψpt1,t2qdt1dt2 ´ λh1h2
N1ř
j1“1

i2ř
j2“1

Hi2,i1,j1´ 1

2
,j2´ 1

2

ψ1j2´ 1

2
,j1´ 1

2

`

`h1
x2i1ş
0

N0px1i2 ,tqψpx1i2 ,tqdt´ h1
i´1ř
j“1

N0
i2,i1,j1´ 1

2

ψi2,j1´ 1

2

`
x2i1ş
0

K0px1i2 ,tqψpx1i2 ,tqdt´

´h1
i´1ř
j1“1

K0
i2,j1´ 1

2

ψi2,j1´ 1

2

остаточный член формулы средних прямоугольников, то вычитая (2.4) из (2.31q, имеем:

rε ` h1K
0
i2,j1´ 1

2

` h1N
0
i2,j1´ 1

2

` λh1h2Hi2,i1,j1´ 1

2
,j2´ 1

2

sβε,h
i2´ 1

2
,i1´ 1

2

` h1
i1´1ř
j1“1

K0
i2,2j1´ 1

2

β
ε,h

i2,j1´ 1

2

`

`h1
i1´1ř
j1“1

N0
i2,i1,j1´ 1

2

β
ε,h

i2,j1´ 1

2

` λh1h2
N1ř
j1“1

i2ř
j2“1

Hi2,i1,j1´ 1

2
,j2´ 1

2

β
ε,h

j2´ 1

2
,j1´ 1

2

“

“ fi2,i1 ´ frδi2,i1 ´ ri1,i2 ` εψi2´ 1

2
,i1´ 1

2

, ik “ 1,N, k “ 1,2.

(2.5)
Найдем разность между соседними строками треугольной СЛАУ (2.5) и переходя к оценке

по модулю, получим:

ˇ̌
ˇ̌βε,h
i2´ 1

2
,i1´ 1

2

ˇ̌
ˇ̌ ď ε

ε` h1K1 ` h1K2 ` λh1h2K3

ˇ̌
ˇ̌ rβε,h
i2´ 3

2
,j1´ 3

2

ˇ̌
ˇ̌`

` h2L1

ε` h1pK1 `K2q ` λh1h2K3

i1´1ÿ

j1“1

ˇ̌
ˇ̌ rβε,h
i2´ 1

2
,j1´ 1

2

ˇ̌
ˇ̌`

` h2L2

ε`h1pK1`K2q`λh1h2K3

i1´1ř
j1“1

ˇ̌
ˇ̌ rβε,h
i2´ 3

2
,j1´ 1

2

ˇ̌
ˇ̌ ` λh1L3

ε`h1pK1`K2q`λh1h2K3

N1ř
j1“1

i2´1ř
j2“1

ˇ̌
ˇ̌ rβε,h
j2´ 1

2
,j1´ 1

2

ˇ̌
ˇ̌`

`
c1rδ`|ri1,i2´ri1´1,i2´1|`ε

ˇ̌
ˇ̌ψ

i2´ 1
2
,i1´ 1

2

´ψ
i2´ 3

2
,i1´ 3

2

ˇ̌
ˇ̌

ε`h1pK1`K2q`λh1h2K3
,

(2.6)

где

#
L1 “ max

ˇ̌
K0
xpx,sq

ˇ̌
, K1 “ minK0px,tq,L2 “ max

ˇ̌
N0
xpx,t,sq

ˇ̌
, K2 “ minN0px,t,tq,

L3 “ max
ˇ̌
ˇHp

xx,t,s,τq
ˇ̌
ˇ , K3 “ minHpx,t,t,xq; 0 ă λ ă α´pK1`K2q

h2K3
, α ą K1 `K2, αh1 ă 1.

С другой стороны,

ˇ̌
ˇψi2´ 1

2
,i1´ 1

2

´ ψi2´ 3

2
,i1´ 3

2

ˇ̌
ˇ ď Φ1h, Φ1 “ }ψ}C ,

|ri1,i2 ´ ri1´1,i2´1| ď C2h
3, C2 “ const, ik “ 1,Nk.
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Поэтому, из (2.5) вытекает неравенство (2.6)
ˇ̌
ˇ̌ rβε,h
i2´ 1

2
,i1´ 1

2

ˇ̌
ˇ̌ ď ε

ε`h1K1`h1K2`λh1h2K3

ˇ̌
ˇ̌ rβε,h
i2´ 3

2
,j1´ 3

2

ˇ̌
ˇ̌ ` h2L1

ε`h1pK1`K2q`λh1h2K3
ˆ

ˆ
i1´1ř
j1“1

ˇ̌
ˇ̌ rβε,h
i2´ 1

2
,j1´ 1

2

ˇ̌
ˇ̌ ` h2L2

ε`h1pK1`K2q`λh1h2K3

i1´1ř
j1“1

ˇ̌
ˇ̌ rβε,h
i2´ 3

2
,j1´ 1

2

ˇ̌
ˇ̌ ` λh1L3

ε`h1pK1`K2q`λh1h2K3
ˆ

ˆ
N1ř
j1“1

i2´1ř
j2“1

ˇ̌
ˇ̌ rβε,h
j2´ 1

2
,j1´ 1

2

ˇ̌
ˇ̌ ` C1

rδ`C2h
3`εhΦ1

ε`h1pK1`K2q`λh1h2K3
, ik “ 1,Nk, k “ 1,2.

(2.7)

При i1 “ 1,i2 “ 1, следует:

ˇ̌
ˇ̌ rβε,h1

2
, 1
2

ˇ̌
ˇ̌ ď

C1
rδ ` C2h

3 ` ε
ˇ̌
ˇψ 1

2
, 1
2

ˇ̌
ˇ

ε` h1pK1 `K2q ` λh1h2K3

. (2.8)

Так как ψpx,0q “ 0, то

ˇ̌
ˇ̌ rβε,h1

2
, 1
2

ˇ̌
ˇ̌ ď C1

rδ ` C2h
3 ` εhΦ1

ε` h1pK1 `K2q ` λh1h2K3

. (2.9)

Обозначим через A0 правые части (2.9) и полагая в (2.6) i2 “ 2, найдем:
ˇ̌
ˇ̌ rβε,h3

2
,i1´ 1

2

ˇ̌
ˇ̌ ď

ˆ
1 ` ε` h2pL1 ` L2q ` 2λh1h2L3

ε ` h1pK1 `K2q ` λh1h2K3

˙
A0. (2.10)

Рассмотрим разностные уравнения

µik “ ε ` h2pL1 ` L2q ` 2λh1h2L3

ε ` h1pK1 `K2q ` λh1h2K3

µik´1 ` ε ` h2pL1 ` L2q ` 2λh1h2L3

ε ` h1pK1 `K2q ` λh1h2K3

i1´2ÿ

j1“1

µjk `A0, (2.11)

ik “ 2,Nk, Nk “ 1,2, µ1 “ A0.

При этом очевидно, что ˇ̌
ˇ̌ rβε,h
i1´ 3

2
,j2´ 1

2

ˇ̌
ˇ̌ ď µik . (2.12)

Найдем разность µik ´ µik´1 и сведем (2.11) к задаче Коши для однородного разностного
уравнения второго порядка, имеем

µik ´ p1` ε`h2pL1`L2q`2λh1h2L3

ε`h1pK1`K2q`λh1h2K3
qµik´1 ` ε

ε`h1pK1`K2q`λh1h2K3
µjk´2 “ 0,

ik “ 3,Nk, k “ 1,2, jk “ 3,Nk, k “ 1,2,
(2.13)

µ
1

“ A0, µ
2

“
ˆ
1 ` ε ` h2pL1 ` L2q ` 2λh1h2L3

ε ` h1pK1 `K2q ` λh1h2K3

˙
A0. (2.14)

Известно решение (2.13) и (2.14), которое имеет вид:

µik “ l1τ
ik´1
1 ` l2τ

ik´1
2 , ik “ 1,Nk, k “ 1,n, (2.15)

где τ1 и τ2 — корни характеристического уравнения
$
’’’&
’’’%

τ2 ´ p1` ε`h2pL1`L2q`2λh1h2L3

ε`h1pK1`K2q`λh1h2K3
qτ ` ε

ε`h1pK1`K2q`λh1h2K3
“ 0,

l1 “ µi1 τ2´µi2
τ2´τ1 , l2 “ µi2´τ1µi1

τ2´τ1 ,

D “ r2ε ` h1pK1 `K2q ` h2pL1 ` L2q ` λh1h2pK3 ` 2L3qs2 ´ 4εpε ` h1pK1 `K2q`
`λh1h2K3q,

(2.16)
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τ1,2 “ 2ε ` h1pK1 `K2q ` h2pL1 ` L2q ` λh1h2pK3 ` 2L3q ˘
?
D

2pε ` h1pK1 `K2q ` λh1h2K3q , (2.17)

здесь

τ1 “ 2ε ` rh1pK1 `K2q ` h2pL1 ` L2q ` λh1h2pK3 ` 2L3qs ˆ r1 ´ ηpε,h,h1,h2qs
2pε ` h1pK1 `K2q ` λh1h2K3q ,

τ2 “ 2ε ` rh1pK1 `K2q ` h2pL1 ` L2q ` λh1h2pK3 ` 2L3qs ˆ r1 ` ηpε,h,h1,h2qs
2pε ` h1pK1 `K2q ` λh1h2K3q , (2.18)

Эти формулы полностью определяют решение задачи. Так как τ2 ě 0, а l2 ď 0, @ ε ě 0, то
из (2.15) имеем:

µik ď l1τ
ik´1
1 , ik “ 1,Nk, Nk “ 1,2. (2.19)

Следовательно, с учетом l1 ď A0 “ const, i “ 1,n и

A0 “ C1
rδ ` C2h

3
1 ` εh1Φ1

ε ` h1pK1 `K2q ` λh1h2K3

,

переходим к неравенству:

µik ď C0rrδ ` h31 ` εh1s
ε ` h1pK1 `K2q ` λh1h2K3

, 0 ă Cj “ const, C0 “ max
Cj

,j “ 1,3; ik “ 1,Nk, Nk “ 1,2.

Подавно и ˇ̌
ˇ̌ rβε,h
i´ 1

2
,i2´ 1

2

ˇ̌
ˇ̌ ď C0rrδ ` h3 ` εh1s

ε ` h1pK1 `K2q ` λh1h2K3

,

т. е. искомая оценка погрешности ε´ регуляризируемого каркаса в первом случае прибли-
женного решения уравнения (2.31q получена, причем

hк.о.с.prδq “ rδ 1

3 , εк.о.с.prδq “ rδ 2

3 ,
›››rβεк.о.с.hк.о.с.

›››
Chк.о.с.

“ Oprδ 2

3 q. (2.20)

Теорема 2. При условии (2.20) справедлива оценка для ε— регуляризируемого каркаса
приближенного решения уравнения (2.2) с условиями (а1, а2q, удовлетворяющая СЛАУ (2.31q,
то есть: ˇ̌

ˇ̌ψi2´ 1

2
,i1´ 1

2

´ rψεprδq,hprδq
i2´ 1

2
,i1´ 1

2

ˇ̌
ˇ̌ “ Oprδ 2

3 q, ik “ 1,Nk, k “ 1,2, (2.21)

если hprδq “ rδ 1

3 , εprδq “ rδ 2

3 .

2. Далее, исследуем систему (2.32q. Для этого, учитывая (2.21) и оценку [4, 8] имеем

›››zpx,tq ´ rzδ,εpx,tq
›››
Cn

ď d1δ ` d2
ε

δ
“ Opε 1

2 q “
?
εpd1 ` d2q,где d1,d2 “ const, δ “ ε

1

2 . (2.22)

Теорема 3. При условиях теоремы 2 и (2.22), если δpεq “ ε
1

2 , то допускаемая погрешность
численного алгоритма будет порядка Oprδ 1

3 q.
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