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Аннотация. Рассматривается весовой частно-интегральный оператор Вольтерра в R2

в весовом пространстве Лебега Lγ
ppDq с мерой интегрирования xγi

i dxi, γi ą ´1 pi “ 1,2q.
Получено достаточное условие ограниченности данного оператора в Lγ

ppDq. Доказана тео-
рема существования и единственности решения весового частно-интегрального уравнения
Вольтерра второго рода.
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UNIQUENESS OF THE SOLUTION OF THE
PARTIAL-INTEGRAL

VOLTERRA EQUATION IN A WEIGHTED ANISOTROPIC
SPACE OF FUNCTIONS
L. N. Lyakhov, N. I. Trusova

Abstract. We consider a weighted partial-integral Volterra operator in R2 in a weighted
Lebesgue space Lγ

ppDq with an integration measure xγi

i dxi, γi ą ´1 pi “ 1,2q. A sufficient
condition for boundedness of this operator in Lγ

ppDq is obtained. A theorem on the existence
and uniqueness of a solution to a weighted partial-integral Volterra equation of the second kind
for any value of λ is proved.

Keywords: partial integral, weighted partial integral operator, weighted anisotropic
Lebesgue space, Volterra equation of the second kind.

1. ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ

Пусть D “ tx : 0 ă xi ă bi, i “ 1, 2u — конечный параллелепипед в R2 и D “ Dx1 ˆDx2 .
Весовые частно-интегральные операторы Вольтерра в R2 имеют вид

pK1uqpxq “
x1ż

0

k1px; t1qupt1, x2q tγ11 dt1 , (1)

pK2uqpxq “
x2ż

0

k2px; t2qupx1,t2q tγ22 dt2 . (2)
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Частно-интегральное уравнение Вольтерра второго рода с весовым частно-интегральным
оператором Вольтерра задается равенством

ϕpxq ´ λKαϕpxq “ fpxq , α “ 1, 2. (3)

Весовое анизотропное пространство LγppD1 ˆD2 ˆD3q, p “ pp1,p2,p3q, γ “ pγ1,γ2,γ3q опре-
делено нормой (см. [1], с. 9)

}f}Lγ
ppDq “

ˆ ż

D3

ˆ ż

D2

„ ż

D1

| fpxq|p1 xγ11 dx1

p2{p1
x
γ2
2 dx2

˙p3{p2
x
γ3
3 dx3

˙1{p3
,

где Di “ p0,biq. При p1 “ p2 “ p3 “ p — это весовая норма Лебега:

}f}Lγ
p

“

¨
˝

ż

D

|fpxq|pxγdx

˛
‚
1{p

.

Введем обозначение xγdx “ dµpxq, xi ą 0. Справедливо весовое неравенство Гёльдера для
функций f P LγppDq и g P Lγq pDq при p ě 1 и 1{p` 1{q “ 1,

ż

D

| fpxq gpxq | dµγpxq| ď

¨
˝

ż

D

|fpxq|p dµγpxq

˛
‚

1

p
¨
˝

ż

D

|gpxq|q dµγpxq

˛
‚

1

q

“ (4)

“}f}Lγ
ppDq }g}Lγ

q pDq .

2. ОГРАНИЧЕННОСТЬ ВЕСОВОГО ЧАСТНО-ИНТЕГРАЛЬНОГО
ОПЕРАТОРА ВОЛЬТЕРРА

Достаточный признак ограниченности весового частно-интегрального оператора Вольтер-
ра Kα вытекает из следующего утверждения.

Теорема 1. Пусть kαPLpγα, γα, γαq
pp1 , p , p p1q pDtαˆDxαˆDxαq, uPLγp pDtαˆDxαq, где p “ pp,p2q, pě1.

Тогда

}Kα u}Lγ
ppDq ď C }u}Lγ

p pDtαˆDxα
q , α “ 1, 2 , (5)

где

C “ }kα}
L

pγα, γα, γαq

pp1 , p , p p1q
pDtαˆDxαˆDxα

q .

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно рассмотреть случай α “ 1. Для оператора Вольтерра
(1) имеем

}K1 u}Lγ
ppDq“

››››››

x1ż

0

k1px; t1q upt1, x2q tγ11 dt1

››››››
L
γ
ppDq

.

Применяем весовое неравенство Гельдера (4) с показателями p1 и p. Тогда

}K1 u}Lγ
ppDq ď

›››››››

¨
˝

x1ż

0

|k1px; t1q|p1
t
γ1
1 dt1

˛
‚

1

p1
¨
˝

x1ż

0

|upt1, x2q|p tγ11 dt1

˛
‚

1

p

›››››››
L
γ
ppDq

.
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Cогласно определению весового класса функций Лебега, имеем

}K1 u}Lγ
ppDq ď

»
—–

ż

Dx2

¨
˚̋

ż

Dx1

»
–

x1ż

0

|k1px; t1q|p1
t
γ1
1 dt1

fi
fl
p{p1

ˆ

ˆ

»
–

x1ż

0

|upt1, x2q|p t
γ1
1 dt1

fi
fl
p{p

x
γ1
1 dx1

˛
‹‚

p{p

x
γ2
2 dx2

fi
ffiffifl

1{p

.

Усилим данное неравенство, заменив параллелепипед с переменным верхним пределом x1
на параллелепипед с конечным верхним пределом b1 . Тогда

}K1 u}Lγ
ppDq ď

»
—–

ż

Dx2

¨
˚̋

ż

Dx1

»
–

b1ż

0

|k1px; t1q|p1
t
γ1
1 dt1

fi
fl
p{p1

ˆ

ˆ

»
–

b1ż

0

|upt1, x2q|p t
γ1
1 dt1

fi
fl
p{p

x
γ1
1 dx1

˛
‹‚

p{p

x
γ2
2 dx2

fi
ffiffifl

1{p

.

Следовательно, для оператора (1), имеем

}K1u}Lγ
ppDq ď }k1}

L
pγ1, γ1, γ2q

pp1 , p , p p1q
pDt1ˆDx1ˆDx2q }u}

L
pγ1, γ2q

pp, p2q
pDt1ˆDx2q .

Аналогично доказывается ограниченность оператора Вольтерра (2).
Доказательство закончено.

3. ИТЕРАЦИИ ВЕСОВОГО ЧАСТНО-ИНТЕГРАЛЬНОГО
ОПЕРАТОРА ВОЛЬТЕРРА

Введем последовательность итерированных ядер оператора Вольтерра Kα. Первая и вто-
рая итерации определяются следующим образом

kp1q
α px; tαq“kαpx; tαq , kp2q

α px; tαq“
xαż

tα

kαpxα, xα; ταqkp1q
α pτα, xα; tαq τγαα dτα , . . . .

ℓ-Итерация принимает вид

kpℓq
α px; tαq “

xαż

tα

kαpxα, xα; ταqkpℓ´1q
α pτα, xα; tαq τγαα dτα

и называется весовым ℓ-итерированным ядром kα.
Теорема 2. ℓ-Итерированное ядро kα имеет следующий вид

kpℓq
α px; tαq“

xαż

σℓ´1

σℓ´1ż

σℓ´2

. . .

σ1ż

tα

kαpx;σℓ´1qkαpσℓ´1, xα;σℓ´2q . . . kαpσ1, xα; tαqσγ11 dσ1 . . . σ
γℓ´1

ℓ´1 dσℓ´1 .
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При выполнении условий теоремы 1 справедливо неравенство

}Kℓ
αu}Lγ

ppDq ď }kpℓq
α }

L
pγα, γα, γαq

pp1 , p , p p1q
pDtαˆDxαˆDxα

q }u}
L

pγα, γαq

pp, p2q
pDtαˆDxα

q . (6)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть ℓ “ 2. Имеем

pK2
αuqpxq “

xαż

0

kαpx;σ1q
σ1ż

0

kαpσ1,xα; tαquptα,xαq tγαα dtα σγ11 dσ1 .

Таким образом получаем

pK2
αuqpxq “

xαż

0

xαż

tα

kαpx;σ1qkαpσ1,xα; tαqσγ11 dσ1 , uptα,xαq tγαα dtα “
xαż

0

kp2q
α px; tαquptα,xαq tγαα dtα ,

где

kp2q
α px; tαq “

xαż

tα

kαpx;σ1qkαpσ1,xα; tαqσγ11 dσ1.

Следовательно, K2
α — частно-интегральный оператор Вольтерра с ядром k

p2q
α .

Аналогичным образом для оператора Kp3q
α имеем

pK3
α uqpxq “

xαż

0

kp3q
α px; tαq uptα,xαqtγαα dtα ,

где

kp3q
α px; tαq “

xαż

σ1

σ1ż

tα

kαpx;σ2qkαpσ2,xα;σ1qkαpσ1,xα; tαqσγ22 dσ2 , σ
γ1
1 dσ1.

Продолжим эти рассуждения ℓ раз. Тогда

´
Kℓ
αu

¯
pxq “

xαż

0

kpℓq
α px; tαquptα, xαq tγαα dtα . (7)

Воспользовавшись неравенством (5) для оператора Вольтерра Kℓ
α (7), получим (6).

Доказательство закончено.

4. РЕЗОЛЬВЕНТА ВЕСОВОГО
ЧАСТНО-ИНТЕГРАЛЬНОГО ОПЕРАТОРА ВОЛЬТЕРРА

В работе применен классический подход метода последовательных приближений. За ну-
левое приближение примем ϕp0qpxq “ fpxq. Следующее приближение

ϕp1qpxq “ fpxq ` λKαϕ
p0qpxq “ fpxq ` λ

xαż

0

kαpx; tαqfptα, xαq tγαα dtα ;

ϕp2qpxq “ fpxq ` λKαϕ
p1qpxq “
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“ fpxq ` λ

xαż

0

kαpx; ταq

»
–fpτα,xαq ` λ

xαż

0

kαpτα,xα; tαqtγαα dtα

fi
fl fpτα,xαqτγαα dτα “

“ fpxq ` λ2
xαż

0

»
–

xαż

tα

kαpx,ταqkαpτα,xα; tαqτγαα dτα

fi
fl fptα, xαqtγαα dtα`

`λ
xαż

0

kαpx; tαqfptα, xαqtγαα dtα ,

продолжая аналогичные действия, получим бесконечную последовательность функций

ϕp0qpxq, ϕp1qpxq, ϕp2qpxq, . . . , ϕpsqpxq, . . . ,

определенную соотношением

ϕpsqpxq “ fpxq ` λKαϕ
ps´1qpxq “ fpxq ` λ

xαż

0

kαpx,tαqϕps´1qptα, xαq tγαα dtα .

Тогда, учитывая равенство (7), получим ϕpsqpxq “ řs
ℓ“0 λ

ℓKℓ
α fpxq .

Далее мы увидим, что решение частно-интегрального уравнения Вольтерра (3) будет пред-
ставлено суммой ряда

ϕpxq “
8ÿ

ℓ“0

λℓKℓ
α fpxq . (8)

Используя (7), выражение (8) можно записать следующим образом

ϕpxq “ fpxq ` λ

xαż

0

„ 8ÿ

ℓ“1

λℓ´1kpℓq
α pxα, xα; tαq


fptα, xαqtγαα dtα “

“ fpxq ` λ

xαż

0

Rpx; tα; λqfptα, xαqtγαα dtα .

Функция

Rpx; tα; λq “
8ÿ

ℓ“0

λℓkpℓ`1q
α pxα, xα; tαq (9)

называется резольвентой частно-интегрального оператора Вольтерра.

5. РЕШЕНИЕ ВЕСОВОГО ЧАСТНО-ИНТЕГРАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ
ВОЛЬТЕРРА

Решение интегрального уравнения Вольтерра второго рода в пространстве L2pDq рассмот-
рено в книге [2], а частно-интегрального уравнения Вольтерра (3) при γα “ 0 в пространстве
непрерывных функций в монографии [3]. Для уравнения (3) справедлива следующая теорема.

Теорема 3. Пусть p ě 1 и r ą 1 — произвольное число, а числа p1 и r1 определены из
соотношений

1

p
` 1

p1 “ 1,
1

r
` 1

r1 “ 1 ,

и пусть

kα P Lpγα,γα, γαq
pp, pr,8q pDtα ˆDxα ˆDxαq .
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Тогда частно-интегральное уравнение Вольтерра второго рода (3) имеет единственное
решение в весовом пространстве LγppDq вида

ϕpxq “ fpxq ` λ

xαż

0

Rpx; tα; λqfptα, xαq tγαα dtα, x “ pxα, xαq ,

где резольвентное ядро Rpx; tα; λq определяется с помощью ряда, составленного из итери-
рованных ядер

Rpx; tα; λq “
8ÿ

ℓ“0

λℓkpℓ`1q
α px; tαq ,

сходящимся при всех значениях λ. Резольвентное ядро удовлетворяет частно-
интегральным уравнениям

Rpx; tα; λq ´ kαpx; tαq “ λ

xαż

tα

Rpx; τα; λq kαpτα, xα; tαq τγαα dτα “

“ λ

xαż

tα

kαpx; ταqRpτα, xα; tα; λq τγαα dτα . (10)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть p ě 1, p1 ě 1 и 1
p

` 1
p1 “ 1. К итерированному ядру

k
p2q
α px; tαq применим весовое неравенство Гельдера (4). Учитывая, что τα P r0,bs, получим

|kp2q
α px; tαq| ď

»
–

bż

0

|kαpxα, xα; ταq|p1
τγαα dτα

fi
fl

1{p1 »
–

bż

0

|kαpτα, xα; tαq|p τγαα dτα

fi
fl

1{p

.

Введем следующие функции

Apxα,xαq “

¨
˝

bż

0

|kαpxα, xα; ταq|p1
τγαα dτα

˛
‚
p1

, (11)

Bptα,xαq “

¨
˝

bż

0

|kαpτα, xα; tαq|p τγαα dτα

˛
‚
p

. (12)

В результате для k
p2q
α -итерированного ядра весового частно-интегрального оператора Воль-

терра справедлива оценка
|kp2q
α px; tαq| ď Apxα,xαqBptα,xαq.

Для итерированного ядра kp3q
α px; tαq, применяя наравенство Гельдера и уже полученную

оценку для |kp2q
α px; tαq|. Имеем

|kp3q
α px; tαq| “

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
xαż

tα

kαpxα, xα; ταqkp2q
α pτα, xα; tαq τγαα dτα

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌ ď

ď Apxα,xαqBptα,xαq

»
–

xαż

tα

Appτα,xαq τγαα dτα

fi
fl

1{p

.
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Пусть

F1 px; tαq “
xαż

tα

Appτα, xαq τγαα dτα ,
B

Bxα
F1px; tαq “ Appxα,xαq xγαα . (13)

Тогда
|kp3q
α px; tαq| ď Apxα,xαqBptα,xαqF 1{p

1 px; tαq .

Аналогично со следующим повторным ядром

|kp4q
α px; tαq| ď

»
–

xαż

tα

|kαpxα, xα; ταq|p1
τγαα dτα

fi
fl

1{p1 »
–

xαż

tα

|kp3q
α pτα, xα; tαq|p τγαα dτα

fi
fl

1{p

ď

ď Apxα,xαqBptα,xαqF 1{p
2 px; tαq ,

где

F2 px; tαq “
xαż

tα

Appτα, xαq F
1{p
1 pτα,xα; tαq τγαα dτα

и т. д. В результате получаем общий вид оценки итерированных ядра

|kpℓ`2q
α px; tαq| ď Apxα,xαqBptα,xαqF 1{p

ℓ px; tαq, ℓ “ 1,2,3, . . . , (14)

где

Fℓpx; tαq “
xαż

tα

Appτα,xαqFℓ´1pτα,xα; tαq τγαα dτα .

Справедлива формула

Fℓpx; tαq “ 1

ℓ!
F ℓ1 px; tαq, ℓ “ 1,2, . . . . (15)

Действительно. Для ℓ “ 1 равенство (15) следует из определения F1px; tαq (13). Пусть для
номера ℓ´ 1 справедливо равенство

Fℓ´1px; tαq “ 1

pℓ´ 1q!F
ℓ´1
1 px; tαq . (16)

Докажем (15). Имеем

Fℓpx; tαq “ 1

pℓ´ 1q!

xαż

tα

Appτα,xαqF ℓ´1
1 pτα,xα; tαq τγαα dτα .

С учетом (13) имеем

Fℓpx; tαq “ 1

pℓ´ 1q!

xαż

tα

BF1pτα,xα; tαq
Bτα

F ℓ´1
1 pτα,xα; tαq dτα “

“ 1

pℓ ´ 1q! F
ℓ´1
1 pτα,xα; tαqF1pτα,xα; tαq

ˇ̌
ˇ̌
τα“xα

τα“tα
´

ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2022. № 2 75



Л. Н. Ляхов, Н. И. Трусова

´ ℓ´ 1

pℓ ´ 1q!

xαż

tα

F1pτα,xα; tαq F ℓ´2
1 pτα,xα; tαq BF1pτα,xα; tαq

Bτα
dτα “

“ 1

pℓ´ 1q! F
ℓ
1 px; tαq ´ pℓ ´ 1q

xαż

tα

Fℓ´1pτα,xα; tαqAppτα,xαq τγαα dτα “

“ 1

pℓ ´ 1q! F
ℓ
1 px; tαq ´ pℓ ´ 1qFℓpx; tαq.

Откуда следует (15).
Теперь возвращаемся к неравенству (14). Учитывая (15), запишем

}kpℓ`2q
α }Lγ

ppDˆDtαqď
1

pℓ!q1{p

¨
˚̋

ż

DˆDtα

Appxα,xαqBpptα, xαqF ℓ1 px; tαq tγαα dtα x
γ dx

˛
‹‚

1{p

.

Из (13) получим неравенство

F1 px; tαq ď sup
xα

bż

0

Appτα, xαq τγαα dτα “ }A}p
L8pDxα

;L
γα
p pDxα qq

В данном неравенстве с учетом обозначения (11) применена анизотропная sup ´ Lp1-норма,
ограниченность которой вытекает из условия принадлежности ядра kα пространству LppDxαq
со значением в пространстве существенно ограниченных функций Lγ8pDxαq (см. [5], с. 19) .

Следовательно

}kpℓ`2q
α }Lγ

ppDˆDtαq ď
ˆ
N ℓ

ℓ!

˙1{p
¨
˚̋

ż

DˆDtα

Appxα,xαqBpptα,xαq tγαα dtα x
γ dx

˛
‹‚

1{p

“

“
ˆ
N ℓ

ℓ!

˙1{p
¨
˝

ż

D

Appxα,xαq
bż

0

Bpptα;xαq tγαα dtα xγdx

˛
‚

1

p

.

К внешнему интегралу снова применим весовое неравенство Гельдера (4) с показателями r, r1,
r ě 1 и 1

r
` 1

r1 “ 1. Тогда

}kpℓ`2q
α }Lγ

ppDˆDtαq ď
ˆ
N ℓ

ℓ!

˙1{p
¨
˝

ż

D

Ap r
1pxα,xαqxγ dx

˛
‚
1{p r1

ˆ

ˆ
ˆ ż

D

ˇ̌
ˇ̌
bż

0

Bpptα,xαq tγαα dtα

ˇ̌
ˇ̌
r

xγ dx

˙1{p r
.

Учитывая введенные ранее функции (11) и (12), получим следующую оценку

}kpℓ`2q
α }Lγ

ppDˆDtαq ď

ď
ˆ
N ℓ

ℓ!

˙1{p
b1{p r }kα}

L
pγα, γq

pp1, p r1q
pDtαˆDq }kα}

L
pγα, γα, γαq

pp, p, p rq
pDxα ˆDtα ˆDxαq

“
ˆ
N ℓ b1{r

ℓ!

˙1{p
.
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Пусть

N “ max

#
}kα}

L
pγα, γq

pp1, p r1q
pDtαˆDq , }kα}

L
pγα, γα, γαq

pp, p, p rq
pDxα ˆDtα ˆDxα

q

+
.

Тогда оценка итерированных ядер примет вид

}kpℓ`2q
α }Lγ

ppDˆDtαq ď
ˆ
N ℓ b1{r

ℓ!

˙1{p
N . (17)

Пусть υ — произвольное натуральное число. Тогда

}ϕps`υq ´ ϕpsq}Lγ
ppDq “

›››››
s`υÿ

ℓ“s`1

λℓ
´
Kℓ
αf

¯
pxq

›››››
L
γ
ppDq

.

Применяя неравенство Минковского и неравенство (6), получим

}ϕps`υq ´ ϕpsq}Lγ
ppDq ď

s`υÿ

ℓ“s`1

|λ|ℓ
›››
´
Kℓ
αf

¯
pxq

›››
L
γ
ppDq

ď

ď
s`υÿ

ℓ“s`1

|λ|ℓ }kpℓq
α }

L
pγα, γα, γαq

pp1, p, p p1q
pDtαˆDxαˆDxα

q}f}
L

pγα, γαq

pp, p2q
pDtαˆDxα

q .

По условию теоремы kα P Lq, где число q ě 1, вообще говоря, произвольное. Поэтому, при-
меняя неравенство (17), получим

}ϕps`υq ´ ϕpsq}Lγ
ppDq ď C

s`υÿ

ℓ“s`1

|λ|ℓ
ˆ
N ℓ b1{r

ℓ!

˙1{p
Ñ 0 при ℓ Ñ 8 .

Таким образом, резольвента (9) сильно сходится в L
pγ, γαq
p pD ˆ Dtαq к функции, которая в

условии теоремы обозначена Rpx; tα; λq.
Покажем, что ϕpxq — решение весового Ч-И уравнения Вольтерра (3). Для этого во второе

слагаемое левой части уравнения (3) подставим функцию (8), получим

ϕpxq ´ λKα

˜ 8ÿ

ℓ“0

λℓ
´
Kℓ
αf

¯
pxq

¸
“ fpxq .

Найдем ϕpxq

ϕpxq “
8ÿ

ℓ“1

λℓ
´
Kℓ
αf

¯
pxq ` f “

8ÿ

ℓ“0

λℓ
´
Kℓ
αf

¯
pxq .

Следовательно, функция ϕpxq является решением весового частно-интегрального уравнения
Вольтерра (3).

Докажем равенство (10). Имеем (9)

Rpx; tα; λq “
8ÿ

ℓ“0

λℓkpℓ`1q
α px; tαq “ kαpx; tαq `

8ÿ

ℓ“1

λℓkpℓ`1q
α px; tαq “

“ kαpx; tαq `
8ÿ

ℓ“1

λℓ
xαż

tα

kpℓq
α px; ταq kαpτα, xα; tαq tγαα dtα “
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“ kαpx; tαq `
xαż

tα

« 8ÿ

ℓ“1

λℓ kpℓq
α px; ταq kαpτα, xα; tαq

ff
tγαα dtα “

“ kαpx; tαq ` λ

xαż

tα

« ˜ 8ÿ

ℓ“0

λℓ kpℓ`1q
α px; ταq

¸
kαpτα, xα; tαq

ff
tγαα dtα “

“ kαpx; tαq ` λ

xαż

tα

Rpx; τα; λq kαpτα, xα; tαq τγαα dτα .

Таким образом, получено первое частно-интегральное уравнение (10)

Rpx; tα; λq ´ kαpx; tαq “ λ

xαż

tα

Rpx; τα; λq kαpτα, xα; tαq τγαα dτα .

Аналогично проверяется и второе частно-интегральное уравнение (10) для резольвенты
Rpx; tα; λq .

Покажем, что функция (8) представляет собой единственное решение уравнения (3), сле-
дуя методике, развитой в [6] (с. 435).

Пусть существуют два решения ϕpxq и ψpxq уравнения (3). Тогда верны следующие равен-
ства

ϕpxq ´ λKαϕpxq “ fpxq, ψpxq ´ λKαψpxq “ fpxq .

Введем функцию ωpxq “ ψpxq ´ ϕpxq, которая удовлетворяет однородному частно-
интегральному уравнению Вольтерра

ωpxq ´ λKαωpxq “ 0 .

Докажем, что ωpxq ” 0 при любом значении λ.

Однородное частно-интегральное уравнение Вольтерра запишем в виде

ωpxq “ λ

xαż

0

kαpx; tαqωptα, xαq tγαα dtα . (18)

Тогда из (18) имеем

}ω}Lγ
ppDq “ |λ|

››››
xαż

0

kαpx; tαqωptα, xαq tγαα dtα

››››
L
γ
ppDq

ď

ď |λ| }kα}
L

pγα, γα, γαq

pp1, p, p p1q
pDtαˆDxαˆDxα

q}ω}
L

pγα, γαq

pp, p2q
pDtαˆDxα

q .

Так как по условию теоремы kα P Lq, где число q ě 1 — произвольное, то применняя нера-
венство (17), получим

}ω}Lγ
ppDq ď |λ|C

˜
N b1{r

1!

¸1{p

.

Продолжая далее шаг за шагом из (18), получим
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}ω}Lγ
ppDq ď |λ|

››››
xαż

0

kαpx; tαq |λ| C
˜
N b1{r

1!

¸1{p

tγαα dtα

››››
L
γ
ppDq

ď |λ|2 C
˜
N2 b1{r

2!

¸1{p

,

}ω}Lγ
ppDq ď |λ|

››››
xαż

0

kαpx; tαq |λ|2 C
˜
N2 b1{r

2!

¸1{p

tγαα dtα

››››
L
γ
ppDq

ď |λ|3 C
˜
N3 b1{r

3!

¸1{p

,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

}ω}Lγ
ppDq ď

ď |λ|
››››
xαż

0

kαpx; tαq |λ|ℓ´1 C

˜
N ℓ´1 b1{r

pℓ´ 1q!

¸1{p

tγαα dtα

››››
L
γ
ppDq

ď |λ|ℓ C
˜
N ℓ b1{r

ℓ!

¸1{p

(19)

при любом λ . Полагая в (19), что ℓ Ñ 8, имеем }ω}Lγ
ppDq ď 0. Следовательно ωpxq ” 0. Таким

образом единственность решения частно-интегрального уравнения Вольтерра (3) в весовом
пространстве функций LγppDq доказана.

Доказательство закончено.
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