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Аннотация. Предлагаемая работа посвящена исследованию двумерной задачи со сво-
бодными границами, которая возникает при математическом моделировании медицин-
ских проблем. В работе рассмотрена новая постановка двумерной задачи со свободными
границами, получена более простая двумерная стационарная задача Стефана, а также
проведено асимптотическое интегрирование исследуемой задачи. После асимптотическо-
го разложения получены уравнения нулевого и первого приближения.
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Abstract. The proposed work is devoted to the study of a two-dimensional problem with
free boundaries, which arises in the mathematical modeling of medical problems. A new
formulation of the two-dimensional problem with free boundaries is considered, a simpler
two-dimensional stationary Stefan problem is obtained, and the asymptotic integration of
the problem is carried out. The equations of zero and first approximation are obtained after
asymptotic expansion.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Современный уровень развития прикладной математики определяется исследованиями
нелинейных задач для многомерных дифференциальных и интегральных уравнений. Одним
из таких нелинейных задач в математической физике являются задачи со свободными грани-
цами. В таких задачах граница области или ее часть, в которой ищется решение, неизвестна
и определяется в процессе решения самой задачи. Классическим примером такого типа задач
является задача Стефана — задача с фазовыми переходами в теории теплопроводности.

Задачи со свободными границами в настоящее время привлекают большое внимания
математиков–специалистов, которые занимаются уравнениями с частными производными,
а также специалистов, которые занимаются вычислительной математикой.

Многие задачи со свободными границами для уравнений эллиптического и параболическо-
го типов удается сформулировать в виде вариационного неравенства, вариационной задачи
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с ограничениями, что позволяет исследовать вопросы существования, единственности реше-
ний этих задач, а также строить вычислительные алгоритмы. А многие задачи со свободными
границами не удается представить в виде вариационных неравенств.

Задачи со свободными границами отличаются богатством содержаний и многообразием
приложений — от технологических процессов до проблем окружающей среды и рациональ-
ного природопользования [12–15]. Для разнообразных задач со свободными границами ис-
следованы и решены многие проблемы, которые связанны с оптимизацией, с оптимальным
управлением, с численными расчетами и т. д. [16–18, 20–23]. Данная работа является про-
должением уже опубликованных работ [6] и посвящена исследованию двумерной задачи со
свободными границами для нелинейного эволюционного уравнения, которая возникает при
математическом моделировании медицинских проблем.

Цель предлагаемой работы: разработка новых эффективных методов исследования дву-
мерных задач со свободными границами и получение более простых постановок двумерных
задач.

Одной из работ, посвященной исследованию двумерных задач со свободными граница-
ми типа Стефана является работа Березовского А. А. [2]. В своей работе [2] Березовский
А. А. проводит исследование двумерных задач со свободными границами, которые возника-
ют в проблемах криодеструкции биологической ткани.

В работе Формалева В. Ф., Рабинского Л. Н. моделируется и аналитически решается за-
дача в трехфазных средах с двумя нестационарными подвижными границами фазовых пре-
вращений [11].

Работа [1] содержит базовую модель и алгоритм ее решения. Работа посвящена программ-
ной реализации метода граничных элементов для задачи со свободной границей, решается
уравнение Лапласса для функции скорости потенциала, функции тока, удовлетворяющая
условию Коши. На свободной границе, исследуемой в этой работе задаче, заданы кинемати-
ческое и динамическое условия [1].

В настоящее время в различных источниках предлагаются различные аналитические и
численные методы решения классической задачи Стефана [4—6, 7–10]. В работе [3] предложен
сравнительный анализ некоторых численных решений одномерной задачи Стефана.

В работе рассматриваются новые постановки двумерных двухфазных задач со свободны-
ми границами в цилиндрической и сферической системах координат. Поставленные задачи
Стефана не содержат начальных условий, так как температурное поле определяется только
в возмущенной в тепловом отношении области биологической ткани.

Полученные в настоящей работе результаты можно применить для расчета режимов низ-
котемпературного воздействия на биологическую ткань, для определения значения парамет-
ров замораживания биологической ткани, для конструирования и совершенствования крио-
инструментов, а также эти результаты могут быть полезны аспирантам и научным сотруд-
никам, которые занимаются задачами со свободными границами.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Замораживание биологической ткани сопровождается выделением источников тепла при
кристаллизации сначала внеклеточной, а затем и внутриклеточной воды. Это моделируется
разрывностью удельной внутренней тепловой энергии как функции температуры в точках
T “ Tn иT “ T˚ где Tn — температура криопоражения (-50 ˜ -200 С), а T˚ - заморажи-
вания (-3 ˜ 00 С). Источники сосредоточены на подлежащих определению изотермических
поверхностях Φn pp,tq “ T pp,tq ´ Tn “ 0,Φ˚ pp,tq “ T pp,tq ´ T˚ “ 0.

Биоткань пронизана разветвленной сетью капилляров, снабжающей кровью охлажден-
ную незамороженную

`
T˚ ď T ď T̄

˘
и замороженную не криопораженную (Tn<T<T˚q об-

ласти биоткани. Температура протекающей по капиллярам крови является функцией ко-
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ординат и времени. Она неизвестна, но всегда выше температуры охлажденной ткани —
TK pp,tq ą T,T˚ ď T ď T̄ =36,70С, следствием чего является возникновение внутренних ис-
точников тепла WK pTq “ mKcK pTK ´ Tq

“
η pT ´ T˚q ´ η

`
T ´ T̄

˘‰
где mK — скорость потока

массы крови, cK — ее удельная теплоемкость, а η pTq — функция Хевисайда. Другим внутрен-
ним источником является тепло, образующееся как побочный продукт метаболизма. Принято
считать, что плотность этого источника тепла постоянна —Wm “ const.

По теплофизическому смыслу, в отличие от используемой, зависимость W “ W pTq для
всех T P

`
Tn,T̄

˘
должна быть ограниченной непрерывной функцией, монотонно возрас-

тающей в интервале температур Tn ď T ă T˚˚ и монотонно убывающей в интервале
T˚˚ ă T ă T̄. Для существования пространственной локализации непременным является
условие W 1

T

`
T̄
˘

“ ´8, имеющее простой физический смысл — при сколь угодно малом воз-
мущении начальной температуры биоткани в ней возникает сколь угодно малые источники,
скорость нарастания которых, однако, неограниченна. Эти качественные характеристики,
диктуемые физическим смыслом, необходимо учитывать при выборе конкретных функцио-
нальных зависимостей W “ W pTq . В качестве простейшей может быть принята степенная

зависимость W “ W0

“`
T̄ ´ Tn

˘ν ´ pT ´ Tnqν
‰β
,Tn ă T ă T̄ с 0 ă β ă 1 и ν ą 1. Содержащи-

еся в ней три параметра ω0, ν и β должны определяться экспериментально как новые тепло-
физические характеристики биологической ткани — активной, не инертной среды. В общем
случае определение функциональной зависимости w “ w pTq представляет собой самостоя-
тельную очень сложную и важную задачу, решение которой требует проведения специальных
целенаправленных экспериментальных исследований.

Для определения T pp,tq и трех изотермических поверхностей Φn pp,tq “ 0,Φ˚ pp,tq “
0,ΦB pp,tq “ 0 в предложении, что с поверхности биоткани осуществляется отвод тепла в
окружающую среду по закону Ньютона, получаем нестационарную задачу Стефана:

div rλ pTq gradTs ´ et pTq “ ´w pTq ,p P Ω ptq ,t ą 0,

λ pTq BT{Bn “ α ppq rT ´ Tc pp,tqs ,p P Φ pp,tq “ 0,t ą 0,

T “ T,BT{Bn “ 0,p P ΦB pp,tq ; T “ T˚,p P Φ˚ pp,tq “ 0;

T “ Tn,p P Φn pp,tq “ 0,t ą 0,

где α ppq — коэффициент теплообмена, Tc pp,tq — температура внешней среды, n— внутренняя
нормаль.

В процессе криодеструкции температура криозонда TA ptq монотонно понижается от мак-
симального значения TA p0q “ T до необходимого минимального TA ď T. в начальный пе-
риод охлаждения биоткани, когда T pp,tq ě T˚,p P Φ ppq “ 0, определению подлежит только
T pp,tq ,p P Ω ptq и поверхность ΦB pp,tq “ 0. На втором этапе, когда T pp,tq ě Tn,p P Φ ppq “ 0,
к этой паре добавляется и определение изотермы замораживания Φ˚ pp,tq “ 0. И, наконец,
при T pp,tq ď Tn,p P Φ ppq “ 0, необходимо определять еще и изотермическую поверхность
криопоражения Φn pp,tq “ 0.

С течением времени суммарная мощность источников тепла, выделяемых биотканью, ком-
пенсирует отводимый от биоткани тепловой поток значения коэффициента теплопроводности
в замороженной и незамороженной областях биоткани. Эта зависимость следует из закона
Фурье Q “ ´λBT{Bn и стационарного уравнения теплопроводности pλT1

nqn “ ´w, отнесенного
к системе координат, связанной с изотермическими поверхностями и нормалями к ним, после
исключения дифференцирования по нормали Qdn “ ´λdn.

Локальность процесса замораживания позволяет рассматривать биологическую ткань как
полуограниченную, активную (неинертную) теплопроводящую среду z ą 0. Если при де-
струкции применяются криозонды с достаточно протяженной вдоль оси Ox охлаждающей
поверхностью, то, температурное поле биологической ткани зависит только от двух простран-
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ственных переменных y и z, т. е. T “ T py,z,tq. В этом случае:

P : py,zq ; div rλ pTq gradTs “ B
By

ˆ
λ pTq BT

By

˙
` B

Bz

ˆ
λ pTq BT

Bz

˙
;

B
Bn “ B

Bz ; Φ py,zq “ z “ 0;

изотермическая поверхность замораживания, как и любая другая, представима в одном из
видов: Φ˚ py,z,tq “ y´ y˚ pz,tq или Φ˚ py,z,tq “ z ´ z˚ py,tq. Соответственно, для орта нормали

~n к Φ˚ py,z,tq “ 0 получаем выражения: ~n “ gradΦ˚{ |∇Φ˚| “
´
~j ´ y˚ pz,tq~k

¯
{
a
1 ` yz̊ pz,tq

и ~n “
´

´z˚
y py,tq~j ` ~k

¯
{
a
1 ` z˚2 py,tq. Для производной по нормали BT{Bn “ pgradT,~nq на

поверхности Φ˚ py,z,tq “ 0 имеем представления BT{Bn “ rTy ´ Tzy
˚
z pz,tqs {

a
1 ` y˚2

z pz,tq и
BT{Bn “

`
´z˚

y py,tqTy ` Tz
˘

{
a

1 ` z˚2 py,tq. Условие Стефана (сопряжения) на поверхности

Φ˚ “ 0,
”
λ pTq BT{Bn

ı
˚

“ ´pvn, где vn “ ´Φ˚
t { |∇Φ˚| — кажущаяся скорость движения поверх-

ности Φ˚ py,z,tq “ 0 в направлении нормали ~n “ ∇Φ˚{ |∇Φ˚| имеет вид:

rλ pTqTys˚ ´ rλ pTqTzs˚ ˚ y˚
z pz,tq “ py˚

t pz,tq ,y “ y˚ pz,tq ,
rλ pTqTzs˚ ´ rλ pTqTys˚ ˚ z˚

y py,tq “ pz˚
t py,tq ,z “ z˚ py,tq ,

где символ rs˚ означает скачок стоящей под ним функции при переходе через поверхность
Φ˚ py,z,tq “ 0. Условия Стефана на поверхности Φn py,z,tq “ y ´ yn pz,tq “ z ´ zn py,tq “ 0 и
условие на поверхности ΦBpy,z,tq “ y ´ yBpz,tq “ z ´ zBpy,tq “ 0:

rλ pTqTys
n

´ rλ pTqTzsn ˚ ynz pz,tq “ p0y
n
t pz,tq ,y “ yn pz,tq ,

rλ pTqTzsn ´ rλ pTqTys
n

˚ zny py,tq “ p0z
n py,tq ,z “ zn py,tq ,

Ty ´ Tz ˚ yBz pz,tq “ 0,y “ yB pz,tq ,
Tz ´ Ty ˚ zBy py,tq “ 0,z “ zB py,tq .

Таким образом, задачи плоско – параллельной криодеструкции биоткани можно рас-
сматривать как обычные задачи теплопроводности на сопряжение на подлежащих опреде-
лению поверхностях: Φ˚ py,z,tq “ 0 и Φn py,z,tq “ 0. Для криопораженной области T ă
Tn pΦn py,z,tq ă 0q для T px,z,tq получаем линейное уравнение ∆T ´ Tt{a2 “ 0, а в замо-
роженной Tn ă T ă T˚ pΦ˚ py,z,tq ă 0q и охлажденной T˚ ă T ă T pΦB py,z,tq ă 0q обла-
стях нелинейные ∆T ´ Tt{a2 “ ´w pTq {λ и ∆T ´ Tt{a2 “ ´w pTq {λ,∆T “ Tyy ` Tzz, где
a2 “ λ{cρ,a2 “ λ{cρ.

Сложность исследования двумерных задач Стефана связана с такими их особенностями,
как пространственная локализация, приводящая к вырождению начальных условий, и вре-
менная зависимость подлежащих определению изотермических поверхностей. Дальнейшее
упрощение задач достигается пренебрежением источниками тепла, обусловленными кристал-
лизацией внутриклеточной воды и кровотоком в замороженной биоткани, когда p0 “ 0 и
отпадают условия сопряжения на поверхности криопоражения Φn pp,tq “ 0. Сама поверх-
ность по решению двухфазной задачи Стефана определяется как изотерма криопоражения
Φn pp,tq “ T pp,tq ´ Tn “ 0. Приведем здесь упрощенные в таком плане постановки задач.

В случае плоского кругового аппликатора для T “ T pr,z,tq и Φ˚ pr,z,tq “ z ´ z˚ pr,tq “
r ´R˚ pz,tq “ 0,r ą 0,t ą 0 получаем двухфазную задачу Стефана.

Плоско – параллельное поле возникает также, когда охлаждающей является достаточно
длинная цилиндрическая поверхность. Как и в первом случае, для определения двухмерного
температурного поля биоткани T “ T pr,ϕ,tq и поверхностей:

Φn pr,ϕ,tq “ r ´Rn pϕ,tq “ ϕ´ Φn pr,tq “ 0,

Φ˚ pr,ϕ,tq “ r ´R˚ pϕ,tq “ ϕ ´ Φ˚ pr,tq “ 0,

ΦB pr,ϕ,tq “ r ´RB pϕ,tq “ ϕ ´ ΦB pr,tq “ 0
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получаем нестационарную пространственно – локализованную задачу Стефана.
При t Ñ 8 приходим к соответствующей более простой постановке стационарной задачи

Стефана.
Если охлаждающая поверхность криоинструмента представляет собой круг или полусфе-

ру, что наиболее часто встречается в криохирургической практике, то температурное поле в
биоткани обладает осевой симметрией, и, следовательно, зависит тоже от двух пространствен-
ных координат. В цилиндрической системе координат — ϕ,r и z, в сферической от r и Θ. Вос-
пользовавшись выражениями для градиента в цилиндрической gradT “ Tr~I1`r´1Tϕ~I2`Tz~I3

и сферической ∇T “ Tr~I4`r´1TΘ
~I2`pr sinΘq´1

Tϕ~I3, системах координат, получаем выраже-
ния для нормали к изотермической поверхности Φ pr,z,tq “ Φ pr,Θ,tq ее кажущейся скорости
в направлении нормали vn “ ´Φt{ |∇Φ| и производной BT{Bn ˚ p∇T,~nq.

В случае плоского кругового аппликатора температурное поле можно рассматривать как
в цилиндрической T “ T pr,z,tq, так и в сферической T “ T pr,Θ,tq системах координат. Если
же охлаждающая поверхность представляет собой полусферу радиуса r0, то предпочтитель-
ной является сферическая система координат, так как поверхность биоткани совпадает с
координатными поверхностями r “ r0,0 ď Θ ď π{2 и Θ “ π{2 и r0 ď r ď RB pπ{2,tq.

В случае полусферической охлаждающейся поверхности криозонда приходим к двухфаз-
ной задаче Стефана относительно Φ˚ pr,Θ,tq “ r ´R˚ pΘ,tq “ Θ ´ Θ˚ pr,tq “ 0,r ą r0,0 ă Θ ă
π{2 :

Дальнейшее упрощение задач связано с переходом от неограниченных областей z ą
0 pr ą r0,0 ă Θ ă π{2q к квадрату 0 ă r,z ă d и сектору r0 ă r ă a,0 ă Θ ă π{2. С опре-
деленной погрешностью условия регулярности на бесконечности при достаточно больших
значениях d и a можно заменить краевыми условиями Дирихле или Неймана.

Последняя, очевидно, равна нулю в случае пространственно – локализованных задач Сте-
фана, если d и a превосходят максимальный размер установившейся стационарной зоны теп-
лового возмущения биоткани, вне которой температурное поле постоянно T “ T “ 36.70C.

Для определения пары функций T ppq и Φ˚ ppq получаем соответствующие стационарные
задачи Стефана в случае кругового аппликатора и в случае полусферического аппликатора.

Вводя в рассмотрение относительную температуру U “ pT ´ T˚q {
`
T ´ T˚˘ и переходя

к безразмерным независимым и зависимым величинам и параметрам z “ IX,t “ IΥ,y0 “
I0{I,b “ d{I,y1 “ a{I, где I - характерный линейный размер, нестационарные задачи осесим-
метричной криодеструкции биоткани преобразуются к виду:

1
y

B
By

´
yγ puq Bu

By

¯
` B

Bx
`
γ puq Bu

Bx
˘

´ BEpuq
Bτ “ ´F puq ,0 ă x,y ă b,τ ą 0,

u px,y,0q “ 1,0 ă x,y ă b,

γ puq Bu
Bx ´ h pyq ru´ uc py,τqs “ 0,x “ 0,0 ă y ă b,τ ą 0,

Bu
Bx “ 0,y “ 0,0 ă x ă b,τ ą 0,

u pb,y,τq “ u px,b,τq “ 1,0 ă x,y ă b,τ ą 0;
1
y2

B
By

´
y2γ puq Bu

By

¯
` 1

y2 sinΘ
B

BΘ
`
sinΘγ puq Bu

BΘ
˘

´ BEpuq
Bτ “ ´F puq ,

u py,Θ,0q “ 1,y0 ă y ă y1,0 ă Θ ă π{2,τ ą 0,

γ puq Bu
By ´ hA ru´ uA pτqs “ 0,y “ y0,0 ă Θ ă π{2,τ ą 0,

γ puq Bu
yBΘ ` hcu´ 1 “ 0,Θ “ π{2,y0 ă y ă y1,τ ą 0,

Bu
BΘ “ 0,Θ “ 0,y0 ă y ă y1,τ ą 0.

В такой постановке задач Стефана поверхности фазового перехода вода-лед Φ˚ px,y,τq “
x ´ X˚ py,τq “ y ´ y˚ px,τq “ 0 и Φ˚ py,Θ,τq “ y ´ Υ˚ pΘ,τq “ Θ ´ Θ˚ py,τ q “ 0 отраже-
ны посредством кусочно-линейной зависимости относительно удельной тепловой энергии от
относительной температуры E puq “ u` rp` pk ´ 1q us η puq. для их конструктивного опреде-
ления служат условия сопряжения.
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Окончательные канонические формы постановки задач осесиметричной криодеструкции
биоткани достигаются с помощью преобразования Кирхгофа.

Определение стационарного температурного поля биоткани T “ T pr,zq, порождаемого
плоским круговым криозондом, приводит к решению задачи:

1
y

B
By

´
y Bψ

By

¯
` B2ψ

Bx2 “ ´f pψq ,0 ă y,x ă 8,
Bψ
Bx ´ h pyq

 “
1 `

`
γ´1 ´ 1

˘
η pψq

‰
ψ ´ uc pyq

(
“ 0,x “ 0,0 ă y ă 8,

Bψpx,0q
By “ 0,0 ă x ă 8, lim pψ ´ γq “ 0,

ψ rX˚ pyq ,Y s “ ψ ry,Y ˚ pxqs “ 0,

где
f pψq “ W

`
1 ´ γ´1 pψq rη pψ ´ η pψq ´ γqs

˘
;h pxq “ hA ` phc ´ hAq η px ´ x0q ;

uc pyq “ uA ` p1 ´ uAq η px´ x0q ;u “
“
1 ´

`
γ´1 ´ 1

˘
η pψq

‰
ψ;

T “ T˚ `
`
T ´ T˚˘u; z “ Ix,r “ Iy.

С помощью функции Грина задача сводится к эквивалентному нелинейному интегрально-
му уравнению [19]. К нему необходимо присоединить условие для поверхности раздела фаз
ψ rX˚ pyq ,Y s “ 0 или ψ rx,Y ˚ pxqs “ 0. Для функции χ py,xq “ γ´ψ py,xq получаем интеграль-
ное уравнение.

Так как процесс замораживания биоткани направлен, то температура T, а, следовательно,
U и Ψ являются монотонными функциями одной из координат при фиксированном значении
другой координаты и времени. Это позволяет с помощью обратного преобразования перейти
от задачи определения температурного поля к задаче Стефана для поля изотерм.

3. АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ ДВУМЕРНЫХ
ОСЕСИММЕТРИЧНЫХ ЗАДАЧ СО СВОБОДНЫМИ ГРАНИЦАМИ

В КРИОХИРУРГИИ

В различных областях современной медицины применяются полусферические аппликато-
ры. Определение динамики порождаемого ими в биологической ткани температурного поля
приводит к решению следующей двумерной нестационарной задачи со свободными границами
типа Стефана [2, 6]:

∆u´ kpuqut “ fpuq, y0 ă y ă y1px,tq, 0 ă x ă 1, t ą 0,

upy,x,0q “ 0, y “ y0, 0 ă x ă 1, py1px,0q “ y0q,
Bu
Bn “ Hppqrvpuq ´ v0s, x “ 0, y0 ă y ă y1px,tq, t ą 0,

u “ 0, Bu
Bn “ 0, x “ 1, y0 ă y ă y1px,tq,t ą 0,

rus “ 0, y “ y ˚ , r Bu
Bn sy“y˚ “ py˚

t , t ą 0,

(1)

где ∆u “ y´2py2uyqy ` y´2rp1 ´ x2quxsx - осесимметричная часть оператора Лапласса в сфе-
рической системе координат y, ϕ,Θ “ arccos x.

В задаче (1) искомыми являются функции u “ upy,x,tq, y0 ď y ď y1px,tq, 0 ă x ă 1, t ą 0;
u “ u ˚ px,tq, 0 ă x ă 1, t ą 0; y1 “ y1px,tq, 0 ă x ă 1, t ą 0. Остальные числовые параметры
k, γ, β, u˚ и функции Hppq, vcpy,x,tq; kpuq “ k ` p1 ´ kqηpu ´ u˚q, fpuq “ uβηpu ´ u˚q, vpuq “
u` r1 ` γpu´ 1qsηpu ´ u˚q ; ηpuq — функция Хевисайда известны.

В реальных ситуациях, когда коэффициент теплообмена с окружающей средой Hppq “
εpyq ăă 1 решение задачи (1) можно искать в виде:

u “
ÿN

n“0
unε

n, y˚ “
ÿN

n“0
y˚
nε
n, N ąą 1. (2)

Если подставить (2) в (1) и еще приравнять коэффициенты при ε0, приходим к сферически-
симметричной одномерной задаче Стефана относительно пары функций u0 “ u0py,tq и y˚

0 “
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y ˚ ptq, а также получаем двумерную линейную задачу на сопряжение на уже известной
полуокружности y “ y ˚ ptq.

Формально полученные в задаче условия сопряжения корректны, второе из этих условий
содержит дельта-функцию Дирака, несмотря на то, что, так как в силу четности rδpy ´
y˚
0 qsy˚

0
“ 0 и ru0yysy˚

A
“ r „

u0yysy˚
A

Волнистая черта в условии означает обычную не обобщенную
функцию, для которой справедливо равенство.

Из уравнения нулевого приближения получаем:

ru0y˚
0

s “ 0, ru0ys “ ´Py˚
0t, y

˚
0 “ y˚

0 ptq, t ą 0,

u0yy “
"

´2y´1u0yy ` ku0t, y ă y˚
A,

´2y´1u0y ` u0t, y ą y˚
0 .

Из которого следует, что ru0yysy˚
A

“ 2Py˚´1
0 y0t.

В случае, когда t Ñ 8, upx,y,tq Ñ upx,yq, а y ˚ px,tq Ñ y ˚ pxq получаются более простые
двумерные стационарные задачи Стефана, вытекающие из задачи .

Нулевое приближение. После асимптотического разложения при εpyq ăă 1:

u “
ÿN

k“0
εkuk, ε “ εpyq ăă 1, uk “ ukpx,yq, N ě 1, (3)

уравнение нулевого приближения u0 имеет вид:

Lu0 “ y´2py2u0yqy ` y´2rp1 ´ x2qu0xsx ` fpu0q “ 0, y ă y ă y, 0 ă x ă 1,

u0y “ hpu0 ´ uAq, y “ y,

y´1u0x “ 0, x “ 0, u0 ă 8, x “ 1, y ă y ă y.

(4)

Так как решение задачи (4) не зависит от x, то для определения u0pyq получаем одномер-
ную стационарную задачу Стефана.

С введением координаты изотермы замораживания y “ y ˚ pu0py˚q “ 0q стационарная
задача записывается в виде:

y´2py2u1
0q1 “ 0, y ă y ă y˚,

y´2py2u1
0q1 ` u

β
0 “ 0, y˚ ă y ă y,

u1
0pyq “ hpu0 ´ uAq, u0pyq “ 1,

rusy˚ “ 0, ru1sy˚ “ 0,

(5)

где знак r sy˚ означает скачок стоящей под ним функции в точке y*.
Используя общее решение дифференциального уравнения задачи (19) в замороженной

биологической ткани c1 ` pc2{yq и в незамороженной биологической ткани 1 ` c3e
´y{y, по-

сле удовлетворения краевым условиям и условиям сопряжения задачи (5) получаем систему
нелинейных уравнений относительно c1, c2, c3 и y*. Разрешив последнюю, находим точное
решение задачи (5):

u0pyq “
#
u0p1 ´ y˚

y

y´y
y˚´y q, y ď y ď y˚,

∆´1py˚qp1 ´ y˚
y
epy˚´yqq, y˚ ď y ď y,

(6)

где
∆py˚q “ 1 ´ y ˚ epy˚´yq{y, (7)

y˚
py ´ y˚qu0 “ hpu0 ´ uAq. (8)

Из (8) следует:

u0 “
ypy ˚ ´yqh

y ˚ `ypy ˚ ´yqhuA. (9)
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y

y ˚ py ´ y˚qu0 “ ∆´1py˚qp1 ` 1

y˚q. (10)

Из (10) следует:

u0 “
p1 ` y˚qpy ´ y˚q

y∆py˚q , (11)

а y* определяется как положительный корень уравнения:

y ˚2 p1 ` hyq ` y ˚ r1 ` yp1 ´ yqhs ´ y2hr1 ´ uA∆

y˚ s “ 0, (12)

В частности, в случае, когда y “ 8,∆py˚q “ 1 уравнение (11) вырождается в квадратное
с единственным положительным корнем.

В этом случае из уравнения общего баланса тепловой энергии следует:
ş8
y
Lu0y

2dy “
şy˚
y
Lu0y

2dy `
ş8
y˚ Lu0y

2dy “
“ y2 u0y|y˚

y ` y2 u0y|8y˚ `
ş8
y˚ fpu0qy2dy “ 0.

(13)

с учетом краевого условия и точного решения (11), находим:

y2hpu0 ´ uAq “ y ˚2 `y˚ Ñ u0 “ uA ` y ˚ p1 ` y˚q{py2hq. (14)

По физическому смыслу y˚ ě y, что достигается при следующем ограничении на h:

h ě p1 ` yq{py|uA|q. (15)

В общем случае уравнение теплового баланса записывается в виде:

y2hpu0 ´ uAq “ py ˚2 `y˚q∆´1py˚q ` 1

3
py3 ´ y˚qr1 ´ ∆´1py˚qs. (16)

Из (16) следует:

u0 “ uA ` py ˚2 `y˚q∆´1py˚q ` 1
2
py2 ´ y˚qrp1 ´ ∆´1py˚qs
y2h

. (17)

Уравнения первого приближения. Предварительно разложив функцию fpu0 ` εu1q в ряд
Тейлора и собирая коэффициенты при ε, для определения u1px,yq получаем следующую кра-
евую задачу:

L1u1 “ y´2py2u1yqy ` y´2rp1 ´ x2qu1xsx´
´u1ηpu0q ` fpu0qu1 “ 0, y ă y ă y, 0 ă x ă 1;

u1y “ hu1 ` fpu0qu1, y ă y ă y, 0 ă x ă 1;

y´1u1x “ rγpucq ´ γpu0qs, x “ 0;

u0py˚q “ 0, δpu0pyqq “ δpy´y˚q
u1
0

py˚q “ y˚δpy´y˚q
1`y˚ .

(18)

В каждой из подобластей биологической ткани y ă y˚ и y ą y˚ получаем уравнения:

y´1py2u1yqy ` y´2rp1 ´ xqu1xs, y ă y ă y˚,

y´1py2u1yqy ` y´2rp1 ´ x2qu1xsx ´ fpu0qεu1 “ 0, y˚ ă y ă y (19)

с краевыми условиями
y´1u1x “ γpucq ´ u0, x “ 0, y ă y ă y˚ (20)
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и условиями сопряжения при y “ y*

ru1sy˚ “ 0, ru1ysy˚ “ y ˚ u1px,y˚q
1 ` y˚ , 0 ă x ă 1, (21)

где γpucq “ uc ` pγuc ´ ucqηpucq.
В частном случае β “ 0, когда fpuq “ uβ “ 1, правая часть уравнения (1) линейна. Для

такого оператора задачи (1) имеет место вторая формула Грина.
Функцию Грина, определяем как решение краевой задачи:

L1G “ y´2py2Gyqy ` y´2rp1 ´ x2qGxsx ´Grηpy ´ y˚q ´ y˚δpy´y˚q
1`y˚ s “

“ ´δpy ´ ηqδpx ´ ξq, y ă y ă y, 0 ă x,ξ ă 1,

Gy “ hG, y “ y,G “ 0, y “ y, 0 ă x ă 1,

y´1Gx “ 0, x “ 0, y ă y ă y.

(22)

При u “ u1px,yq, ϕ “ G получаем интегральное представление:

u1pξ,ηq “ ´
y˚pξqş
ypξq

Gpy; ξ,ηqrγpucpyqq ´ u0pyqsydy´

´
ypξqş
y˚pξq

Gpy; ξ,ηqrγrγpucpyq ´ u0pyqsydys.
(23)

Используя оставшиеся краевые условия:

u1pξ,y ˚ pξqq “ 1, u1pξ,ypξqq “ 0. (24)

определяем неизвестные функции y˚ “ y ˚ pξq и y “ ypξq, которые содержатся в полученном
интегральном представлении (24).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Исследования методов и биологических результатов криохирургического воздействия зна-
чительно улучшили понимание процесса замораживания в тканях и сделали криохирургию
мощным медицинским методом лечения. Однако если криохирургия станет точной и контро-
лируемой формой терапии, то конструкцию криозондов и расчет режимов замораживания
следует осуществлять в направлении получения необходимой температурной среды для обес-
печения максимальной смертности клеток, а не усовершенствования холодного наконечника.

Для определения температурного поля и трех изотермических поверхностей в работе полу-
чена нестационарная задача Стефана. В работе также получены канонические формы поста-
новки задач осесиметричной криодеструкции биоткани, а также проведено асимптотическое
интегрирование двумерных осесимметричных задач со свободными границами в криохирур-
гии.

Результаты работы представляют теоретический интерес для специалистов, занимающи-
еся моделированием различных процессов, связанных с фазовыми переходами.

Применение полученных результатов представляет также значительный практический ин-
терес для анализа и оптимизации эффективности криохирургической деструкции биологиче-
ской ткани, а также для количественного уточнения динамики развития зоны замораживания
биологической ткани.
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