
УДК 517

ПРИНИЦИП УСРЕДНЕНИЯ ДЛЯ ПЕРИОДИЧЕСКИХ
РЕШЕНИЙ СТОХАСТИЧЕСКИХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ

УРАВНЕНИЙ С ПЕРИОДИЧЕСКИМИ
КОЭФФИЦИЕНТАМИ

С. Ю. Сидельникова

Воронежский государственный университет

Поступила в редакцию 01.09.2018 г.

Аннотация. В статье рассматривается вопрос о применимости процедуры усреднения
в задаче о периодических решениях полулинейного стохастического дифференциального
уравнения с периодическими коэффициентами в сепарабельном гильбертовом простран-
стве. На основе работы G. Da Prato, C. Tudor при диссипативных условиях на правую
часть доказывается, что среднеквадратично ограниченное на всей оси решение полули-
нейного стохастического дифференциального уравнения с периодическими коэффициен-
тами будет периодическим. На этой основе, в качестве основного результата статьи, до-
казывается принцип усреднения для стохастического дифференциального уравнения с
периодическими коэффициентами.

Ключевые слова: принцип усреднения, стохастическое эволюционное уравнение, пе-
риодические решения.

AVERAGING PRINCIPLE FOR PERIODIC SOLUTIONS OF
STOCHASTIC DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH

PERIODIC COEFFICIENTS
S. Y. Sidelnikova

Abstract. In this article we study averaging procedure for periodic solutions problem of a
semilinear stochastic differential equation with periodic coefficients in a separable Hilbert space.
We prove that the bounded on the whole axis solution of a semilinear stochastic differential
equation with periodic coefficients is periodic. This fact deals with dissipative conditions on
the right-hand side introduced by G. Da Prato and C. Tudor. The main result of this article
is an averaging principle for a stochastic differential equation with periodic coefficients.

Keywords: averaging principle, stochastic evolution equation, periodic solutions.

В настоящей статье в сепарабельном гильбертовом пространстве рассматривается полу-
линейное стохастическое уравнение с периодическими коэффициентами. Приводятся условия
существования периодических решений такого уравнения. Причем периодичность случайного
процесса означает периодичность всех его конечномерных распределений по времени. В ка-
честве основного результата доказывается принцип усреднения для периодических решений
полулинейных стохастических дифференциальных уравнений в гильбертовом пространстве
в случае быстро осциллирующей правой части.

Ранее задача об усреднении в задаче о почти периодических решений стохастических диф-
ференциальных уравнений рассматривалась в работе M. I. Kamenskii, O. Mellah, P. R. de Fitte
[1]. Задача существования периодических решений стохастических дифференциальных урав-
нений изучалась в работах G. Da Prato, C. Tudor [2], А. Дороговцева [5] и др. Смотри также
имеющуюся в них библиографию.
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Статья организована следующим образом: В первом разделе приводятся основные опред-
ления и предварительные сведения. Далее во втором разделе сформулированы основные
предположения, необходимые для доказываемых теорем. В третьем разделе устанавливается
существование периодического решения в случае, когда коэффициенты уравнения периодиче-
ские. В четвертом разделе приводится теорема о принципе усреднения почти периодических
решений, доказанную ранее в [1]. В пятом разделе в качестве основного результата статьи
доказывается принцип усреднения для стохастического дифференциального уравнения с пе-
риодическими коэффициентами.

1. ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ И ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

Приведем далее несколько необходимых нам определений, рассмотренных, в частности в
[3].

Определение 1. Вероятностным пространством называется тройка pΩ,F ,P q элемента-
ми котрой являются: 1. Ω-множество исходов, пространство элементрных событий. 2. F σ-
алгебра подмножеств Ω, называемых событиями. 3. P вероятностная мера на F .

Вероятностной мерой на измеримом пространстве pΩ,Fq будем называть σ-аддитивную
функцию P , действующую из F в r0,1s, такую что P pΩq “ 1

Определение 2. Пусть E-метрическое пространство, тогда наименьшая σ-алгебра, со-
держащая все открытые(замкнутые) подмножества E называется борелевской σ-алгеброй и
обозначается BpEq.

Определение 3. Пусть pΩ,F ,P q вероятностное пространство, а E банахово пространство с
σ-алгеброй B. Измеримое отображение X из pΩ,Fq в pE,Bq называется случайной величиной.

Определение 4. Пусть pΩ,F ,P q вероятностное пространство и X некоторая случайная
величина из pΩ,Fq в pE,Bq. Если интеграл

ş
Ω
XdP конечен, то интеграл EpXq “

ş
Ω
XdP

называется математическим ожиданием случайной величины.
Определение 5. Пусть E-банахово пространство и BpEq σ-алгебра борелевских подмно-

жеств. Предположим, что задано pΩ,F ,P q вероятностное пространство и t P r0,T s. Семейство
X “ tXtutPr0,T s со значениями в E будем называть стохастическим процессом (или случайным
процессом), если Xptq при каждом фиксированном t P r0,T s является случайной величиной
(то есть измеримым отображением из Ω в E). Говорят, что множество функций Xp¨,ωq, ω P Ω

образуют траектории стохастического процесса Xptq. Если функции непрерывные п.н., то
говорят,что процесс X имеет непрерывные траектории.

Определение 6. Случайный процесс X измеримый, если отображение Xp¨,¨q : r0,T sˆΩ Ñ
E будет Bpr0,T sq ˆ F измеримо.

Определение 7. Процесс X прогрессивно измеримый, если для каждого t P r0,T s отоб-
ражение

r0,ts ˆ Ω Ñ E, ps,ωq Ñ Xps,ωq

Bpr0,tsq ˆ Ft-измеримо
Определение 8. Случайный процесс X стохастически непрерывен в t0 P r0,T s, если для

любого ε ą 0 и любого δ ą 0 существует ρ ą 0 такое что

P p‖Xptq ´Xpt0q‖ ě εq ď δ,

для любого t P rt0 ´ ρ,t0 ` ρs X r0,T s
Определение 9. Пусть H1,H2 вещественные сепарабельные гильбертовы пространства.

Стохастический процесс Wt, t ě 0 со значениями в H1 называется Q-винеровским процессом,
если он обладает следующими свойствами:

1. процесс W0 “ 0,
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2. процесс W имеет почти наверное непрерывные траектории,

3. процесс W имеет независимые приращения,

4. распределение LpWt ´Wsq “ Np0,pt´ sqQq, t ě s ě 0 где LpWt ´Wsq является распреде-
лением, Np0,pt ´ sqQq невырожденное распределение Гаусса, с оператором ковариации
pt´ sqQ.

Определение 10. Любое семейство Sptq, t P r0,`8q- ограниченных линейных операторов
в банаховом пространстве E, удовлетворяющих следующим условиям

1) Sp0q “ I,

2) Spt` sq “ SptqSpsq, для всех t,s P r0, ` 8q, называется полугруппой.

Определение 11. Полугруппа Sptq, удовлетворяющая условию Sptqx непрерывна на
r0,8q, для всех x P E, называется C0-полугруппой линейных операторов (сильно непрерывная
полугруппа).

Определение 12. Пусть Sptq-C0-полугруппа, тогда линейный оператор A, определяемый
следующими соотношениями

DpAq “
"
x P E : lim

tÑ0`
Sptqx´ x

t

*
,

Apxq “ lim
tÑ0`

Sptqx ´ x

t
.

для всех x P DpAq, называют производящим оператором полугруппы Sptq.
Теорема(см.[3]). Пусть A : DpAq Ă E Ñ E линейный замкнутый оператор в E. Тогда

следующие утверждения эквивалентны

(i) A´производящий оператор C0-полугруппы Sptq такой что ‖Sptq‖ ď Meωt, для всех t ě 0

и M ą 0,

(ii) DpAq плотно в E, резольвентное множество ρpAq содержит отрезок pω, ` 8q и выпол-
няется следующая оценка

∥

∥

∥
Rkpλ,Aq

∥

∥

∥
ď M

pλ´ ωqk ,,k “ 1,2,...,

где Rpn,Aq резольвента оператора A.

Определение 13. Аппроксимацией Иосиды оператора A называется оператор An, опре-
деляемый формулой An “ nARpn,Aq.

Определение 14. Пусть L2pP,H2q пространство H2-значных случайных величин с конеч-
ным среднеквадратичным. Говорят, что стохастический процесс X : R Ñ L2pP,H2q средне-
квадратично непрерывен, если для каждого s P R,

lim
tÑs

E ‖Xptq ´Xpsq‖2
H2

“ 0

Обозначим как CUBpR,L2pP,H2qq-банахово пространство среднеквадратичных равномерно
ограниченных стохастических процессов с нормой

‖X‖8 “ sup
tPR

pE ‖Xptq‖2
H2

q
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Далее рассмотрим необходимые нам предварительные сведения:
Пусть H1,H2 сепарабельные гильбертовы пространства с нормами ‖¨‖

H1
и ‖¨‖

H2
соответ-

ственно и LpH1,H2q (или LpH1q, если H1 “ H2) - пространство всех ограниченных линейных
операторов, действующих из H1 в H2 с нормой ‖¨‖LpH1,H2q.

Обозначим через L2pH1,H2q- пространство всех операторов Гильберта-Шмидта, действу-
ющих из H1 в H2 с нормой Гильберта-Шмидта ‖¨‖L2

(см.[3]).
Если оператор A P LpH1q, тогда через A˚ обозначим сопряженный оператор, и если A

ядерный оператор, то

|A|N “ sup
 ÿ

i

|xAei,fiy|,teiu,tfiu ортонормированные базисы на H1

(

ядерная норма оператора A.
Пусть W ptqtPR —Q-винеровский процесс, определенный на pΩ,F ,P q и со значениями в H1,

где Q P L2pH1,H1q симметрический неотрицательный оператор с конечным следом. Процесс
W определяется следующим образом: пусть Wiptq : t ě 0, i “ 1,2— независимые H1-значные
Q-винеровские процессы, тогда

W ptq “
"
W1ptq, t ě 0,
W2p´tq, t ď 0

будет Q-винеровским процессом на вещественной оси.
Пусть X — топологическое пространство. Обозначим через P ˝ f´1 распределение слу-

чайной величины f : pΩ,F ,P q Ñ X, и если X — банахово пространство, то математическое
ожидание этой случайной величины будем обозначать Epfq.

Пусть H0 “ Q
1

2H2 и L0
2 “ L2pH0,H2q — сепарабельное Гильбертово пространство с нормой

‖Ψ‖2L0
2

“
∥

∥

∥
ΨQ

1

2

∥

∥

∥

2

2
“ TracepΨQΨ˚q.

Рассмотрим полулинейное стохастическое дифференциальное уравнение следующего вида:

dXt “ AXptqdt ` F pt,Xptqqdt `Gpt,XptqqdW ptq (1)

где линейный оператор A : DpAq Ă H2 Ñ H2 действующий на H2 и F : R ˆ H2 Ñ H2, pt,xq ÞÑ
F pt,xq и G : R ˆ H2 Ñ L0

2, pt,xq ÞÑ Gpt,xq.
Всюду ниже предполагается, что существует константа δ ą 0, такая что C0-полугруппа

pSptqqtě0, с производящим оператором A удовлетворяет следующей оценке:

‖Sptq‖L2pH2q ď e´δt, t ě 0. (2)

Обобщенным решением уравнения (1) с Fs-измеримым начальным условием Xpsq “ ξs на
интервале rs,` 8r будем называть Ft-прогрессивно измеримый процесс tXptqutěs, такой что
для каждого t ě s выполнено равенство

Xptq “ Spt ´ sqξs `
ż t

s

Spt ´ σqF pσ,Xpσqqdσ `
ż t

s

Spt ´ σqGpσ,XpσqqdW pσq

Обобщенным решением уравнения (1) на R будем называть Ft-прогрессивно измеримый
процесс tXptqutPR, для которого при каждом t ě s выполняется равенство

Xptq “ Spt´ sqXpsq `
ż t

s

Spt´ σqF pσ,Xpσqqdσ `
ż t

s

Spt´ σqGpσ,XpσqqdW pσq

Приведем важные для нас понятия ограниченности и периодичности:

100 ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2022. № 1



Приницип усреднения для периодических решений. . .

Определение. (cм.[2]). Обобщенное решение Xp¨q уравнения (1) на R называется L2-
ограниченным, если выполнена оценка suptPREp‖Xptq‖2q ă `8.

Определение. (cм.[2]). Обобщенное решение Xp¨q уравнения (1) на R называется T -
периодическим, если для любых n P N и t1,. . . ,tn P R, выполняется равенство

P ˝ pXpt1 ` T q,...,Xptn ` T qq´1 “ P ˝ pXpt1q,...,Xptnqq´1

Пусть pE,dq сепарабельное метрическое пространство. Обозначим через CbpEq банахово
пространство непрерывных и ограниченных функций f : E Ñ R с нормой ‖f‖8 “ supxPE|fpxq|
и через PpEq множество всех вероятностных мер на борелевской σ-алгебре множества E. Для
f P CbpEq определим(см. [1]):

‖f‖L “ suptfpxq ´ fpyq
dEpx,yq : x ‰ yu

‖f‖BL “ maxt‖f‖8 , ‖f‖Lu
Введем пространство

BLpEq “ tf P CbpEq : ‖f‖BL ă 8u
Для µ,ν P PpEq определим

dBLpµ,νq “ sup
‖f‖BLď1

|

ż

E

fdpµ´ νq|

являющееся полной метрикой на PpEq и порождает слабую топологию, то есть самую грубую
топологию на PpEq, такую что отображение µ ÞÑ µpfq непрерывно для всех ограниченных и
непрерывных f : E Ñ R.

Приводим также определение почти периодической функции.
Пусть pE1,d1q и pE2,d2q сепарабельные полные метрические пространства. Пусть f непре-

рывное отображение из R в E2 (соотв. из R ˆ E1 в E2). Пусть K множество подмножеств E1

. Говорят, что функция f почти периодическая (соответственно почти периодическая равно-
мерная по x для каждого элемента из множества K), если для каждого ε ą 0 (соответственно
для каждого ε ą 0 и каждого подмножества K P K), существует константа lpε,Kq ą 0, такая
что любой интервал длины lpε,Kq содержит, по меньшей мере, одно число τ для которого

sup
tPR

d2pfpt` τq,fptqq ă ε

pсоответственно sup
tPR

sup
xPK

d2pfpt` τ, xq,fpt, xqq ă εq.

Пусть pΩ,F ,P q вероятностное пространство. Пусть X : R ˆ Ω Ñ H2 — стохастический про-
цесс. Обозначим через P ˝ pXptqq´1 распределение случайной величины Xptq. Следуя терми-
нологии Тюдора [2], говорим, что X имеет почти периодические одномерные распределения,
если отображение t ÞÑ P ˝ pXptqq´1 из R в pPpH2q,dBLq почти периодическое. Если X имеет
непрерывные траектории, говорим, что X почти периодическое по распределению, если отоб-
ражение t ÞÑ P ˝ pXpt` .qq´1 из R в PpCpR;H2qq почти периодическое, где на CpR;H2q задана
равномерная сходимость на компактных интервалах и на PpCpR;H2qq задано расстояние dBL.

2. ОСНОВНЫЕ ПРЕДПОЛОЖЕНИЯ

Пусть для операторов F и G, фигурирующих в правой части уравнения (1) выполнены
следующие предположения:

Предположение 1.
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A) Отображения F : R ˆ H2 Ñ H2, pt,xq ÞÑ F pt,xq и G : R ˆ H2 Ñ L0
2, pt,xq ÞÑ Gpt,xq

непрерывные.

B) Для некоторой положительной константы C1 выполнено неравенство:

sup
tPR

‖F pt,0q‖ ` ‖Gpt,0q‖L0
2

ď C1

C) Для некоторой положительной константы C2 выполняется следующее:

‖F pt,xq ´ F pt,yq‖2 ` ‖Gpt,xq ´Gpt,yq‖2L0
2

ď C2 ‖x´ y‖2 ,

Для всех t P R, x,y P H2.

Предположение 2.

I) Оператор A диссипативный, то есть существует β ą 0, такая что

xAx,xy ď ´β|x|2, для всех x P DpAq.

II) Пара F и G диссипативная, то есть существует β1 ą 0 такая что

xF pt,xq ´ F pt,yq,x ´ yy ` ‖Gpt,xq ´Gpt,yq‖2L0
2

ď β1‖x´ y‖2, для всех t P R, x,y P H2.

III) Имеем ω “ β ´ β1 ą 0

3. ТЕОРЕМА О СУЩЕСТВОВАНИИ ПЕРИОДИЧЕСКОГО РЕШЕНИЯ
СТОХАСТИЧЕСКОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ С

ПЕРИОДИЧЕСКИМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

В этом разделе и далее будем рассматривать уравнение следующего вида:

dXt “ AXptqdt ` F p t
ε
,Xptqqdt `Gp t

ε
,XptqqdW ptq (3)

где ε ą 0, t P R, A : DpAq Ă H2 Ñ H2 линейный оператор на H2, F : R ˆ H2 Ñ H2 и
G : RˆH2 Ñ L0

2 нелинейные отображения. Везде далее будем считать, что коэффициенты F

и G периодические, то есть F pt`T,xq ” F pt,xq и Gpt`T,xq ” Gpt,xq, для любых t P R,x P H2.
Приведем далее необходимые для доказательства теоремы утверждения:
Утверждение 1. Пусть выполнены предположения 1,2 и ξs начальное условие такое что

Ep‖ξs‖2H2
q ă 8, и пусть Xpt,s,ξsq, t ě s обобщенное решение на rs, ` 8r. Тогда существуют

константы ω1 Ps0,ωr и K1 ą 0, зависящие только от β, β1, C1, C2(и не зависящие от s), такие
что выполняется следующая оценка:

Ep‖Xpt,s,ξq‖2
H2

q ď e´ω1pt´sqEp‖ξs‖2H2
q `K1. (4)

Доказательство. Как отмечено в [2] в силу предположения 2 выполнена оценка:

xAnx,xy ď ´ nβ

n` β
‖x‖2 , для всех x P H2,

где An — аппроксимация Иосиды оператора A. Из предположения 1 для всех x P H2, t P R

получаем следующее неравенство:

2xAnx,xy ` 2xF p t
ε
,xq,xy `

∥

∥

∥

∥

Gp t
ε
,xq

∥

∥

∥

∥

2

L0
2

ď ´p nβ

n` β
´ β2q‖x‖2 `K1, (5)
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где K1, 0 ă β2 ă β1 зависят только от β1, C1, C2.
Пусть Xn — обобщенное решение (фактически сильное решение) следующего уравнения

Xnptq “ Snpt´ sqξs `
ż t

s

Snpt´ σqF pσ
ε
,Xnpσqqdσ `

ż t

s

Snpt´ σqGpσ
ε
,XnpσqqdW pσq,

где Sn полугруппа, порожденная оператором An.
Используя формулу Ито для ‖Xnptq‖2 имеем равенство:

Ep‖Xnptq‖2q “ Ep‖ξs‖2q ` 2

ż t

s

ExrAnXnpσq ` F pσ
ε
,Xnpσqqs,Xnpσqydσ`

`
ż t

s

E
∥

∥

∥
Gpσ

ε
,Xnpσqq

∥

∥

∥

2

L0
2

dσ

Теперь используя p5q, получаем следующее неравенство:

d

dt
Ep‖Xnptq‖2q ď ´p nβ

n` β
´ β2qE‖Xn‖

2 `K1

В силу теоремы о дифференциальных неравенствах получаем оценку:

Ep‖Xnptq‖2q ď E ‖ξnptq‖2 e
nβ
n`β

´β2pt´sq `K1

n` β

nβ ´ β2pn` βq

На основании [2, Proposition 3.1], утверждение 1 доказано.
Утверждение 2. Пусть выполнены предположения 1,2, тогда p3q имеет потраекторно

единственное L2 — ограниченное непрерывное обобщенное решение XptqtPR.
Доказательство. Используя формулу Ито для ‖Xkpt, ´ n,0q ´Xkpt, ´m,0q‖2 для t ě

´m ě ´n, и для любого ε, получаем:

Ep‖Xkpt, ´ n,0q ´Xkpt, ´m,0q‖2q “ Ep‖Xkp´m, ´ n,0q‖2q`

`E
ż t

´n
2xrAkrXkpσ, ´ n,0q ´Xkpσ, ´m,0qs`

F pσ
ε
,Xkpσ, ´ n,0qq ´ F pσ

ε
,Xkpσ, ´m,0qqs,Xkpσ, ´ n,0q ´Xkpσ, ´m, 0qydσ

`
∥

∥

∥
Gpσ

ε
,Xkpσ, ´ n,0qq ´Gpσ

ε
,Xkpσ, ´m,0qq

∥

∥

∥

2

L0
2

dσ.

Отсюда, рассуждая как в предыдущем утверждении, получаем:

d

dt
Ep‖Xkpt,´ n,0q ´Xkpt, ´m,0q‖2q ď ´p kβ

k ` β
´ β1qEp‖Xkpt,´ n,0q ´Xkpt, ´m,0‖q2

В силу теоремы о дифференциальных неравенствах получаем оценку:

Ep‖Xkpt, ´ n,0q ´Xkpt, ´m,0q‖2q ď Ep‖Xkp´m, ´ n,0q‖2qe´ kβ
k`β

´β1pt`nq

Используем утверждение [2, Proposition 3.1] и Утверждение 1 и выводим что

Ep‖Xkpt,´ n,0q ´Xkpt, ´m,0q‖2q ď M1e
´ωpt`nq Ñ 0,

следовательно,

Xpt, ´ n,0q L2

ÝÑ Xptq.

ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2022. № 1 103



С. Ю. Сидельникова

Ясно, что решение Xptq является Ft-измеримым и из (4) следует, что оно L2-ограниченное.
Так как t ě s ě ´n, выполнено равенство:

Xpt, ´ n,0q “ Snpt´ sqXps, ´ n,0q `
ż t

s

Spt ´ σqF pσ
ε
,Xpσ, ´ n,0qqdσ`

`
ż t

s

Spt ´ σqGpσ
ε
Xpσ, ´ n,0qqdW pσq.

Переходя к пределу получаем, что Xptq удовлетворяет следующему равенству

Xptq “ Spt ´ sqXpsq `
ż t

s

Spt ´ σqF pσ
ε
,Xpσqqdσ `

ż t

s

Spt ´ σqGpσ
ε
,XpσqqdW pσq.

В силу [3] и последнего равенства получаем, что tXptqutěs имеет непрерывные версии для
каждого s P R, следовательно tXptqutPR имеет непрерывные версии.

Пусть X,Y — два L2-ограниченных решения уравнения (3). С помощью формулы Ито и
утверждения [2, Proposition 3.1] получаем для t ě ´k

Ep‖Xptq ´ Y ptq‖2q “ lim
nÑ8

Ep‖Xnpt,´ k,Xp´kqq ´Xnpt, ´ k,Y p´kqq‖2q ď

ď lim
nÑ8

Ep‖Xp´kq ´ Y p´kq‖2qe´ nβ
n`β

´β1pt ` kq ď M2e
´ωpt`kq Ñ 0,

при k Ñ 8.
Таким образом, получаем, что Xptq “ Y ptq.
Далее докажем, что обобщенное решение стохастического дифференциального уравнения

с периодическими коэффициентами будет периодическим.
Теорема 1. Пусть предположения 1,2 выполнены. Тогда при каждом фиксированном

ε, единственное L2-ограниченное обобщенное решение XptqtPR уравнения p3q будет εT -
периодическим.

Доказательство. Из-за свойства Маркова и T-периодичности полугруппы Ps,t “
ErϕpXpt,s,xqqs, ϕ P CbpH2q, достаточно доказать, что pµ “ pµpt ` εT q для всех t P R. Если
ϕ P CbpH2q, мы имеем

ż

H2

ϕpxqpµpt ` εT qpdxq “
ż

Ω

ϕpXpt ` εT qqdP “ lim
nÑ8

ż

Ω

ϕpXpt ` εT,´ n` εT,0qqdP “

“ lim
nÑ8

pPt`εT,´n`εTϕqp0q “ lim
nÑ8

pPt,´nϕqp0q “

“
ż

Ω

ϕpXptqdP “
ż

H2

ϕpxqpµptqpdxq

Далее докажем следующую лемму:
Лемма 1. При любом фиксированном ε обобщенное εT -периодическое решение Xε сле-

дующего уравнения:

Xεptq “ Spt ´ τqXpsq `
ż t

τ

Spt´ sqF ps
ε
,Xεpsqqds `

ż t

τ

Spt´ sqGps
ε
,XεpsqqdW psq (6)

удовлетворяет интегральному уравнению следующего вида:

Xεptq “
ż t

´8
Spt´ sqF ps

ε
,Xεpsqqds `

ż t

´8
Spt´ sqGps

ε
,XεpsqqdW psq, (7)
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при τ Ñ ´8.
Доказательство. Обобщенное периодическое решение Xε удовлетворяет уравнению (6).
Покажем, что каждый из интегралов этого уравнения сходится при τ Ñ ´8.
1. Рассмотрим следующий интеграл:

ż t

´8
Spt´ sqF ps

ε
,Xεpsqqds

Покажем, что этот интеграл сходится по критерию Коши:
∥

∥

∥

∥

ż s2

s1

Spt´ sqF ps
ε
,Xεpsqqds

∥

∥

∥

∥

ď
ż s2

s1

e´βpt´sq
∥

∥

∥
F ps
ε
,Xεpsqq

∥

∥

∥
ds.

В силу того, что Xε - периодическое, а значит ограниченное, и из предположения 1, полу-
чаем:
ż s2

s1

e´βpt´sq
∥

∥

∥
F ps
ε
,Xεpsqq

∥

∥

∥
ds ď C1

ż s2

s1

e´βpt´sqds “ C1e
´βpt´sq

ˇ̌
ˇ
s2

s1
“ C1pe´βpt´s2q ´ e´βpt´s1qq.

Таким образом мы можем выбрать такой номер N , что для любых s1 и s2 будет выполнено
∥

∥

∥

∥

ż s2

s1

Spt´ sqF ps
ε
,Xεpsqqds

∥

∥

∥

∥

ă γ.

Отсюда получаем, что по критерию Коши интеграл
şt

´8 Spt ´ sqF ps
ε
,Xεpsqqds сходится, а

это значит, что интеграл
şt
τ
Spt´ sqF ps

ε
,Xεpsqqds сходится при τ Ñ ´8.

2. Рассмотрим интеграл ż t

´8
Spt ´ sqGps

ε
,XεpsqqdW psq.

Применим тождество Ито и получим следующую оценку:

E

ˆ∥

∥

∥

∥

ż t

´8
Spt ´ sqGps

ε
,XεpsqqdW psqq

∥

∥

∥

∥

2˙
“ E

ż t

´8
e´2βpt´sq

∥

∥

∥
Gps
ε
,Xεpsqq

∥

∥

∥

2

ds

“
ż t

´8
e´2βpt´sqE

∥

∥

∥
Gps
ε
,Xεpsqq

∥

∥

∥

2

ds

Покажем, что интеграл
şs2
s1
e´2βpt´sqE

∥

∥Gps
ε
,Xεpsqq

∥

∥

2
ds сходится по критерию Коши.

Так как решение Xε периодическое, а значит ограниченное, и в силу Предположения 1
для G, получаем что функция Gps

ε
,Xεpsqq ограниченная, таким образом

∥

∥Gps
ε
,Xεpsqq

∥

∥

2 ď C1.

И отсюда E
∥

∥Gps
ε
,Xεpsqq

∥

∥

2 ď M .
Таким образом, можем найти такой номер N , что для любых s1, s2 ă ´N будет выполнено:
ż s2

s1

e´2βpt´sqE
∥

∥

∥
Gps
ε
,Xεpsqq

∥

∥

∥

2

ds ď
ż s2

s1

Me´2βpt´sqds “ M
1

2
pe´βpt´s2q ´ e´βpt´s1qq ă γ

Критерий Коши выполнен, и из сходимости этого интеграла следует сходимость
şt

´8 Spt ´
sqGps

ε
,XεpsqqdW psq.

Таким образом, интеграл
şt
τ
Spt´ sqGps

ε
,XεpsqqdW psq сходится при τ Ñ ´8.

3. Рассмотрим выражение Spt´ τqXpsq, и покажем, что при τ Ñ ´8 оно стремится к 0

‖Spt ´ τqXpsq‖ ď e´βpt´τq ‖Xpsq‖ .
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Так как решение Xε периодическое, а значит ограниченное, то отсюда следует, что на-
чальное условие Xpsq также периодическое, а значит ограниченное, то есть ‖Xpsq‖ ď M1.

Отсюда следует:
e´βpt´τq ‖Xpsq‖ ď M1e

´βpt´τq.

Последнее выражение стремится к 0 при τ Ñ ´8. Значит Spt´ τqXpsq стремится к 0 при
τ Ñ ´8.

Таким образом, мы показали, что обобщенное периодическое решение Xε удовлетворяет
интегральному уравнению (7).

Прежде чем перейти к основному результату, рассмотрим следующую теорему:

4. ПРИНЦИП УСРЕДНЕНИЯ ДЛЯ ПОЧТИ ПЕРИОДИЧЕСКИХ
РЕШЕНИЙ СТОХАСТИЧЕСКОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО

УРАВНЕНИЯ

Для того, чтобы перейти к принципу усреднения периодических решений стохастического
дифференциального уравнения с периодическими коэффициентами, рассмотрим следующую
теорему об усреднении почти периодических решений, доказанную в [1].

Рассматриваем уравнение (1) и предположим дальше, что

(i) W ptq это H1-значный Винеровский процесс с ядерным ковариационным оператором Q,
определенный на стохастическом базисе pΩ,F ,pFtqtPR,P q.

(ii) Существует константа K такая что отображения F : R ˆ H2 Ñ H2 и G : R ˆ H2 Ñ
LpH1,H2q удовлетворяют следующему неравенству

‖F pt,xq‖
H2

` ‖Gpt,xq‖LpH1,H2q ď Kp1 ` ‖x‖
H2

q

(iii) Функции F и G Липшицевы, то есть существует константа K такая что

‖F pt,xq ´ F pt,yq‖
H2

` ‖Gpt,xq ´Gpt,yq‖LpH1,H2q ď K ‖x´ y‖
H2

для всех t P R и x,y P H2.

Далее напомним утверждения, рассмотренные в [1]:
Утверждение [1, Proposition 2.4]. Пусть K множество подмножеств H2. Пусть F : R ˆ

H2 Ñ H2, pt,xq ÞÑ F pt,xq почти периодическая, равномерная по x для каждого элемента из
множества K. Существует непрерывная функция F0 : H2 Ñ H2 такая, что

lim
tÑ8

1

t

ż k`t

k

F ps,xqds “ F0pxq (8)

для каждого k P R, равномерная по x для каждого элемента из множества K. Более того,
если F pt,xq липшицево по x P H2 равномерно по t P R, отображение F0 также липшицево.

Утверждение [1, Proposition 2.5]. Пусть K множество подмножеств H2. Пусть G : R ˆ
H2 Ñ LpH1,H2q, t ÞÑ Gpt,xq, почти периодическое равномерно по x для каждого элемента из
множества K, и пусть Q P LpH1q самосопряженный неотрицательный оператор. Пусть H0 “
rangepQ 1

2 q, с заданным на нем xx,yy
rangepQ 1

2 q
“ xQ´ 1

2 pxq,Q´ 1

2 pyqy. Существует непрерывная

функция G0 : H2 Ñ LpH0,H2q такая, что

lim
tÑ8

|
1

t

ż k`t

k

Gps,xqQG˚ps,xqds ´G0pxqQG˚
0pxq|N “ 0 (9)

для всех k P R, равномерная по x для каждого элемента из множества K, где G˚ps,xq “
pGps,xqq˚ и G˚

0pxq “ pG0pxqq˚.
Предположим также, что

106 ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2022. № 1



Приницип усреднения для периодических решений. . .

(iv) Отображения F : R ˆ H2 Ñ H2 и G : R ˆ H2 Ñ LpH1,H2q удовлетворяют следующим
условиям

(a) Для каждого компактного подмножества K из H2 множества

tF pt,xq; t P R,x P Ku и tПpt,xq; t P R,x P Ku

компактные.

(b) Существуют непрерывные функции F0 : H2 Ñ H2 и G0 : H2 Ñ LpH0,H2q удовлетво-
ряющие p8q и p9q соответственно равномерно по x на компактных подмножествах
H2.

Определим Гильбертово пространство H0 “ rangepQ 1

2 q, где Q ковариационный оператор
винеровского процесса W .

Напомним, что если X и Y два случайных вектора Банахова пространства E, расстояние
L2-Вассерштейна между распределениями X и Y это

W 2pX,Y q “ pinf Ep
∥

∥

∥

pX ´ pY
∥

∥

∥

2

E

q 1

2

где инфимум взят по всем распределениям случайных векторов pX и pY , удовлетворяющих
соотношениям P ˝ p pXq´1 “ P ˝ pXq´1 и P ˝ ppY q´1 “ P ˝ pY q´1.

Если X и Y непрерывные H2-значные стохастические процессы, для любого интервала
ra,bs обозначим как W 2

ra,bs расстояние L2-Вассерштейна между распределениями X и Y , рас-
сматриваемые как Cpra,bs,H2q-значные случайные величины.

Будем обозначать trQ след оператора Q (см.[3]).
Теперь сформулируем результат, доказательство которого приводится в [1,Theorem 4.2].
Теорема 2 [1, Theorem 4.2]. Пусть предположения (i), (ii), (iii), (iv) выполнены и константа

θ1 “ 4K2

δ
p1
δ

` trQq ă 1. Для каждого фиксированного ε Ps0,1r, пусть Xε будет обобщенным
решением уравнения (7) и пусть X0 обобщенное решение уравнения

X0ptq :“
ż t

´8
Spt ´ sqF0pX0psqqds`

ż t

´8
Spt´ sqG0pX0psqqdW psq (10)

и является стационарным процессом. Тогда W 2
ra,bspXε,X0q Ñ 0 при ε Ñ 0` для любого ком-

пактного интервала ra,bs.
Можем перейти к основному результату статьи, принципу усреднения для периодических

решений стохастического дифференциального уравнения с периодическими коэффициента-
ми.

5. ПРИНЦИП УСРЕДНЕНИЯ ДЛЯ ПЕРИОДИЧЕСКИХ РЕШЕНИЙ
СТОХАСТИЧЕСКОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ

Теорема 3. Пусть выполнены предположения 1,2 и константа θ1 “ 4C2
2

δ
p1
δ

` trQq ă 1.
Тогда Для кажого фиксированного ε Ps0,1r, для обобщенного периодического решения
Xε уравнения (7) и стационарного решения X0 уравнения (10) справедливо соотношение
W 2

ra,bspXε,X0q Ñ 0 при ε Ñ 0` для любого компактного интервала ra,bs.
Доказательство. Достаточно заметить, что периодическое решение стохастического диф-

ференциального уравнения является почти периодическим, следовательно мы можем свести
доказательство к применению Теоремы 2 [1, Theorem 4.2]. Повторяя доказательство Теоремы
2 [1,Theorem 4.2], приходим к выводу, что для εT -периодического решения Xε справедливо
W 2

ra,bspXε,X0q Ñ 0 при ε Ñ 0` для любого компактного интервала ra,bs.
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