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Аннотация. Исследуется система массового обслуживания (СМО) с бесконечным на-
копителем, одним обслуживающим прибором и экспоненциальным обслуживанием. На
вход СМО поступает дважды стохастический пуассоновский поток, интенсивность ко-
торого λ представляет собой диффузионный процесс с нулевым коэффициентом сноса
a “ 0, коэффициентом диффузии b и упругими границами α,β. Доказано необходимое
условие существования стационарного режима и неотрицательности стационарных харак-
теристик числа заявок в рассматриваемой СМО. Разработан численный метод решения
бесконечных систем дифференциальных уравнений относительно нестационарного и ста-
ционарного распределения числа заявок. Найдены моменты числа заявок в стационарном
режиме СМО.

Ключевые слова: система массового обслуживания, диффузионный процесс, два-
жды стохастический пуассоновский входной поток заявок, стационарный режим.
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Abstract. The paper investigates a Queuing system with an infinite storage, one
maintenance device and exponential maintenance. The Queuing system input receives twice
stochastic a Poisson flow whose intensity λ is a diffusion process with a zero drift coefficient
a “ 0, the diffusion coefficient b and elastic boundaries α,β. The necessary condition for
the existence of a stationary mode and for non-negativity of stationary characteristics of the
applications number is obtained. A numerical method for solving infinite systems of differential
equations with respect to non-stationary and stationary distribution of the applications number
is developed. The moments of the requests number are found in stationary mode.
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ВВЕДЕНИЕ

Системы массового обслуживания применяются в качестве аналитических моделей инфор-
мационных систем и их элементов, в медицинском обслуживании, при эксплуатации транс-
портных систем и т. д. Различные типы СМО исследованы и описаны в теории массового
обслуживания [1–5]. Актуально моделирование и исследование систем массового обслужи-
вания в информационных сетях. Основными элементами СМО являются входящий поток
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требований, каналы обслуживания, очередь требований, выходящий поток требований. Про-
цесс поступления требований в СМО является случайным. Фундаментальные исследования
в области случайных процессов принадлежат А. Н. Колмогорову, А. Я. Хинчину, Б. В. Гне-
денко. Хорошо исследованы марковские случайные процессы, пуассоновские потоки в [6–9].
При моделировании систем массового обслуживания большое внимание уделяется изучению
дважды стохастических потоков, как правило, пуассоновских [10]. Исследование динамики
крупномасштабных СМО с бесконечным числом обслуживающих приборов, с моментами на-
копления в очереди представлено в [11, 12]. В данных работах рассмотрен дважды стохасти-
ческий пуассоновский поток, интенсивность которого представляет собой марковский процесс
со счетным множеством состояний.

При моделировании узлов локальных вычислительных сетей используют системы обслу-
живания со скачкообразной интенсивностью входного пуассоновского потока [10]. Вывод и
анализ уравнений СМО со скачкообразной интенсивностью входного пуассоновского потока
представлен в [13–15]. Анализ потока заявок, поступающих на web-серверы, показывает диф-
фузионный характер изменения интенсивности входного пуассоновского потока [10]. Системы
дифференциальных уравнений относительно нестационарных и стационарных характеристик
незавершенной работы представлены в [16] с нулевым и в [17] с ненулевым коэффициентом
сноса диффузионной интенсивности входного потока.

Дифференциальные уравнения типа Колмогорова–Чепмена с дифференциальным опера-
тором Фоккера–Планка относительно нестационарных, стационарных характеристик числа
заявок в СМО с диффузионной интенсивностью входного пуассоновского потока получены в
[18] с нулевым и в [19] с ненулевым коэффициентом сноса.

В [20] выполнен операторный анализ характеристик числа заявок СМО с бесконечным
накопителем и скачкообразной интенсивностью входного пуассоновского потока, получено
необходимое и достаточное условие существования, единственности и неотрицательности ре-
шения системы интегральных уравнений.

В данной работе рассмотрена СМО с диффузионной интенсивностью входного дважды
стохастического пуассоновского потока с нулевым коэффициентом сноса, бесконечным на-
копителем и экспоненциальным обслуживанием на одном приборе. Исследовано необходимое
условие существования стационарного режима и неотрицательности характеристик числа за-
явок, разработан численный метод расчета распределения числа заявок, получены моменты
числа заявок в СМО.

ОПИСАНИЕ СМО

Рассматривается система массового обслуживания с бесконечным накопителем, одним об-
служивающим прибором и экспоненциальным обслуживанием с интенсивностью µ. На вход
СМО поступает дважды стохастический пуассоновский поток, интенсивность которого λ из-
меняется на промежутке rα,βs и представляет собой диффузионный процесс с нулевым ко-
эффициентом сноса a “ 0, коэффициентом диффузии b и упругими границами α,β.

Согласно определению диффузионный процесс представляет собой марковский случай-
ный процесс второго порядка с независимыми приращениями, диффузионные операторные
моменты первого и второго порядка которого равны соответственно коэффициенту сноса a и
коэффициенту диффузии b [7].

В дальнейшем интенсивность входного потока в нестационарном режиме будем обозначать
через λptq, в стационарном через pλ. Пусть Qkpt,xqdx “ Ptνptq “ k,x ď λptq ă x ` dxu, где
νptq — число заявок в СМО в момент t, qkpxqdx “ Ptpν “ k,x ď pλ ă x ` dxu, где pν — число
заявок в СМО в стационарном режиме, Qkpt,xq, qkpxq — плотности по x, представляют собой
нестационарные и стационарные характеристики числа заявок, k ě 0; fpt,xqdx “ Ptx ď
λptq ă x ` dxu, fpxqdx “ Ptx ď pλ ă x ` dxu, fpt,xq,fpxq — нестационарная и стационарная

76 ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2022. № 1



Моменты числа заявок в СМО с диффузионной интенсивностью входного потока

плотности интенсивности входного потока, x P rα,βs.
Интегралы

şβ
α
Qkpt,xqdx “ Pkptq,

şβ
α
qkpxqdx “ pk, k ě 0, представляют собой нестационар-

ное и стационарное распределение числа заявок соответственно.
Будем рассматривать функции fpxq, qkpxq в пространстве непрерывно дифференцируемых

функций C2rα,βs, функции fpt,xq, Qkpt,xq в пространстве непрерывно дифференцируемых
функций L. Функции в L являются непрерывными и ограниченными при tt ě 0, x P rα,βsu,
непрерывными и ограниченными являются их частные производные по t, по x первого и вто-
рого порядков при tt ě 0, x P pα,βqu. Будем считать частные производные по x функций
первого и второго порядка непрерывно продолжаемыми при x Ñ α, x Ñ β. В дальнейшем бу-
дем использовать частные производные данных функций, повторно не оговаривая указанные
свойства.

ПРОИЗВОДЯЩАЯ ФУНКЦИЯ

В [18] получена система дифференциальных уравнений относительно стационарных ха-
рактеристик числа заявок qkpxq,k ě 0:

1) во внутренних точках x P pα, βq

´xq0pxq ` µq1pxq ` b

2
q2
0pxq “ 0, (1)

xqk´1 pxq ´ px` µq qk pxq ` µqk`1 pxq ` b

2
q2
kpxq “ 0, k ě 1, (2)

2) в граничных точках α, β краевые условия

q1
kpαq “ 0, q1

kpβq “ 0, k ě 0, (3)

3) условие нормировки
8ÿ

k“0

qkpxq “ fpxq. (4)

Введем производящую функцию

Rpx,zq “
ÿ

kě0

qkpxqzk, |z| ď 1, z P C. (5)

Обозначим область определения производящей функции

Dxz “ tpx,zq : x P rα,βs, |z| ď 1, z P Cu.

Заметим, что ряд Rpx,zq равномерно сходится при |z| ď 1, так как
ˇ̌
Rpx,zq

ˇ̌
“
ˇ̌ÿ

kě0

qkpxqzk
ˇ̌

ď
ÿ

kě0

qkpxq|zk| “
ÿ

kě0

qkpxq|z|k ď
ÿ

kě0

qkpxq “ fpxq,|z| ď 1.

Следовательно, |Rpx,zq| ď fpxq при |z| ď 1, т. е. производящая функция Rpx,zq сходится
равномерно по x,z на границе области Dxz и внутри ее.

Теорема 1. Производящая функция Rpx,zq удовлетворяет уравнению:

Rpx,zq
„
xz2 ´ px ` µqz ` µ


` b

2
zR2

xxpx,zq “ p1 ´ zqµq0pxq. (6)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Умножая каждое уравнение в p2q на zk`1, суммируя по
индексу k ě 1 и добавляя уравнение (1), умноженное на z, получим уравнение относительно
производящей функции

xz2Rpx,zq ´ px` µqz pRpx,zq ´ q0 pxqq ` µpRpx,zq´
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´q0pxq ´ zq1pxqq ` b

2
zR2

xxpx,zq ´ xzq0pxq ` µzq1pxq “ 0.

Приведение подобных слагаемых дает уравнение (6). Теорема доказана.

Аналогичным образом из краевых условий (3) и определения (5) функции Rpx,zq получа-
ются краевые условия относительно Rpx,zq :

R1
xpα,zq “ 0, R1

xpβ,zq “ 0. (7)

Обозначим через Φ0 оператор
Φ0Rpx,zq “ q0pxq. (8)

С учетом обозначения (8) из уравнения (6) и краевых условий для Rpx,zq вытекает краевая
задача относительно Rpx,zq:

R px,zq
„
xz2 ´ px ` µq z ` µ


` b

2
zR2

xx px,zq ´ p1 ´ zqµΦ0Rpx,zq “ 0, (9)

R1
xpα,zq “ 0, R1

xpβ,zq “ 0. (10)

Из условия нормировки (4) следует

Rpx,1q “
ÿ

kě0

qkpxq “ fpxq. (11)

В результате суммирования уравнений (1) – (3) получим краевую задачу относительно
fpxq

f2pxq “ 0, f 1pαq “ 0, f 1pβq “ 0,

решение которой представляет собой плотность равномерного распределения

fpxq “ 1{pβ ´ αq. (12)

Обозначим λ̄ “
şβ
α
xf pxqdx — среднее значение интенсивности входного потока в стацио-

нарном режиме.
Теорема 2. Необходимое условие существования стационарного режима и неотрица-

тельности характеристик qkpxq,k ě 0, имеет вид

λ̄ ă µ, (13)

причем вероятность простоя СМО в стационарном режиме равна

p0 “
βż

α

q0pxq dx “
βż

α

p1 ´ x{µqfpxq dx. (14)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Представив выражение xz2 ´ px` µqz ` µ в виде

xpz ´ 1qpz ´ µ

x
q “ p1 ´ zqpµ ´ xzq

преобразуем уравнение (6) к виду

p1 ´ zqpµ ´ xzqRpx,zq ` b

2
zR2

xxpx,zq “ p1 ´ zqµq0pxq. (15)
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Из граничных условий следует

βż

α

R2
xxpx,zq dx “

βż

α

`
R1
xpx,zq

˘1
x
dx “ R1

xpx,zq
ˇ̌
ˇ
x“β

x“α
“

ÿ

kě0

q1
kpxqzk

ˇ̌
ˇ
x“β

x“α
“ 0.

Проинтегрировав уравнение (15) по x P rα,βs и разделив уравнение на 1 ´ z, получим

βż

α

pµ´ xzqRpx,zq dx “ µ

βż

α

q0pxq dx. (16)

При z “ 1 с учетом (11) равенство (16) преобразуется к виду

βż

α

pµ´ xqfpxq dx “ µ

βż

α

q0pxq dx, (17)

откуда

p0 “
βż

α

q0pxq dx “
βż

α

p1 ´ x{µqfpxq dx. (18)

Представим уравнение (16) в виде

µ

βż

α

ÿ

kě0

qkpxqzk dx ´ z

βż

α

x
ÿ

kě0

qkpxqzk dx “ µ

βż

α

q0pxq dx,

откуда после приведения подобных слева и справа при z0 в результате простейших преобра-
зований получим

ÿ

kě1

zk

βż

α

qkpxq dx “
ÿ

kě1

zk

βż

α

px{µq qk´1pxq dx.

Из последнего равенства при zk следуют вероятности

pk “
βż

α

qkpxq dx “
βż

α

px{µqqk´1pxq dx,k ě 1,

или

pk`1 “
βż

α

qk`1pxq dx “
βż

α

px{µqqkpxq dx,k ě 0. (19)

Покажем, что при условии (13) вероятность p0 того, что в СМО в стационарном режиме
нет заявок, строго положительна.

Если p0 ă 0, то из (18) следует λ̄ ą µ, что противоречит условию (13).
Предположим, что p0 “ 0, тогда в (18) либо q0pxq ” 0 либо q0pxq может принимать отри-

цательные значения при x P rα, βs.
При q0pxq ” 0 из (19) вытекает p1 “ 0.При этом либо q1pxq ” 0 либо q1pxq может принимать

отрицательные значения при x P rα, βs.
Продолжая рассуждения, из (19) получим, что qkpxq ” 0,k ě 1, влечет pk`1 “ 0,k ě 1. При

этом либо qk`1pxq ” 0, либо qk`1pxq может принимать отрицательные значения при x P rα, βs.
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Если qkpxq ” 0,k ě 0, и pk “ 0,k ě 0, то это противоречит условию нормировки
8ř
k“0

pk “ 1.

Если p0 “ 0, т. е. λ̄ “ µ, функции qkpxq,k ě 0, могут принимать отрицательные значения
при x P rα, βs, то отсюда следует, что условие λ̄ “ µ не является необходимым условием
неотрицательности qkpxq,k ě 0. Следовательно, необходимым условием неотрицательности
характеристик qkpxq,k ě 0, является условие λ̄ ă µ, т. е. (13). При этом неотрицательные
характеристики qkpxq,k ě 0, удовлетворяют уравнениям (15),(16).

Таким образом, показано, что существует решение Rpx,zq краевой задачи (9)–(11) в виде
ряда с неотрицательными коэффициентами qkpxq,k ě 0, т. е. показано, что (13) является
необходимым условием существования стационарного режима в СМО. Теорема доказана.

РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ЧИСЛА ЗАЯВОК

В [18] получена система дифференциальных уравнений относительно нестационарных ха-
рактеристик числа заявок Qkpt,xq, k ě 0 :

1) во внутренних точках x P pα,βq нестационарные уравнения типа Колмогорова–Чепмена
с дифференциальным оператором Фоккера–Планка [19]

BQ0pt,xq
Bt “ ´xQ0pt,xq ` µQ1pt,xq ` b

2

B2Q0pt,xq
Bx2 , (20)

BQkpt,xq
Bt “ xQk´1pt,xq ´ px ` µqQkpt,xq ` µQk`1pt,xq`

` b

2

B2Qkpt,xq
Bx2 , k ě 1, (21)

2) в граничных точках r1 “ α , r2 “ β краевые условия

b

2

BQkpt,riq
Bx “ 0, k ě 0,i “ 1,2, (22)

3) начальные условия с начальными плотностями ξkpxq

Qkp0,xq “ ξkpxq, ξkpxq ě 0,

ż β

α

ξkpxq dx “ 1, k ě 0, (23)

4) условие нормировки

ÿ

kě0

Qkpt,xq “ fpt,xq, t ě 0, x P rα,βs. (24)

Применив к системе уравнений (20)–(24) метод, используемый для вывода (6)–(7), получим
уравнение относительно производящей функции Rpt,x,zq “ ř

kě0

Qkpt,xqzk, |z| ď 1, z P C :

Rpt,x,zq
„
xz2 ´ px ` µqz ` µ


` b

2
zR2

xxpt,x,zq “ zR1
tpt,x,zq ` p1 ´ zqµQ0pt,xq

с краевыми условиями
R1
xpt,α, zq “ 0, R1

xpt,β, zq “ 0

и начальным условием
Rp0,x,zq “

ÿ

kě0

Qkp0,xqzk .
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Для наблюдения за установлением стационарного режима в зависимости от значений вход-
ных параметров, обоснования наблюдаемых свойств стационарных характеристик, сравнения
стационарного распределения числа заявок рассматриваемой СМО и классической СМО с ин-
тенсивностью входного потока λ̄ “ pα`βq{2 и экспоненциальным обслуживанием необходимо
применить численный метод расчета характеристик числа заявок.

Нестационарное и стационарное распределения числа заявок предлагается вычислять с
применением метода Эйлера для решения задачи Коши относительно производящей функции
Rpt,x,zq.

Согласно методу Эйлера значения функции Rpt,x,zq для сеточных значений t,x,z вычисля-
ются последовательно в моменты времени △t, 2△t, 3△t, . . . через значения Rp0,x,zq в началь-
ный момент времени t “ 0. На каждом шаге по t значения функции Rpt`△t,x,zq вычисляются
по формуле Эйлера

Rpt` △t,x,zq “ Rpt,x,zq `
„
Rpt,x,zqrxz2 ´ px ` µqz ` µs ` b

2
zR2

xxpt,x,zq´

´p1 ´ zqµQ0pt,xq

△t{z,

при этом на каждом шаге по t плотности Qkpt,xq вычисляются по формуле обратного преоб-
разования Лорана

Qkpt,xq “ 1

2πi

ż

|ξ|“ρ

Rpt,x,ξq
ξk`1

dξ, k ě 0,

где i — мнимая единица.
Нестационарное Pkptq, k ě 0, и стационарное qkpxq, pk, k ě 0, распределения числа заявок

вычисляются по формулам

Pkptq “
ż β

α

Qkpt,xqdx,

qkpxq “ lim
tÑ8

Qkpt,xq, pk “ lim
tÑ8

Pkptq. (25)

Рассмотренный численный метод назван методом Эйлера–Лорана. Метод Эйлера–Лорана
позволяет выполнить численный анализ нестационарного и стационарного распределения
числа заявок для значений параметров СМО при различных начальных распределениях
числа заявок в СМО. Для применения метода Эйлера–Лорана предварительно необходи-
мо доказать, что при определенных (достаточных) условиях существуют пределы в (25), не
зависящие от начальных условий, т. е. существует стационарный режим СМО.

СРЕДНЕЕ И ДИСПЕРСИЯ ЧИСЛА ЗАЯВОК

Рассмотрим моменты числа заявок в СМО. Обозначим через Mpν — среднее число (матема-
тическое ожидание числа) заявок в СМО в стационарном режиме, Mpνpxq “ Epxq — плотность
распределения среднего числа заявок по интенсивности λ в стационарном режиме:

Epxqdx “
ÿ

kě1

kPtpν “ k, dx ă pλ ă x` dxu “
ÿ

kě1

kqkpxq dx, (26)

где, согласно введенным ранее обозначениям, pν — количество заявок в стационарном режиме,
pλ — интенсивность входного потока λptq в стационарном режиме, соответственно. Среднее
число заявок равно

Mpν “
ÿ

kě1

kpk.
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Среднее число заявок выражается через плотность распределения среднего числа заявок:

Mpν “
ż β

α

Epxq dx,Epxq “
ÿ

kě1

kqkpxq. (27)

Обозначим через Dpν — дисперсию числа заявок в стационарном режиме, Dpxq — плотность
распределения дисперсии числа заявок по интенсивности pλ в стационарном режиме:

Dpxq dx “
ÿ

kě0

pk ´ Mpνq2Ptpν “ k, x ă pλ ă x` dxu “

“
ÿ

kě0

pk ´ Mpνq2qkpxq dx. (28)

Дисперсия числа заявок выражается через плотность дисперсии следующим образом:

Dpν “
ż β

α

Dpxq dx,Dpxq “
ÿ

kě0

pk ´ Mpνq2qkpxq.

Для применения численного метода расчета характеристик СМО моменты числа заявок
можно выразить через производящую функцию Rpx,zq.

Теорема 3. В стационарном режиме плотности Epxq и Dpxq выражаются через про-
изводящую функцию Rpx,zq следующим образом:

Epxq “ R1
zpx,1q, (29)

Dpxq “ R2
zzpx,1q `R1

zpx,1q ´ 2R1
zpx,1qMpν ` pMpνq2fpxq. (30)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Продифференцируем производящую функцию (5) по переменной
z

R1
zpx,zq “

ÿ

kě1

kqkpxqzk´1.

При z “ 1 получим
R1
zpx,1q “

ÿ

kě1

kqkpxq “ Epxq.

Равенство (29) доказано.
Преобразуем плотность распределения дисперсии числа заявок Dpxq диффузионного про-

цесса в (28) к виду

Dpxq “
ÿ

kě0

k2qkpxq ´ 2
ÿ

kě0

kpMpνqqkpxq `
ÿ

kě0

pMpνq2qkpxq.

Так как
ř
kě1 kqkpxq “ Epxq и

ř
kě0 qkpxq “ fpxq, то

Dpxq “
ÿ

kě0

k2qkpxq ´ 2EpxqMpν ` pMpνq2fpxq. (31)

Вторая производная Rpx,zq по z равна

R2
zzpx,zq “

ÿ

kě2

kpk ´ 1qqkpxqzk´2 “
ÿ

kě2

k2qkpxqzk´2 ´
ÿ

kě2

kqkpxqzk´2.

При z “ 1:
R2
zzpx,1q “

ÿ

kě2

k2qkpxq ´
ÿ

kě2

kqkpxq.
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Прибавим и вычтем q1pxq в правой части последнего равенства:

R2
zzpx,1q “

ÿ

kě2

k2qkpxq ` q1pxq ´
ÿ

kě2

kqkpxq ´ q1pxq “
ÿ

kě1

k2qkpxq ´
ÿ

kě1

kqkpxq.

Следовательно, ÿ

kě1

k2qkpxq “ R2
zzpx,1q ` Epxq. (32)

Подставляя (32) в (31) и учитывая (29) получим (30). Теорема доказана.

Теорема 3 позволяет избежать бесконечных сумм с вероятностями при вычислении момен-
тов числа заявок.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе рассмотрена СМО с бесконечным накопителем, экспоненциальным обслужива-
нием на одном приборе, входным дважды стохастическим пуассоновским потоком заявок
с диффузионной интенсивностью с нулевым коэффициентом сноса. Доказано необходимое
условие существования стационарного режима и неотрицательности стационарных характе-
ристик числа заявок в СМО. Разработан численный метод расчета распределения числа за-
явок, названный методом Эйлера–Лорана. Получены моменты числа заявок в стационарном
режиме и стационарная вероятность простоя СМО.
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