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Аннотация. в настоящей работе доказывается существование решений и компакт-
ность множества всех решений задачи Коши для дифференциального включения дроб-
ного порядка 1 ă α ă 2, обобщающего дробно-дифференциальное уравнение типа Бус-
синеска, в банаховом пространстве. Статья состоит из трех разделов. Во введении обос-
новывается актуальность данной проблематики и излагается история вопроса, затем мы
приводим необходимые предварительные сведения из теории дробного интегродифферен-
цирования и теории многозначных уплотняющих отображений. В третьем пункте фор-
мулируются условия, накладываемые на задачу, и доказываются локальная и глобальная
теоремы о существовании интегральных решений, применяя теорию топологической сте-
пени уплотняющих многозначных отображений.

Ключевые слова: дифференциальное включение, дробная производная, задача Ко-
ши, уравнение типа Буссинеска, мера некомпактности, неподвижная точка, уплотняющее
мультиотображение.

ON THE CAUCHY PROBLEM FOR A
FRACTIONAL-DIFFERENTIAL INCLUSION GENERALIZING

A BUSSINESK TYPE EQUATION
G. G. Petrosyan

Abstract. In this paper we prove the existence of solutions and the compactness of the set
of all solutions of the Cauchy problem for a differential inclusion of fractional order 1 ă α ă 2,

generalizing a fractional differential Boussinesq type equation, in Banach space. The article
is divided into three sections. The introduction substantiates the relevance of this problem
and outlines the history of the issue, then we give the necessary preliminary information from
the theory of fractional integrodifferentiation and the theory of multivalued condensing maps.
In the third section we formulate the conditions imposed on the problem and we prove local
and global theorems of the existence of mild solutions using the topological degree theory of
condensing multivalued maps.

Keywords: differential inclusion, fractional derivative, the Cauchy problem, Boussinesq
type equation, measure of noncompactness, fixed point, condensing multimap.

ВВЕДЕНИЕ

Теория дифференциальных уравнений дробного порядка берет свое начало от идей Лейб-
ница и Эйлера, но лишь в последнее время интерес к этой тематике значительно усилился,
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благодаря приложениям в различных разделах прикладной математики, физики, инжене-
рии, биологии, экономики и др. (см., например, монографии [1], [2], [3], [4], статьи [5], [6], [7],
[8], [9], [10], [11], [12], [13], [14], [15], [16] и др.). Одним из примеров такого рода приложений
служит уравнение для движения шара массой m и радиуса a под действием внешней силы
F ptq в вязкой среде:

mv1ptq “ F ptq `W ptq, (1)

где W ptq — сила сопротивления, которую мы будем считать заданной по формуле

W ptq “ ´6πηavptq ´ 2

3
πρa3v1ptq ´ 6πηa2

c
ρ

πη

ż t

´8
pt´ sq´1{2v2psqds. (2)

Здесь первое слагаемое представляет из себя формулу Стокса, второе — инерционную со-
ставляющую сопротивления, ρ— плотность среды, η— вязкость среды. Если до момента вре-
мени t “ 0 тело покоилось, то нижний предел в интеграле из третьего слагаемого можно
заменить нулем. Тогда мы в третьем слагаемом можем обнаружить дробную производную
Капуто порядка 3{2 :

6πηa2
c

ρ

πη

ż t

0

pt ´ sq´1{2v2psqds “ 12πa2
?
ρη

1

2
?
π

ż t

0

pt´ sq´1{2v2psqds “ 12πa2
?
ρηCD

3{2
0 vptq.

(3)
Формулу (2) называют формулой типа Буссинеска, а уравнение (1) уравнением типа Бусси-

неска или дробно-дифференциальным уравнением Ньютона (см. [17], [18]). Подставляя преоб-
разованное выражение для W ptq в уравнение (1) и перегруппировывая слагаемые мы придем
к уравнению:

CD
3{2
0 vptq “ 1

12πa2
?
ρη

ˆ
F ptq ´ 6πηavptq ´

ˆ
m ` 2

3
πρa3

˙
v1ptq

˙
, (4)

которое можно в более общем виде переписать как

CD
3{2
0 vptq “ hpt,vptq,v1ptqq. (5)

В свою очередь последнее уравнение является частным случаем дифференциального вклю-
чения дробного порядка α P p1,2q :

CDα
0 xptq P Hpt,xptq,x1ptqq. (6)

В настоящей работе мы рассматриваем задачу Коши для дифференциального включения
дробного порядка (6) в сепарабельном банаховом пространстве E, считая H : r0,T sˆEˆE ⊸

E многозначным нелинейным оператором, а начальное условие заданным в виде

xp0q “ x0, x
1p0q “ x1

0. (7)

Мы, применяя теорию топологической степени уплотняющих многозначных отображений
(см. [19], [20], [21], [22], [23], [24], [25], [26], [27], [28], [29]), доказываем локальную и глобальную
теоремы о существовании интегральных решений, а также компактность множества решений
задачи Коши (6)-(7) и тем самым, в частности, устанавливаем существование траектории
движения подчиняющегося уравнению (4).

1. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

1.1. Дробный интеграл и дробная производная

Приведем определения дробного интеграла и дробной производной Капуто порядка α ą 0

(см., например, [1], [2], [3]).
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Определение 1. Дробным интегралом порядка α ą 0 от функции g P L1pr0,T s;Eq, называ-
ется функция Iα0 g следующего вида:

Iα0 gptq “ 1

Γpαq

ż t

0

pt´ sqα´1gpsq ds,

где Γ— гамма-функция Эйлера

Γpαq “
ż 8

0

xα´1e´xdx.

Определение 2. Дробной производной Капуто порядка α P pN ´ 1,N s от функции g P
CNpr0,T s;Eq, называется функция CDα

0 g следующего вида:

CDα
0 gptq “ 1

ΓpN ´ αq

ż t

0

pt´ sqN´α´1gpNqpsq ds.

1.2. Многозначные отображения

Пусть E — банахово пространство. Введем следующие обозначения:
P pEq “ tA Ď E : A ‰ ∅u ;
PbpEq “ tA P P pEq : A ´ ограниченноu ;
PvpEq “ tA P P pEq : A´ выпуклоu ;
KpEq “ tA P P pEq : A ´ компактноu ;
KvpEq “ tPvpEq XKpEqu .

Определение 3. (см., например, [24], [28]) Пусть pA, ěq — частично упорядоченное множе-
ство. Функция β : PbpEq Ñ A называется мерой некомпактности (мнк) в E , если для любого
Ω P PbpEq выполняется:

βpcoΩq “ βpΩq,
где coΩ обозначает замыкание выпуклой оболочки Ω.

Мера некомпактности β называется:
1) монотонной, если для любых Ω0,Ω1 P PbpEq, из Ω0 Ď Ω1 следует, что βpΩ0q ď βpΩ1q;
2) несингулярной, если для любого a P E и любого Ω P PbpEq выполнено βptauYΩq “ βpΩq;
если A— конус в банаховом пространстве, то β называется:
3) правильной, если для любого относительно компактного множества Ω P PbpEq, βpΩq “ 0;
4) вещественной, если A— множество вещественных чисел R, с естественным упорядоче-

нием.
Примером вещественной меры некомпактности, обладающей всеми выше перечисленными

свойствами, является мера некомпактности Хаусдорфа χpΩq:

χpΩq “ inftε ą 0,при которых Ω имеет конечную ε-сеть в E u.

Определение 4. (см., например, [24], [28]) Пусть X — метрическое пространство, многознач-
ное отображение (мультиотображение) F : X Ñ P pEq называется:

(i) полунепрерывным сверху (п.н.св.), если F´1pV q “ tx P X : Fpxq Ă V u — открытое под-
множество X для любого открытого множества V Ă E ,

(ii) замкнутым, если график ΓF “ tpx,yq : y P Fpxqu — замкнутое подмножество X ˆ E ,
(iii) компактным, если FpXq — относительно компактно в E ,
(iv) квазикомпактным, если сужение на любое компактное подмножество A Ă X компакт-

но.
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Нам понадобятся в дальнейшем следующее утверждение (см. [28]).

Лемма 1. Пусть X и Y — метрические пространства и F : X Ñ KpY q — замкнутое ква-
зикомпактное мультиотображение, тогда F — п.н.св.

Определение 5. (см., например, [24]) Мультиотображение F : X Ď E Ñ KpEq называет-
ся уплотняющим относительно мнк β (β - уплотняющим), если для любого ограниченного
множества Ω Ď X не являющегося относительно компактным выполнено:

βpF pΩqq ğ βpΩq.

Справедливы следующие теоремы о неподвижной точке для уплотняющих мультиотобра-
жений (см. [24]).

Теорема 6. Пусть M— выпуклое замкнутое подмножество E и F : M Ñ KvpMq — β -
уплотняющее мультиотображение, где β — монотонная несингулярная мера некомпакт-
ности в E . Тогда множество неподвижных точек F : FixF :“ tx : x P Fpxqu — непустое
множество.

Теорема 7. Пусть X — замкнутое подмножество банахова пространства E , β – монотон-
ная мера некомпактности в E и F : X Ñ KpEq — замкнутое мультиотображение, которое
является β-уплотняющим, где β — монотонная несингулярная мера некомпактности в E .
Если множество неподвижных точек F : FixF :“ tx : x P Fpxqu ограничено, то оно ком-
пактно.

1.3. Измеримые мультифункции

Напомним некоторые понятия (см., например, [24], [28]). Пусть E — банахово пространство.

Определение 8. Мультифункция G : r0,T s Ñ KpEq, для p ě 1, называется:
‚Lp -интегрируемой, если она допускает Lp - интегрируемое сечение по Бохнеру, т.е. су-

ществует функция g P Lp pr0,T s;Eq , такая, что gptq P Gptq для п. в. t P r0,T s;
‚Lp -интегрально ограниченной, если существует функция ξ P Lppr0,T sq такая, что:

}Gptq} :“ sup t}g}E : g P Gptqu ď ξptq

для п. в. t P r0,T s.

Множество всех Lp - интегрируемых сечений мультифункции G : r0,T s Ñ KpEq обознача-
ется SpG.

Мультифункция G называется измеримой, если G´1pV q измеримо (относительно меры Ле-
бега на отрезке r0,T s) для любого открытого подмножества V Ă E. Мультифункция G назы-
вается сильно измеримой, если существует последовательность ступенчатых мультифункций
Gn : r0,T s Ñ KpEq такая, что:

lim
nÑ8

HpGnptq,Gptqq “ 0,

для п. в. t P r0,T s, где H — хаусдорфова метрика в KpEq.
Отметим, что в случае сепарабельного пространства E, понятия измеримой и сильно изме-

римой мультифункции совпадают. Если G сильно измерима и Lp - интегрально ограничена,
то она Lp - интегрируема. Для Lp-интегрируемой мультифункции G определен многозначный
интеграл ż t

0

Gpsqds :“
"ż t

0

gpsqds : g P SpG

*
,

для любого t P r0,T s.
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Определение 9. Последовательность функций tξnu Ă Lppr0,T s;Eq, p ě 1, называется Lp-
полукомпактной, если она Lp-интегрально ограничена, то есть

}ξnptq}E ď vptq для всехn “ 1,2,...и п.в. t P r0,T s,

где v P Lp`pr0,T sq, и множество tξnptqu относительно компактно в E для п.в. t P r0,T s.

Лемма 2. (см. [24],Теорема 4.2.3.) Пусть E — сепарабельное банахово пространство. Пусть
G : r0,T s Ñ P pEq L1 - интегрируемая и L1 - интегрально ограниченная мультифункция
такая, что

χpGptqq ď qptq,
для п. в. t P r0,T s, где q P L1

`pr0,T sq. Тогда

χp
ż t

0

Gpsqdsq ď
ż t

0

qpsqds,

для всех t P r0,T s. В частности, если мультифункция G : r0,T s Ñ KpEq измерима и Lp -
интегрально ограничена, то функция χpGp¨qq интегрируема, причем:

χp
ż t

0

Gpsqdsq ď
ż t

0

χpGpsqqds,

для всех t P r0,T s.

Лемма 3. (см. [24], Теорема 4.2.1.) Пусть последовательность функций tξnu Ă L1pr0,T s;Eq
для всех n “ 1,2,... и п.в. t P r0,T s, является L1- интегрально ограниченной. Предположим,
что

χptξnptquq ď αptq
для п.в. t P r0,T s, где α P L1

`pr0,T sq. Тогда для любого δ ą 0 существует компактное мно-
жество Kδ Ă E и множество mδ Ă r0,T s, с лебеговой мерой mδ ă δ, а также множество
функций Gδ Ă L1pr0,T s;Eq со значениями в Kδ, такое, что для каждого n ě 1 существует
функция bn P Gδ, для которой

}ξnptq ´ bnptq}E ď 2αptq ` δ, t P r0,as\mδ .

Более того, последовательность tbnu может быть выбрана так, что bn ” 0 на mδ и эта
последовательность слабо компактна.

2. СУЩЕСТВОВАНИЕ ИНТЕГРАЛЬНЫХ РЕШЕНИЙ

Пространство непрерывно дифференцируемых функций, заданных на отрезке r0,T s со
значениями в сепарабельном банаховом пространстве E, будем классически обозначать
C1pr0,T s;Eq и считать для x P C1pr0,T s;Eq :

}x}C1pr0,T s;Eq “ max
tPr0,T s

}xptq}E ` max
tPr0,T s

}x1ptq}E .

Из классической теоремы Арцела–Асколи вытекает, что множество Ω Ă C1pr0,T s;Eq отно-
сительно компактно в пространстве C1pr0,T s;Eq тогда и только тогда, когда Ω и Ω1 “ tx1|x P
Ωu равностепенно непрерывны на r0,T s и множества Ωptq “ txptq|x P Ωu, Ω1ptq “ tx1ptq|x P Ωu
относительно компактны в пространстве E при каждом t P r0,T s.

Пусть мультиотображение H : r0,T sˆEˆE Ñ KvpEq удовлетворяет следующим условиям:
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pH1q для всех pη, ξq P E ˆE мультифункция H p¨,η, ξq : r0,T s Ñ Kv pEq допускает измери-
мое сечение;

pH2q для п.в. t P r0,T s мультиотображение Hpt, ¨ ,¨q : E ˆ E Ñ Kv pEq полунепрерывно
сверху;

pH3q для каждого r ą 0 существует функция ωr P L8
` pr0,T sq такая, что

}Hpt,η,ξq}E “ supt}h}E : h P Hpt,η,ξqu ď ωrptq,

для п.в. t P r0,T s и всех pη,ξq P E ˆ E таких, что }η}E ` }ξ}E ď r.

pH4q существует функция µ P L8
` pr0,T sq такая, что для любых ограниченных множеств

Q,∆ Ă E мы имеем:
χpHpt,Q,∆qq ď µptq pχpQq ` χp∆qq ,

для п.в. t P r0,T s, где χ— мера некомпактнотсти Хаусдорфа в E.
Для x P C1pr0,T s;Eq рассмотрим мультифункцию:

ΦH : r0,T s Ñ KvpEq, ΦHptq “ Hpt,xptq,x1ptqq.

Из условий pH1q´pH3q следует (см. [24], Теорема 1.5.22), что мультифункция ΦH является
Lp-интегрируемой для любого p ě 1. Пусть P8

H : C1pr0,T s;Eq ⊸ L8pr0,T s;Eq — суперпозици-
онное мультиотображение заданное следующим образом

P8
H pxq “ S8

ΦH
.

Определение 10. Интегральным решением задачи Коши (6)–(7) на промежутке r0,τ s назы-
вается функция x P C1pr0,τ s;Eq:

xptq “ x0 ` x1
0t` 1

Γpαq

ż t

0

pt ´ sqα´1hpsqds, t P r0,τ s,

где h P P8
H pxq.

Для нахождения интегральных решений задачи (6)–(7) введем в рассмотрение следующие
отображения:

S “ S0 : L8pr0,T s;Eq Ñ Cpr0,T s;Eq, S1 “ d

dt
S : L8pr0,T s;Eq Ñ Cpr0,T s;Eq,

Sphqptq “ 1

Γpαq

ż t

0

pt´ sqα´1hpsqds, S1phqptq “ 1

Γpα ´ 1q

ż t

0

pt´ sqα´2hpsqds.

Лемма 4. Пусть последовательность tηnu Ă L8pr0,T s;Eq ограниченная и ηn á η0 в
L1pr0,T s;Eq. Тогда Si pηnq á Si pη0q , i “ 0,1, в Cpr0,T s;Eq.

Доказательство. Для d ą 0 и i “ 0,1, рассмотрим операторы Sid : L
1pr0,T s;Eq Ñ Cpr0,T s;Eq :

Sidpηnq “
#

0, t ď d,
1

Γpα´iq
şt´d
0

pt ´ sqα´i´1ηnpsqds, t ą d
(8)

поскольку интеграл в последнем выражении является непрерывной функцией на r0,t´ ds, то

Sid pηnq á Sid pη0q , i “ 0,1, (9)

в пространстве Cpr0,T s;Eq. Пусть ψ— непрерывный линейный функционал на Cpr0,T s;Eq,
т.е., ψ P C˚pr0,T s;Eq, тогда для него справедливо представление

`
ψ,Si pηnq

˘
“
`
ψ,Sid pηnq

˘
`
`
ψ,Si pηnq ´ Sid pηnq

˘
, i “ 0,1, n “ 0,1,2,... (10)
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Из формул определяющих операторы Sid, мы получаем:

`
Si pηnq ´ Sid pηnq

˘
ptq “

#
1

Γpα´iq
şt
0
pt´ sqα´i´1ηnpsqds, t ď d,

1
Γpα´iq

şt
t´dpt ´ sqα´i´1ηnpsqds, t ą d.

Тогда, имеют место следующие оценки:

››Si pηnq ´ Sid pηnq
››
Cpr0,T s;Eq ď

#
1

Γpα´iq
şt
0
pt´ sqα´i´1}ηnpsq}Eds, t ď d,

1
Γpα´iq

şt
t´dpt´ sqα´i´1}ηnpsq}Eds, t ą d,

ď dα´i

pα ´ iqΓpα ´ iq}ηn}L8 .

Таким образом, для произвольного ε ą 0, мы можем выбрать такое число d ą 0, что
выполняется оценка:

››Si pηnq ´ Sid pηnq
››
Cpr0,T s;Eq ď ε

4 }ψ}C˚pr0,T s;Eq
. (11)

Используя (9), мы получаем, что
`
ψ,Sid pηnq

˘
Ñ

`
ψ,Sid pη0q

˘
, но тогда для заданного ε, мы

можем выбрать номер n0 такой, что

`
ψ,Sid pηn0

q ´ Sid pη0q
˘

ă ε{2. (12)

Теперь, учитывая (10), (11), (12), мы получаем:

`
ψ,Si pηnq ´ Si pη0q

˘
“
`
ψ,Sid pηnq ´ Sid pη0q

˘
`

`
`
ψ,Si pηnq ´ Sid pηnq

˘
`
`
ψ,Sid pη0q ´ Si pη0q

˘
ă

ă ε

2
` 2 }ψ}C˚pr0,T s;Eq

ε

4 }ψ}C˚pr0,T s;Eq
“ ε,

что и требовалось доказать.

Лемма 5. Для любого компактного множества K Ă E и ограниченной последовательности
tηnu Ă L8pr0,T s;Eq такой, что tηnptqu Ă K для п.в. t P r0,T s, слабая сходимость ηn á η0 в
L1pr0,T s;Eq влечет сходимость Sipηnq Ñ Sipη0q, i “ 0,1, в Cpr0,T s;Eq.

Доказательство. Вначале заметим справедливость оценки:

χ

ˆ 
Si pηnq ptq

(˙
ď 1

Γpα ´ iq

ż t

0

pt ´ sqα´i´1χptηnuqds “ 0,

из которой следует, что множества
 
Si pηnq ptq

(8
n“1

Ă E, i “ 0,1,— относительно компактны
при каждом t P r0,T s.

С другой стороны, если мы возьмем t1,t2 P r0,T s такие, что 0 ă t1 ă t2 ď T , то мы имеем:
›››››S

ipηnq pt2q ´ Sipηnq pt1q
›››››
E

“ 1

Γpα ´ iq

›››››

ż t2

0

pt2 ´ sqα´i´1 ηnpsqds ´
ż t1

0

pt1 ´ sqα´i´1 ηnpsqds
›››››
E
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“ 1

Γpα ´ iq

›››››

ż t2

t1

pt2 ´ sqα´i´1 ηnpsqds
›››››
E

` 1

Γpα ´ iq

›››››

ż t1

0

´
pt2 ´ sqα´i´1 ´ pt1 ´ sqα´i´1

¯
ηnpsqds

›››››
E

“ Z1,i ` Z2,i,

где

Z1,i “ 1

Γpα ´ iq

›››››

ż t2

t1

pt2 ´ sqα´i´1 ηnpsqds
›››››
E

,

Z2,i “ 1

Γpα ´ iq

›››››

ż t1

0

´
pt2 ´ sqα´i´1 ´ pt1 ´ sqα´i´1

¯
ηnpsqds

›››››
E

.

Используя условие pH3q, мы можем для произвольного ε1 ą 0 подобрать δ1,i ą 0 такое,
что при |t2 ´ t1| ă δ1,i выполняется оценка:

Z1,i ď }ωK}8
Γ pα ´ i´ 1q

pt2 ´ t1qα´i

α´ i
ă ε1.

Для оценки Z2,i, возьмем константу di ą 0, для которой мы имеем:

Z2,i ď 1

Γpα ´ iq

›››››

ż t1´di

0

´
pt2 ´ sqα´i´1 ´ pt1 ´ sqα´i´1

¯
ηnpsqds

›››››
E

` 1

Γpα´ iq

›››››

ż t1

t1´di

´
pt2 ´ sqα´i´1 ´ pt1 ´ sqα´i´1

¯
ηnpsqds

›››››
E

“ I1,i ` I2,i,

где

I1,i “ 1

Γpα ´ iq

›››››

ż t1´di

0

´
pt2 ´ sqα´i´1 ´ pt1 ´ sqα´i´1

¯
ηnpsqds

›››››
E

,

I2,i “ 1

Γpα´ iq

›››››

ż t1

t1´di

´
pt2 ´ sqα´i´1 ´ pt1 ´ sqα´i´1

¯
ηnpsqds

›››››
E

.

Рассмотрим функцию v : rdi,T s Ñ R, vpτq “ τα´i´1. Данная функция непрерывна на
промежутке rdi,T s, поэтому, в силу теоремы Кантора, она равномерно непрерывна на этом
отрезке, т.е., для каждого γ ą 0 найдется δ2,i ą 0 такое, что как только |τ2 ´ τ1| ă δ2,i ă di,

τ1,τ2 P rdi,T s, имеет место оценка:
ˇ̌
τα´i´1
2 ´ τα´i´1

1

ˇ̌
ă γ.

Теперь, считая τ “ t´ s, мы получаем:

I1,i ď }ωK}8 γ pt1 ´ diq
Γ pα ´ iq ă ε2.

В свою очередь, для I2,i справедлива следующая оценка:

I2,i ď }ωK}8 dα´i
i

`
2 ` 2α´i˘

pα ´ iqΓ pα ´ iq ă ε3.

Таким образом, для любого ε ą 0 мы можем подобрать δi “ mintδ1,i,δ2,iu такое, что
›››››S

ipηnq pt2q ´ Sipηnq pt1q
›››››
E

ď Z1,i ` Z2,i ă ε1 ` ε2 ` ε3 ă ε.
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Следовательно, множества
 
Si pηnq

(
, i “ 0,1,— равностепенно непрерывны. Из теоремы

Арцела–Асколи следует, что
 
Si pηnq

(
Ă C pr0,T s ;Eq относительно компактные множества.

Из леммы 4 известно, что слабая сходимость ηn á η0 влечет Si pηnq á Si pη0q . Поскольку
последовательности

 
Si pηnq

(
, i “ 0,1, относительно компактны, то мы можем утверждать,

что Si pηnq Ñ Si pη0q в C pr0,T s ;Eq.

Рассмотрим мультиотображение G : C1pr0,T s;Eq ⊸ C1pr0,T s;Eq, заданное следующим
образом:

Gpxqptq “ x0 ` x1
0t` pS ˝ P8

H pxqqptq, t P r0,T s.
Ясно, что функция x P C1pr0,T s;Eq — интегральное решение задачи (6)–(7) на промежутке

r0,T s тогда и только тогда, когда она является неподвижной точкой мультиотображения G.
Нашей задачей является показать, что G имеет неподвижную точку.

Для доказательства, того факта, что мультиотображение G является уплотняющим, вве-
дем в пространстве C1pr0,T s;Eq векторную меру некомпактности

ν : PbpC1pr0,T s;Eqq Ñ R
2
`

со значениями в конусе R
2
`, определенную как:

νpΩq “ pψpΩq,modCpΩqq ,

где
ψpΩq “ sup

tPr0,T s
e´ptpχpΩptqq ` χpΩ1ptqqq,

и константа p ą 0 выбрана так, что для d0,d1 ą 0 и удовлетворяющих неравенствам:

}µ}8
Γpαq

dα0
α

ď 1

8
,

}µ}8
Γpα ´ 1q

dα´1
1

α ´ 1
ď 1

8
, (13)

выполняется следующая оценка:

}µ}8
Γpαq

1

pd1´α
0

` }µ}8
Γpα´ 1q

1

pd2´α
1

ď 1

4
. (14)

Вторая компонента нами определенной меры некомпактности ν, суть модуль равностепенной
непрерывности, который определяется в следующем виде:

modCpΩq “ lim
δÑ0

sup
xPΩ

max
0ďiď1

max
|t1´t2|ďδ

}xipt1q ´ xipt2q},

где для x P Ω : x0ptq “ xptq, x1ptq “ x1ptq, t P r0,T s.

Лемма 6. Мультиотображение G является уплотняющим относительно меры неком-
пактности ν.

Доказательство. Пусть Ω Ă C1pr0,T s;Eq непустое ограниченное множество и

νpGpΩqq ě νpΩq, (15)

покажем, что Ω— относительно компактное множество.
Очевидно, что нам достаточно доказать лемму для мультиотображения S ˝ P8

H .

Из неравенства (15) следует, что

ψpS ˝ P8
H pΩqq ě ψpΩq. (16)
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Теперь, применяя условие регулярности pH4q, мы имеем:

χpthpsq : h P P8
H pxq, x P Ωuq ď µpsq ¨ pχptxpsq : x P Ωuq ` χptpx1psq : x P Ωuq “

“ epsµpsq ¨ e´pspχptxpsq : x P Ωuq ` χptx1psq : x P Ωuq ď
ď epsµpsqψpΩq.

Воспользовавшись последним неравенством, мы получаем следующие оценки для i “ 0,1:

e´ptχpSi ˝ P8
H pΩqq ď e´pt }µ}8

Γpα ´ iq

ż t

0

pt´ sqα´i´1 epsψpΩqds

ď }µ}8
Γpα ´ iqψpΩq

ˆ
e´pt

ż t´di

0

pt´ sqα´i´1 epsds` e´pt
ż t

t´di
pt´ sqα´i´1 epsds

˙

ď }µ}8
Γpα´ iqψpΩq

˜
e´pt 1

d1`i´α
i

eppt´diq ´ 1

p
` dα´i

i

α ´ i

¸

ď }µ}8
Γpα ´ iqψpΩq

˜
1

d1`i´α
i

e´pdi

p
` dα´i

i

α´ i

¸

ď }µ}8
Γpα ´ iqψpΩq

˜
1

pd1`i´α
i

` dα´i
i

α´ i

¸
.

теперь, используя неравенства (13) и (14), мы для последней оценки имеем:

ψpS ˝ P8
H pΩqq “ sup

tPr0,T s
e´ptpχpS ˝ P8

H pΩq ` S1 ˝ P8
H pΩqqq

ď
´}µ}8
Γpαq

1

pd1´α
0

` }µ}8
Γpαq

dα0
α

` }µ}8
Γpα ´ 1q

1

pd2´α
1

` }µ}8
Γpα ´ 1q

dα´1
1

α´ 1

¯
ψpΩq

ď 1

2
ψpΩq.

Учитывая неравенство (16) вместе с последним, мы получаем:

ψpΩq ď 1

2
ψpΩq,

поэтому
ψpΩq “ 0,

более того
χpΩptqq “ 0

для всех t P r0,T s.
Из неравенства (15) следует, что

modCpS ˝ P8
H pΩqq ě modCpΩq. (17)

Теперь докажем, что
modC pS ˝ P8

H pΩqq “ 0.

Для этого покажем, что множества

M “
"

1

Γpαq

ż t

0

pt ´ sqα´1hpsqds : h P P8
H pxq, x P Ω

*
,
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M1 “
"

1

Γpα ´ 1q

ż t

0

pt ´ sqα´2hpsqds : h P P8
H pxq, x P Ω

*
,

равностепенно непрерывны.
Зафиксируем ε ą 0 и возьмем t1,t2 P r0,T s такие, что 0 ă t1 ă t2 ď T, тогда для произ-

вольного h P P8
H pΩq и i “ 0,1, мы имеем:

›››››S
i phq pt2q ´ Si phq pt1q

›››››
E

ď
›››››

1

Γpα´ iq

ż t2

0

pt2 ´ sqα´i´1 hpsqds ´ 1

Γpα´ iq

ż t1

0

pt1 ´ sqα´i´1 hpsqds
›››››
E

ď
›››››

1

Γpα´ iq

ż t2

t1

pt2 ´ sqα´i´1 hpsqds
›››››
E

`
›››››

1

Γpα ´ iq

ż t1

0

´
pt2 ´ sqα´i´1 ´ pt1 ´ sqα´i´1

¯
hpsqds

›››››
E

“ Z1,i ` Z2,i,

где

Z1,i “
›››››

1

Γpα ´ iq

ż t2

t1

pt2 ´ sqα´i´1 hpsqds
›››››
E

,

Z2,i “
›››››

1

Γpα ´ iq

ż t1

0

´
pt2 ´ sqα´i´1 ´ pt1 ´ sqα´i´1

¯
hpsqds

›››››
E

.

Используя условие pH3q, мы можем подобрать такое δ1,i ą 0, что из неравенства |t2 ´ t1| ă
δ1,i для h P P8

F pxq, x P Ω вытекает оценка:

Z1,i ď }ωrΩ}8
Γ pα ´ iq

pt2 ´ t1qα´i

α ´ i
ă ε

6
.

Для оценки Z2,i подберем

di ă δ2,i :“
„ ε

6
pα ´ iqΓpα ´ iq

}ωrΩ}8 p2α´i ` 1q

 1

α´i

.

Тогда для t1 ă di и t2 ´ t1 ă di, мы имеем

Z2,i ď 1

Γpα´ iq

ż t1

0

pt2 ´ sqα´i´1}hpsq}Eds` 1

Γpα´ iq

ż t1

0

pt1 ´ sqα´i´1}hpsq}Eds

ď 1

Γpα ´ iq

ż t2

0

pt2 ´ sqα´i´1}hpsq}Eds ` 1

Γpα ´ iq

ż t1

0

pt1 ´ sqα´i´1}hpsq}Eds

ď }ωrΩ}8
Γpα ´ iq

`
2α´i ` 1

˘ dα´i
i

α´ i
ă ε

6
.

Для t1 ą di мы получаем:

Z2,i ď
›››››

1

Γpα´ iq

ż t1´di

0

´
pt2 ´ sqα´i´1 ´ pt1 ´ sqα´i´1

¯
hpsqds

›››››
E
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`
›››››

1

Γpα ´ iq

ż t1

t1´di

´
pt2 ´ sqα´i´1 ´ pt1 ´ sqα´i´1

¯
hpsqds

›››››
E

“ I1,i ` I2,i,

где

I1,i “
›››››

1

Γpα ´ iq

ż t1´di

0

´
pt2 ´ sqα´i´1 ´ pt1 ´ sqα´i´1

¯
hpsqds

›››››
E

,

I2,i “
›››››

1

Γpα ´ iq

ż t1

t1´di

´
pt2 ´ sqα´i´1 ´ pt1 ´ sqα´i´1

¯
hpsqds

›››››
E

.

Возьмем di настолько малым, что

I2,i ď }ωrΩ}8 dα´i
i

`
2 ` 2α´i˘

pα ´ iqΓ pα ´ iq ă ε

6
.

Поскольку χ pΩptqq ” 0 и χ pΩ1ptqq ” 0, по лемме 3 для каждого δ3,i ą 0 существует
компактное множество Kδ3,i Ă E, множество mδ3,i Ď r0,T s с лебеговой мерой mespmδ3,iq ă δ3,i,

и множество функций ∆ Ă L1pr0,T s;Eq со значениями в Kδ3,i такое, что существует функция
b P ∆ для которой

}hptq ´ bptq}E ď δ3,i, t P r0,T szmδ3,i . (18)

Более того, функцию b P ∆ можно выбрать такой, что bptq ” 0 на mδ3,i и множество ∆ слабо
компактно в L1pr0,T s;Eq.

Тогда для I1,i справедливы оценки:

I1,i ď
›››››

1

Γpα ´ iq

ż t1´di

0

´
pt2 ´ sqα´i´1 ´ pt1 ´ sqα´i´1

¯
phpsq ´ bpsq ` bpsqq ds

›››››
E

ď
›››››

1

Γpα ´ iq

ż t1´di

0

´
pt2 ´ sqα´i´1 ´ pt1 ´ sqα´i´1

¯
phpsq ´ bpsqq ds

›››››
E

`
›››››

1

Γpα ´ iq

ż t1´di

0

´
pt2 ´ sqα´i´1 ´ pt1 ´ sqα´i´1

¯
bpsqds

›››››
E

ď
›››››

1

Γpα ´ iq

ż

r0,t1´diszmδ3,i

´
pt2 ´ sqα´i´1 ´ pt1 ´ sqα´i´1

¯
phpsq ´ bpsqq ds

›››››
E

`
›››››

1

Γpα ´ iq

ż

r0,t1´disXmδ3,i

´
pt2 ´ sqα´i´1 ´ pt1 ´ sqα´i´1

¯
phpsq ´ bpsqq ds

›››››
E

`
›››››

1

Γpα ´ iq

ż

r0,t1´diszmδ3,i

´
pt2 ´ sqα´i´1 ´ pt1 ´ sqα´i´1

¯
bpsqds

›››››
E

`
›››››

1

Γpα ´ iq

ż

r0,t1´disXmδ3,i

´
pt2 ´ sqα´i´1 ´ pt1 ´ sqα´i´1

¯
bpsqds

›››››
E

“
›››››

1

Γpα ´ iq

ż

r0,t1´diszmδ3,i

´
pt2 ´ sqα´i´1 ´ pt1 ´ sqα´i´1

¯
phpsq ´ bpsqq ds

›››››
E

`
›››››

1

Γpα ´ iq

ż

r0,t1´disXmδ3,i

´
pt2 ´ sqα´i´1 ´ pt1 ´ sqα´i´1

¯
phpsq ´ bpsqq ds

›››››
E
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`
›››››

1

Γpα ´ iq

ż

r0,t1´diszmδ3,i

´
pt2 ´ sqα´i´1 ´ pt1 ´ sqα´i´1

¯
bpsqds

›››››
E

“ N1,i `N2,i `N3,i,

где

N1,i “
›››››

1

Γpα ´ iq

ż

r0,t1´diszmδ3,i

´
pt2 ´ sqα´i´1 ´ pt1 ´ sqα´i´1

¯
phpsq ´ bpsqq ds

›››››
E

,

N2,i “
›››››

1

Γpα ´ iq

ż

r0,t1´disXmδ3,i

´
pt2 ´ sqα´i´1 ´ pt1 ´ sqα´i´1

¯
phpsq ´ bpsqq ds

›››››
E

,

N3,i “
›››››

1

Γpα ´ iq

ż

r0,t1´diszmδ3,i

´
pt2 ´ sqα´i´1 ´ pt1 ´ sqα´i´1

¯
bpsqds

›››››
E

.

Используя (18) мы можем подобрать δ3,i ą 0 настолько малое, что из неравенства
mespmδ3,iq ă 2 ε

6
d
1`i´q
i следует, что N1,i ă ε

6
и N2,i ă ε

6
.

Заметим, что функции из множества ∆ принимают свои значения в Kδ3,i , следовательно
∆ Ă L8pr0,T s;Eq. Тогда по лемме 5 мы можем выбрать δ4,i ą 0 таким, что если |t2 ´ t1| ă δ4,i,

то N3,i ă ε
6
.

Итак, для любого ε ą 0 мы можем подобрать δi “ mintδ1,i,δ2,i,δ3,i,δ4,iu такое, что
›››››S

i phq pt2q ´ Si phq pt1q
›››››
E

ď Z1,i ` Z2,i ď Z1,i ` I1,i ` I2,i ď Z1,i ` I2,i `N1,i `N2,i `N3,i ă

ă ε

6
` ε

6
` ε

6
` ε

6
` ε

6
` ε

6
“ ε

для каждого h P P8
H pΩq и |t2 ´ t1| ă δi, то есть множества M и M1 являются равностепенно

непрерывными.
Таким образом, мы заключаем, что Ω— относительно компактное множество, а мультио-

тображение G является уплотняющим относительно меры некомпактности ν.

Лемма 7. Мультиотображение G является п.н.св.

Доказательство. Легко видеть, что лемму достаточно доказать для мультиоператора S˝P8
H .

Пусть d ą 0— константа такая, что }ωr}8d
α

Γp1`αq ă ε. Тогда оператор S можно представить в виде:

Sphqptq “ 1

Γpαq

ż t´d

0

pt´ sqα´1hpsqds ` 1

Γpαq

ż t

t´d
pt´ sqα´1hpsqds.

Возьмем последовательность txnu8
n“1 Ă Cpr0,T s;Eq, такую, что xn Ñ x0. Тогда для каж-

дой последовательности hn P P8
H pxnq, n ě 1 для п.в. t P r0,T s, множество thnu8

n“1 , по усло-
вию pH4q, относительно компактно в L1pr0,T s;Eq, поэтому thnu8

n“1 —L1-полукомпактна. В
силу критерия Дистеля (см. [30]) мы можем предположить, без ограничения общности, что

hn
L1

á h0. Учитывая, что L8 Ă L1, по лемме Мазура существует двойная последовательность

tβiku8 8
i“1 k“1 , такая что βik ě 0,Σ8

k“iβik “ 1, βik “ 0, для k ě k0piq и rhi “ Σ8
k“iβikhk

L1

Ñ h0. В
силу леммы 5 h0 P S1

ΦH
, но последовательность hn ограничена, поэтому h0 P S8

ΦH
. Рассмотрим

теперь последовательность zn “ Srhn, n ě 1 :

znptq “ 1

Γpαq

ż t´d

0

pt´ sqα´1rhnpsqds` 1

Γpαq

ż t

t´d
pt´ sqα´1rhnpsqds.
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Так как
!
rhn

)
Ă L8pr0,T s;Eq, то переходя к пределу в последнем, при n Ñ 8, и используя

теорему Лебега о предельном переходе под знаком интеграла, в силу малости ε мы имеем:

z0ptq “ 1

Γpαq

ż t´d

0

pt ´ sqα´1h0psqds ` 1

Γpαq

ż t

t´d
pt´ sqα´1h0psqds,

следовательно z0 P S ˝ P8
H px0q, кроме того, так как

!
rhn

)8

n“1
L1-полукомпактная последова-

тельность, то
!
Srhn

)8

n“1
Ă Cpr0,T s;Eq относительно компактное множество. Таким образом

мы получаем, что мультиотображение S ˝ P8
H является замкнутым с компактными значени-

ями, а так же квазикомпактным, поэтому, в силу леммы 1, S ˝ P8
H — п.н.св.

Теперь мы в состоянии доказать локальную теорему о существовании решений.

Теорема 11. При выполнении условий pH1q´pH4q существует τ P p0,T s такое, что множе-
ство интегральных решений задачи Коши (6) - (7) ΣHx0r0,τ s на промежутке r0,τ s является
непустым подмножеством пространства C1pr0,τ s;Eq.
Доказательство. Возьмем r ą 0 и подберем 0 ă τ1 ă T такое, что

››x1
0 ¨ t

››
E

ď r{2 для всех t P r0,τ1s. (19)

Пусть Brx0, Rs Ă E — замкнутый шар с центром x0 и радиусом R “ }x0}E ` r. Возьмем
τ2, τ3 P p0,T s такими, что

}ωR}8 τα2
Γpαq ď r{4, }ωR}8 τα´1

3

Γpα ´ 1q ď r{4, (20)

где ωR — функция из условия pH3q.
Из лемм 6 и 7 известно, что мультиоператор G п.н.св. и ν-уплотняющий. Возьмем

τ “ mintτ1, τ2, τ3u и рассмотрим замкнутый шар Brx0,rs Ă C1pr0,τ s;Eq, где x0 — функция
тождественно равная x0. Покажем теперь, что мультиоператор G преобразует шар Brx0,rs в
себя. Если x P Brx0,rs, то }x}C1pr0,τ s;Eq ď R и из условия pH3q мы имеем

}hptq}E ď ωRptq, п.в. t P r0,τ s,

для всех h P P8
H pxq. Если y P Gpxq, то

yptq “ x0 ` x1
0 ¨ t` 1

Γpαq

ż t

0

pt´ sqα´1hpsqds, h P P8
H pxq.

Используя неравенства (19) и (20), мы получаем следующие оценки:

››yptq ´ x0
››
E

ď
››x1

0 ¨ t
››
E

` 1

Γpαq

ż t

0

pt´ sqα´1 }hpsq}E ds

ď
››x1

0t
››
E

` }ωR}8 τα

Γpαq ď r{2 ` r{4 ď 3r{4;

››y1ptq
››
E

ď 1

Γpα´ 1q

ż t

0

pt´ sqα´2 }hpsq}E ds ď }ωR}8 τα´1

Γpα´ 1q ď r{4.

Тогда
ρC1py,x0q “ max

tPr0,τ s

››yptq ´ x0
››
E

` max
tPr0,τ s

››y1ptq
››
E

ď 3r{4 ` r{4 “ r,

следовательно y P Brx0,rs. Теперь, ссылаясь на теорему 6, мы получаем желаемый результат.
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Перейдем к доказательству глобальной теоремы о существовании решений.

Теорема 12. При выполнении условий pH1q, pH2q, pH4q, и условия подлинейного роста

pH 13q существует функция γ P L8
` pr0,T sq такая, что

}Hpt,x,yq}E ď γptqp1 ` }x}E ` }y}Eq для п.в. t P r0,T s,

множество всех интегральных решений задачи Коши (6) - (7) ΣHx0r0,T s является непустым
компактным подмножеством пространства C1pr0,T s;Eq.

Доказательство. Ведем эквивалентную норму в пространстве C1pr0,T s;Eq :

}x}˚ “ max
tPr0,T s

e´pt }xptq}E ` max
tPr0,T s

e´pt ››x1ptq
››
E
,

где константа p ą 0 выбрана так, что для d ą 0 выполняется следующее неравенство:

}γ}8
Γpα ´ 1q

ˆ
1

pd2´α

ˆ
d

α
` 1

˙
` dα

α2
` dα´1

α ´ 1

˙
ď N ă 1

В пространстве C1pr0,T s;Eq с нормой }¨}˚ , рассмотрим замкнутый шар

Br0,rs “
 
x P C1pr0,T s;Eq| }x}˚ ď r

(
,

где r ą 0 выбрано таким, что

r ě
ˆ

}x0}E `
››x1

0

››
E

¨ pT ` 1q ` }γ}8 Tα´1

Γpαq

ˆ
T

α
` 1

˙˙
p1 ´Nq´1 .

Заметим, что из последнего неравенства, вытекает следующая оценка:

}x0}E `
››x1

0

››
E

¨ pT ` 1q ` }γ}8 Tα´1

Γpαq

ˆ
T

α
` 1

˙
`Nr ď r.

Докажем, что мультиотображение G преобразует шар Br0,rs в себя. Пусть x P Br0,rs и
y P Gpxq, тогда для каждого h P P8

H pxq справедливы следующие оценки

e´pt }yptq}E ď e´pt }x0}E ` e´pt ››x1
0 ¨ t

››
E

` e´pt 1

Γpαq

ż t

0

pt´ sqα´1 }hpsq}E ds

ď }x0}E `
››x1

0

››
E

¨ T ` e´pt 1

Γpαq

ż t

0

pt ´ sqα´1γptqp1 ` }xpsq}E `
››x1psq

››
E

qds

ď }x0}E `
››x1

0

››
E

¨ T ` e´pt }γ}8
Γpαq

ˆż t

0

pt´ sqα´1ds `
ż t

0

pt ´ sqα´1epse´psp}xpsq}E `
››x1psq

››
E

qds
˙

ď }x0}E `
››x1

0

››
E

¨ T ` e´pt }γ}8 Tα

Γpα ` 1q ` }x}˚
}γ}8
Γpαq e

´pt
ż t

0

pt´ sqα´1epsds

ď }x0}E `
››x1

0

››
E

¨ T ` }γ}8 Tα

Γpα ` 1q ` }x}˚
}γ}8
Γpαq e

´pt
ˆż t´d

0

pt´ sqα´1epsds`
ż t

t´d
pt´ sqα´1epsds

˙

ď }x0}E `
››x1

0

››
E

¨ T ` }γ}8 Tα

Γpα ` 1q ` }x}˚
}γ}8
Γpαq

˜
e´pt 1

d1´α
eppt´dq ´ 1

p
` dα

α

¸
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ď }x0}E `
››x1

0

››
E

¨ T ` }γ}8 Tα

Γpα ` 1q ` }x}˚
}γ}8
Γpαq

ˆ
1

pd1´α ` dα

α

˙
.

Аналогичным образом мы получаем оценку для производной функции y P Gpxq

e´pt ››y1ptq
››
E

ď e´pt ››x1
0

››
E

` e´pt 1

Γpα ´ 1q

ż t

0

pt´ sqα´2 }hpsq}E ds

ď
››x1

0

››
E

` e´pt 1

Γpα´ 1q

ż t

0

pt´ sqα´2γptqp1 ` }xpsq}E `
››x1psq

››
E

qds

ď
››x1

0

››
E

` e´pt }γ}8
Γpα ´ 1q

ˆż t

0

pt ´ sqα´2ds`
ż t

0

pt´ sqα´2epse´psp}xpsq}E `
››x1psq

››
E

qds
˙

ď
››x1

0

››
E

` e´pt }γ}8 Tα´1

Γpαq ` }x}˚
}γ}8

Γpα ´ 1qe
´pt

ż t

0

pt ´ sqα´2epsds

ď
››x1

0

››
E

` }γ}8 Tα´1

Γpαq ` }x}˚
}γ}8

Γpα´ 1qe
´pt

ˆż t´d

0

pt´ sqα´2epsds`
ż t

t´d
pt ´ sqα´2epsds

˙

ď
››x1

0

››
E

` }γ}8 Tα´1

Γpαq ` }x}˚
}γ}8

Γpα ´ 1q

˜
e´pt 1

d2´α
eppt´dq ´ 1

p
` dα´1

α´ 1

¸

ď
››x1

0

››
E

` }γ}8 Tα´1

Γpαq ` }x}˚
}γ}8

Γpα ´ 1q

ˆ
1

pd2´α ` dα´1

α ´ 1

˙
.

Таким образом

}y}˚ ď }x0}E `
››x1

0

››
E

¨ T ` }γ}8 Tα

Γpα ` 1q ` }x}˚
}γ}8
Γpαq

ˆ
1

pd1´α ` dα

α

˙

`
››x1

0

››
E

` }γ}8 Tα´1

Γpαq ` }x}˚
}γ}8

Γpα ´ 1q

ˆ
1

pd2´α ` dα´1

α ´ 1

˙

ď }x0}E `
››x1

0

››
E

¨ pT ` 1q ` }γ}8 Tα´1

Γpαq

ˆ
T

α
` 1

˙

` }x}˚
}γ}8

Γpα ´ 1q

ˆ
1

pαd1´α ` dα

α2
` 1

pd2´α ` dα´1

α ´ 1

˙

ď }x0}E `
››x1

0

››
E

¨ pT ` 1q ` }γ}8 Tα´1

Γpαq

ˆ
T

α
` 1

˙
` }x}˚N ď r.

Из лемм 6 и 7 известно, что мультиоператор G п.н.св. и ν-уплотняющий. Используя тео-
рему 6, мы получаем, что множество ΣHx0r0,T s не пусто.

Покажем теперь, что множество ΣHx0r0,T s априори ограниченно. Действительно, из выше
полученных оценок следует, что для x P ΣHx0r0,T s и h P P8

H pxq мы имеем:

}x}˚ ď }x0}E `
››x1

0

››
E

¨ pT ` 1q ` }γ}8 Tα´1

Γpαq

ˆ
T

α
` 1

˙
` }x}˚N,

из которой следует, что

}x}˚ ď
ˆ

}x0}E `
››x1

0

››
E

¨ pT ` 1q ` }γ}8 Tα´1

Γpαq

ˆ
T

α
` 1

˙˙
p1 ´Nq´1 .

Применяя теорему 7, мы получаем, что множество ΣHx0r0,T s компактно.
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