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Аннотация. В работе представлено исследование асимптотического поведения реше-
ний случайного функционально-дифференциального включения вида

x1pω, tq P Fpω,t,xtq п.в. t P R`,

для всех ω P Ω, где мультиотображение F : ΩˆR` ˆ C Ñ KvpRnq удовлетворяет условию
типа подлинейного роста и является случайным u-мультиоператором, т. е. оно измеримо
относительно σ-алгебры ΣbBpRnq, где BpRnq обозначает σ-алгебру борелевских подмно-
жеств Rn, и F pω, ¨, ¨q : R` ˆ C Ñ KvpRnq полунепрерывно сверху для всех ω P Ω.

На основе метода случайных негладких интегральных направляющих потенциалов
получена односторонняя оценка решений такого типа случайных функционально-диффе-
ренциальных включений.
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ференциальное включение, случайный негладкий интегральный направляющий потенци-
ал, асимптотическое поведение решений.
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Abstract. The paper presents the investigation of the asymptotic behavior of solutions to
a random functional differential inclusion of the form

x1pω, tq P Fpω,t,xtq a.e. t P R`,

for all ω P Ω, where the multivalued map F : Ω ˆ R` ˆ C Ñ KvpRnq satisfies the sublinear
growth type condition and it is a random u-multioperator, i.e. it is measurable with respect
to σ-algebra Σ b BpRnq, where BpRnq denotes the σ-algebra of Borel subsets of Rn, and
F pω, ¨, ¨q : R` ˆ C Ñ KvpRnq is upper semicontinuous for all ω P Ω.

On the basis of the method of random nonsmooth integral guiding potentials, a one-sided
estimate for solutions of this type of random functional differential inclusions is obtained.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Хорошо известно, что дифференциальные включения являются весьма полезным матема-
тическим аппаратом для описания систем автоматического управления, нелинейных систем
управления с обратной связью, с импульсными характеристиками и других объектов совре-
менной физики, механики, техники, биологии, экономики и других областей современного
естествознания. В последние десятилетия при моделировании стохастических воздействий
на динамические системы, описываемые дифференциальными включениями, широко приме-
няется метод введения случайного параметра (см., например, [1]–[5]).

Метод направляющих функций, основу которого заложили М. А. Красносельский и
А. И. Перов (см. [6]–[8]), первоначально применялся для изучения периодических и огра-
ниченных решений обыкновенных дифференциальных уравнений. В дальнейшем метод на-
правляющих функций был распространен на случай дифференциальных включений (см.,
например, [9]–[11]), дифференциальных включений с каузальными операторами (см., напри-
мер, [12]–[14]), функционально-дифференциальных уравнений и включений (см., например,
[15]–[17]) и другие объекты (см., например, [18]–[21]). Сфера приложений расширилась до
изучения качественного поведения и бифуркаций решений (см., например, [21]–[23]) и асимп-
тотики решений (см., например, [24]–[30]).

В настоящей работе вводится новый метод решения задачи об асимптотике траекторий
управляемых систем, описываемых случайными функционально-дифференциальными вклю-
чениями. В качестве основного инструмента исследования проблемы используется метод слу-
чайных негладких интегральных направляющих потенциалов. Применение этого метода поз-
воляет установить оценки норм траекторий для указанных систем.

2. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЯ

В дальнейшем используются известные понятия и терминология из анализа и теории мно-
гозначных отображений (см., например, [9], [11], [31]). Напомним некоторые из них.

Пусть pX,dX q и pY,dY q — метрические пространства. Символами P pY q, CpY q, KpY q обoзна-
чим множества всех непустых и, соответственно, замкнутых или компактных подмножеств
пространства Y . Если Y — нормированное пространство, то символами CvpY q, KvpY q обо-
значаются множества всех непустых выпуклых замкнутых или, соответственно, компактных
подмножеств Y . Пусть I — замкнутое подмножество R, снабженное мерой Лебега µ.

Определение 1. Мультиотображение F : X Ñ KpY q называется полунепрерывным свер-
ху (пн.св.) в точке x0 P X, если для каждого открытого множества W Ă Y такого, что
F px0q Ă W существует δ ą 0 такое, что из того, что dXpx0,xq ă δ следует, что F pxq Ă W .
Мультиотображение F : X Ñ KpY q называется полунепрерывным сверху (пн. св.), если оно
пн. св. в каждой точке x P X.

Определение 2. Мультифункция F : I Ñ KpY q называется измеримой, если для каждого
открытого множества W Ă Y, его прообраз F´1pW q “ tt P I : F ptq Ă W u является измеримым
подмножеством I.

Замечание 3. Пн.св. мультифункция измерима. Каждая измеримая мультифункция F : I Ñ
KpY q имеет измеримое сечение, т. е. существует измеримая функция f : I Ñ Y такая, что
fptq P F ptq для п.в. t P I.

Напомним некоторые понятия негладкого анализа (см. [32]).
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Пусть V : Rn Ñ R— локально липшицева функция. Для x0 P R
n и ν P R

n обобщенная про-
изводная Кларка V 0px0; νq функции V в точке x0 по направлению ν определяется формулой

V 0px0; νq “ lim
x Ñ x0
t Ñ 0`

V px` tνq ´ V pxq
t

,

где x P R
n. Тогда обобщенный градиент Кларка BV pxq функции V в точке x0 P R

n определя-
ется следующим образом:

BV px0q “
 
x P R

n : xx,νy ď V 0px0; νq для всех ν P R
n
(
.

Локально липшицева функция V : R
n Ñ R называется регулярной, если для каждого

x P R
n и ν P R

n существует производная по направлению V 1px,νq и она совпадает с V 0px; νq.

Лемма 1. (см. [24]) Пусть V : Rn Ñ R – регулярная функция, x : ra,bs Ñ R
n — абсолютно

непрерывная функция. Тогда функция V pxptqq также является абсолютно непрерывной и
справедливо следующее равенство:

V pxptqq ´ V pxpaqq “
ż t

a

V 0pxpsq, x1psqqds, t P ra,bs,

где V 0 — обобщенная производная Кларка.

Пусть pΩ,Σq — измеримое пространство. Для каждого h ą 0 обозначим символом C про-
странство Cpr´h,0s;Rnq всех непрерывных функций x : r´h,0s Ñ R

n с обычной нормой. Для
функции xp¨q P CpR;Rnq символом xt P C обозначается функция, заданная как xtpθq “ xpt`θq,
θ P r´h,0s.

Пусть ψ : Ω ˆ r´h, 0q Ñ R
n — заданная начальная функция такая, что оператор ω P Ω Ñ

ψpω,¨q P C измерим. Обозначим символом Dψ множество всех функций x : Ωˆr´h,`8q Ñ R
n

таких, что:

piq xp¨, tq измерима п.в. t P r´h, ` 8q;

piiq для каждого ω P Ω сужение xpω,¨q на R` “ r0,` 8q является абсолютно непрерывным;

piiiq для каждого ω P Ω имеем xpω,tq “ ψpω,tq, t P r´h,0q.

Приведем определения понятий, используемых в дальнейшем (см. [1], [33]).

Определение 4. Мультиотображение F : ΩˆX Ñ CpY q называется случайным мультиопе-
ратором, если оно измеримо относительно Σ b BpXq, где Σ b BpXq — наименьшая σ-алгебра
на Ω ˆX, включающая все множества AˆB, где A P Σ, B P BpXq и BpXq обозначает Боре-
левскую σ-алгебру на X. Если, кроме того, F pω, ¨q : X Ñ CpY q пн. св. для всех ω P Ω, то F –
случайный u-мультиоператор. В случае, если f : Ω ˆ X Ñ Y является однозначным случай-
ным оператором и fpω, ¨q : X Ñ Y является непрерывным для всех ω P Ω, то f называется
случайным c-оператором.

Определение 5. Пусть A Ă Y — замкнутое подмножество и F : ΩˆA Ñ P pXq — случайный
мультиоператор. Случайной неподвижной точкой ξ мультиоператора F называется измери-
мое отображение ξ : Ω Ñ A такое, что

ξpωq P F pω, ξpωqq для всех ω P Ω.
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Теорема 6. Пусть Y — сепарабельное банахово пространство, F : Ω ˆ Y Ñ CpXq — случай-
ный u-мультиоператор. Если для каждого ω P Ω множество

FixFω :“ ty P Y : y P F pω, yqu

неподвижных точек мультиоператора Fω “ F pω, ¨q непусто и замкнуто, то F имеет слу-
чайную неподвижную точку.

РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

Рассмотрим задачу Коши для случайного функционально-дифференциального включения
вида:

x1pω, tq P Fpω,t,xtq п.в. t P R`, (2.1)

xpω, tq “ ψpω, tq, t P r´h,0q (2.2)

для всех ω P Ω, где F : Ω ˆ R` ˆ C Ñ KvpRnq удовлетворяет условиям:

pF1q F : Ω ˆ R` ˆ C Ñ KvpRnq является случайным u-мультиоператором;

pF2q существует отображение c : Ω ˆ R` Ñ R`, такое что cpω,¨q – локально интегрируемо на
R`, cp¨,tq – измеримо п.в. t P R`, и мы имеем

}Fpω,t,ϕq} :“ supt|z| : z P Fpω,t,ϕqu ď cpω, tqp1 ` |ϕ|q,

для всех ω P Ω, ϕ P C, t P R`.

Для заданной начальной функции ψ под случайным решением задачи (2.1), (2.2) понима-
ется функция ξ P Dψ, удовлетворяющая для каждого ω P Ω включению (2.1) п.в. t P R`.

Замечание 7. Из условий pF1q, pF2q следует, что мультиоператор суперпозиции

PF : Ω ˆ CpR`;R
nq Ñ P pL2

locpR`;R
nqq,

PF pω, uq “ tf P L2
locpR`;R

nq : fptq P Fpω, t, utq п.в. t P R`u,
корректно определен и является случайным (см., например, [1], [18]), а для каждого ω P Ω

мультиоператор PF pω, ¨q замкнут (см., например, [11], [31]).
Легко видеть, что мультиоператор суперпозиции PF является каузальным. Кроме того,

соответствующий интегральный мультиоператор

j ˝ PF : Ω ˆ CpR`;R
nq Ñ P pCpR`;R

nqq,

где j : L2
locpR`;Rnq Ñ CpR`;Rnq — оператор интегрирования, заданный как

jpfqptq “
ż t

0

fpsqds,

является случайным каузальным u-мультиоператором, множество неподвижных точек кото-
рого для каждого ω P Ω непусто и компактно(см., например, [34]-[36]).

Тогда из Теоремы 6 следует, что интегральный мультиоператор j ˝ PF имеет случайную
неподвижную точку, которая является случайным решением задачи (2.1), (2.2).
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3. ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ

Определение 8. Отображение V : Ω ˆ R
n Ñ R называется случайным негладким потенци-

алом, если выполняются следующие условия:

pjq V p¨,zq : Ω Ñ R измеримо для каждого z P R
n;

pjjq V pω,¨q : Rn Ñ R является для любого ω P Ω регулярной функцией.

Обозначим V набор всех случайных негладких потенциалов V : Ω ˆ R
n Ñ R, удовлетво-

ряющих для каждого ω P Ω условию коэрцитивности

lim
}x}Ñ`8

V pω, xq “ ´8. (3.1)

Заметим, что для каждого ω P Ω для данной функции V P V для каждого rω ą 0 суще-
ствует kωprωq ą rω такое, что если

αrω :“ inftV pω, xq, }x} ď rωu, (3.2)

то
V pω, xq ă αrω , }x} ě kωprωq. (3.3)

Пусть теперь g : Ω ˆ R` Ñ R` – заданная функция такая, что:

pg1q gp¨, tq — измерима п.в. t P R`;

pg2q gpω, ¨q — абсолютно непрерывна;

pg3q inftgpω,tq : ω P Ω, t P Ru ě 1.

Развивая понятия, введенные в [24], [25], [28], дадим следующее определение.

Определение 9. Случайный негладкий потенциал V P V называется случайным негладким
интегральным направляющим потенциалом для включения (2.1) вдоль функции g, если для
каждого ω P Ω существует

rVω ą gpω, 0q}ψpω, 0q} (3.4)

такое, что для каждой функции x P Dψ, удовлетворяющей условиям:

plq существует наибольшее конечное число τ1 :“ τ1pω,xq ą 0 такое, что

gpω, tq}xpω, tq} ď rVω для всех t P r0,τ1q;

pllq существует конечное число τ˚ :“ τ˚pω,xq ą τ1 такое, что

gpω, τ˚q}xpω,τ˚q} “ kVω :“ kωprVωq;

plllq }x1pω, tq} ď }Fpω, t, xtq} п.в. t P R`,

найдется измеримое сечение υpsq P BV pω, gpω,sqxpω,sqq такое, что
ż τ˚

τ7

〈

υpsq, g1pω, sqxpω, sq ` gpω, sqfpsq
〉

ds ě 0 (3.5)

для любого суммируемого сечения fpsq P Fpω, s, xsq, где

τ7 :“ suptτ P rτ1,τ˚q, }gpω,τqxpω,τq} “ rVωu.
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Сформулируем основной результат.

Теорема 10. Если V P V – случайный негладкий интегральный направляющий потенциал
для включения (2.1) вдоль функции g, то каждое решение задачи Коши (2.1), (2.2) удовле-
творяет оценке

}xpω, tq} ď kVω ¨ 1

gpω, tq , ω P Ω, t P R`. (3.6)

Доказательство. Пусть xp¨, ¨q — некоторое решение задачи (2.1), (2.2) на R`.
Из (3.4) следует, что для каждого ω P Ω существует наибольшее τ1 “ τ1pω, xq ą 0 такое,

что
gpω, tq}xpω, tq} ď rVω ă kVω , t P r0,τ1q. (3.7)

Если τ1 “ `8 для каждого ω P Ω, то

}xpω, tq} ă kVω ¨ 1

gpω, tq , ω P Ω, t P R`, (3.8)

и утверждение истинно.
Если τ1 “ τ1pω˚, xq ă `8 для некоторого ω˚ Ă Ω, то оценка (3.7) справедлива только на

ограниченном интервале. Покажем, что

gpω˚, tq}xpω˚, tq} ď kVω˚ , t P R`. (3.9)

Предположим противное, что найдется τ2pω˚,xq “ τ2 ą τ1 такое, что

gpω˚, τ2q}xpω˚, τ2q} ą kVω˚ . (3.10)

Из (3.7) и (3.10) следует, что существует наименьшее τ1 ă τ˚ “ τ˚pω˚,xq ă τ2, для которого

gpω˚, τ˚q}xpω˚, τ˚q} “ kVω˚ . (3.11)

Возмем
τ7 “ suptτ P rτ1,τ˚q, gpω˚, τq}xpω˚, τq} “ rVω˚ u,

имеем
gpω˚, τ7q}xpω˚, τ7q} “ rVω˚ .

Из (3.3) получаем оценку
V pω˚, gpω˚, τ7qxpω˚, τ7qq ě αrV

ω˚
. (3.12)

Согласно лемме 1 и определению 9 имеем

V pω˚, gpω˚, τ˚qxpω˚, τ˚qq ´ V pω˚, gpω˚, τ7qxpω˚,τ7qq “

“
ż τ˚

τ7

V 0pω˚, gpω˚, sqxpω˚, sq,g1pω˚, sqxpω˚, sq ` gpω˚, sqx1pω˚,sqqds ě

ě
ż τ˚

τ7

〈

υpsq, g1pω˚, sqxpω˚, sq ` gpω˚, sqx1pω˚,sq
〉

ds ě 0,

где υpsq P BV pω˚, gpω˚, sqxpω˚,xqq – измеримое сечение, удовлетворяющее (3.5).
С учетом соотношений (3.3), (3.11) и (3.12) имеем

αrV
ω˚

ą V pω˚, gpω˚, τ˚qxpω˚, τ˚qq ě V pω˚, gpω˚, τ7qxpω˚, τ7qq ě αrV
ω˚
.

Полученное противоречие доказывает справедливость оценки (3.9).
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Следствие 11. Оценка (3.6) для решений задачи Коши (2.1), (2.2) справедлива и в случае,
когда V P V является случайным гладким интегральным направляющим потенциалом для
включения (2.1), т. е. V pω,¨q : Rn Ñ R – непрерывно дифференцирцемая функция для любого
ω P Ω.

Замечание 12. Нетрудно показать справедливость аналогичной (3.6) оценки для решений
случайного функционально-дифференциального уравнения вида

x1pω, tq “ fpω,t,xtq п.в. t P R`,

где f : Ω ˆ R` ˆ C Ñ R
n является случайным c-оператором, удовлетворяющим условию

подлинейного роста:
существует отображение β : Ω ˆ R` Ñ R`, такое что βpω,¨q – локально интегрируемо на

R`, βp¨,tq – измеримо п.в. t P R`, и мы имеем

}fpω,t,ϕq} ď βpω, tqp1 ` |ϕ|q,

для всех ω P Ω, ϕ P C, t P R`.

Авторы глубоко признательны профессору В.В. Обуховскому за полезные обсуждения
затронутых в статье вопросов.
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11. Górniewicz, L. Topological Fixed Point Theory of Multivalued Mappings, Second edition,
Topological Fixed Point Theory and Its Applications, 4 / L. Górniewicz. — Dordrecht : Springer,
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