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Аннотация. Системы целочисленных сдвигов являются удобным математическим
аппаратом в различных приложениях. В данной работе рассмотрены семейства сдвигов,
порожденные произведением функции Гаусса и степенной функции. Для них получены
формулы, которые дают возможность рассчитать константы Рисса. Также представлены
и некоторые количественные оценки. Опираясь на результаты расчетов, установлено, что
с увеличением параметра ширины функции Гаусса отношение констант Рисса возрастает.
Построены несколько вариантов биортогональных систем, которые позволяют создать
алгоритмы разложения в ряд по исследуемому набору функций.

Ключевые слова: функция Гаусса, система целочисленных сдвигов, система Рисса,
константы Рисса, биортогональная система.

SYSTEMS OF INTEGER TRANSLATES GENERATED BY
PRODUCT OF THE GAUSSIAN AND THE POWER

FUNCTIONS
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Abstract. Systems of integer translates are a convenient mathematical tool in various
applications. In this paper we consider families of translates generated by product of the
Gaussian function and the power function. Formulae that make it possible to calculate the
Riesz bounds for them are obtained. Some quantitative estimates are also presented. Based on
the calculation results, it was found that with increasing the width parameter of the Gaussian
function the ratio of the Riesz bounds increases. Several variants of biorthogonal systems those
allow to create series expansion algorithms for the set of functions under investigation have
been constructed.
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ВВЕДЕНИЕ

Системы равномерных сдвигов представляют собой достаточно удобный математический
аппарат с точки зрения различных приложений. Это связано с тем, что на практике измере-
ния часто проводят с постоянным шагом. Так, например, большой популярностью на данный
момент пользуются система целочисленных сдвигов функции Гаусса и B-сплайны [1], [2].

Недостатком многих применяемых в настоящее время семейств сдвигов является их неор-
тогональность. В этой связи возникают две ключевые задачи. Во-первых, поиск алгоритмов
представления в виде сходящегося ряда по исследуемой системе функций. Во-вторых, оценка
устойчивости процедуры разложения.
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В данной работе рассматривается пространство L2pRq. Объектом изучения являются си-
стемы целочисленных сдвигов, порождаемые функциями вида

ϕnpxq “ xn exp

ˆ
´ x2

2σ2

˙
, σ ą 0, n “ 0, 1, 2, . . . , (1)

которые нашли применение в квантовой химии [3]. Для этого семейства функций мы по-
строим биортогональную систему. Чтобы избежать громоздких обозначений, необходимые
определения мы будем формулировать сразу для частного случая систем целочисленных
сдвигов.

Определение 1. [4], [5] Два набора функций ϕpx´ kq и ψpx´ kq, k P Z образуют биорто-
гональную систему в пространстве L2pRq, если выполняется соотношение

pϕp¨ ´ kq,ψp¨ ´ ℓqq “
8ż

´8

ϕpx ´ kqψpx ´ ℓqdx “ δk,ℓ, k, ℓ P Z. (2)

Широко используется также термин двойственная система. Подобная конструкция являет-
ся одним из инструментов разложения по неортогональным семействам функций. Известно,
что биортогональная система существует, если исследуемый набор функций ϕpx ´ kq, k P Z

образует систему Рисса [6].
Определение 2. [5], [7] Функции ϕpx ´ kq, k P Z, ϕpxq P L2pRq образуют систему Рисса

с положительными константами A и B, если для любого набора коэффициентов tcku P ℓ2
выполнена двусторонняя оценка

A }c}2ℓ2 ď
›››››

8ÿ

k“´8
ckϕp¨ ´ kq

›››››

2

L2

ď B }c}2ℓ2 , (3)

где нормы задаются обычным образом:

}c}2ℓ2 “
8ÿ

k“´8
|ck|2, }f}2L2

“
8ż

´8

|fpxq|2 dx. (4)

Под A и B обычно понимаются их наилучшие оценки. Тогда наибольшее значение A назы-
вают нижней константой Рисса, наименьшую величину B — верхней константой Рисса. Для
ортонормированных систем функций A и B равны 1.

В конечномерном случае отношение констант Рисса B{A равно числу обусловленности
матрицы Грама [4]. Когда оно слишком велико, матрица называется плохо обусловленной и
в этом случае приходится прибегать к специальным приемам для обеспечения устойчивости
вычислений [8]. По этой причине отношение констант Рисса B{A рассматривается в качестве
важного параметра, характеризующего устойчивость процедуры разложения по исследуемой
системе функций.

Если задать прямое и обратное преобразование Фурье в виде

pfpξq “ 1?
2π

8ż

´8

fpxqe´ixξdx, fpxq “ 1?
2π

8ż

´8

pfpξqeixξdξ, (5)

то имеют место следующие факты, которые справедливы в частном случае систем целочис-
ленных сдвигов.
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Утверждение 1. [5], [7] Пусть ϕpxq P L2pRq. Для того чтобы семейство функций ϕpx ´
kq, k P Z являлось системой Рисса с положительными постоянными A и B, необходимо и
достаточно, чтобы для почти всех ξ P r0, 2πs выполнялось соотношение

A ď 2π

8ÿ

k“´8
|pϕpξ ` 2πkq|2 ď B. (6)

Под A и B в формуле (6) также понимаются их наилучшие оценки.
Утверждение 2. [5], [7] Пусть набор функций ϕpx ´ kq, k P Z является системой Рисса.

Тогда, если функцию ψinpxq задать в образах Фурье формулой

pψinpξq “ pϕpξq

2π
8ř

k“´8
|pϕpξ ` 2πkq|2

, (7)

сдвиги ψinpx ´ kq, k P Z вместе с ϕpx ´ kq, k P Z образуют биортогональную систему.
Знаком ”in” у функции ψinpxq мы отмечаем тот факт, что она принадлежит линейной

оболочке ϕpx´kq, k P Z [5], [7]. Если использовать подход, аналогичный тому, который описан
в статье [9], можно построить и другие варианты биортогональных систем. В этом случае мы
будем использовать обозначение ”out” вверху.

1. КОНСТАНТЫ РИССА

Рассмотрим функцию (1) при некотором фиксированном значении n. Для краткой записи
соотношений нам потребуется понятие третьей тета-функции Якоби [10]

θ3px,qq “
8ÿ

k“´8
qk

2

e2ikx, |q| ă 1. (8)

Условимся в дальнейшем производную m-го порядка некоторой функции fpxq обозначать

f pmqpxq, причем под θpmq
3 px,qq мы будем подразумевать производную тета-функции по первому

аргументу.
Теорема 1. Семейство целочисленных сдвигов ϕnpx ´ kq, k P Z является системой Рисса,

с константами, которые определяются следующими соотношениями:

A “ min
ξPr0,2πs

P pξq,B “ max
ξPr0,2πs

P pξq, (9)

где

P pξq “
nÿ

m“0

bmpnqθp2mq
3

ˆ
ξ

2
,q

˙
, (10)

bmpnq “
?
π

24n`1
pn´mq!Cmn Cn´m

2pn´mqp2σq2pn´mq`1, q “ exp

ˆ
´ 1

4σ2

˙
. (11)

Доказательство. Прежде всего отметим, что в силу наличия в суммах функции Гаусса,
все рассматриваемые ниже функциональные ряды будут сходиться равномерно.

Согласно формуле (6), для расчета констант Рисса необходимо найти сумму

P pξq “ 2π

8ÿ

k“´8
|pϕnpξ ` 2πkq|2 . (12)
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С помощью формулы суммирования Пуассона [7] выражение для P pξq можно записать в виде
тригонометрического ряда

P pξq “
8ÿ

k“´8
ake

ikξ, (13)

где

ak “
8ż

´8

|pϕnpξq|2 e´ikξdξ. (14)

Для нахождения интеграла воспользуемся свойствами преобразования Фурье, связанными
с унитарностью и сдвигом аргумента:

ak “
8ż

´8

pϕnpξqppϕnpξqeikξqdξ “
8ż

´8

ϕnpxqϕnpx ` kqdx. (15)

Затем подставим явный вид функции ϕnpxq:

ak “
8ż

´8

xnpx ` kqn exp
ˆ

´ x2

2σ2

˙
exp

ˆ
´px` kq2

2σ2

˙
dx. (16)

После несложных преобразований получим

ak “ exp

ˆ
´ k2

4σ2

˙ 8ż

´8

xnpx` kqn exp
ˆ

´px` k{2q2
σ2

˙
dx. (17)

Выполним замену переменной σy “ x` k{2:

ak “ σ exp
´

´ k2

4σ2

¯ 8ş
´8

`
σy ´ k

2

˘n `
σy ` k

2

˘n
exp

`
´y2

˘
dy “

“ σ exp
´

´ k2

4σ2

¯ 8ş
´8

´
σ2y2 ´ k2

4

¯n
exp

`
´y2

˘
dy.

(18)

Подынтегральная функция является четной, поэтому можно сделать пределы интегрирова-
ния полубесконечными. После этих действий, выполнив дополнительно замену переменной
z “ y2, получим:

ak “ σ exp

ˆ
´ k2

4σ2

˙ 8ż

0

ˆ
σ2z ´ k2

4

˙n
exp p´zq dz?

z
. (19)

Выразим интеграл через Γ-функцию. Для этого раскроем скобки по формуле бинома Нью-
тона:

ak “ σ exp
´

´ k2

4σ2

¯ nř
m“0

Cmn

´
´k2

4

¯m
σ2pn´mq

8ş
0

zn´m´1{2 exp p´zqdz “

“ exp
´

´ k2

4σ2

¯ nř
m“0

p´1qmCmn k2m

22m
σ2pn´mq`1Γ

`
n´m` 1

2

˘
.

(20)

Поскольку
Γ
`
n´m` 1

2

˘
“ ?

π 1
2

`
1
2

` 1
˘

¨ . . . ¨
`
1
2

` n´m´ 1
˘

“
“

?
πp2pn´mq´1q!!

2n´m “
?
πp2pn´mqq!

22pn´mqpn´mq! “
?
π

22pn´mq pn´mq!Cn´m
2pn´mq,

(21)
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можем записать

ak “
?
π

22n
exp

ˆ
´ k2

4σ2

˙ nÿ

m“0

p´1qmpn´mq!Cmn Cn´m
2pn´mqσ

2pn´mq`1k2m. (22)

Соотношение (22) с использованием обозначений bmpnq, q в условии теоремы 1 приводится к
следующему виду:

ak “ qk
2

nÿ

m“0

p´1qm22mbmpnqk2m. (23)

Подставим полученное выражение (23) в формулу (13) для P pξq, сделав при этом сумму
по m внешней:

P pξq “
nř

m“0

p´1qm22mbmpnq
8ř

k“´8
qk

2

k2meikξ “

“
nř

m“0

22mbmpnq d2m
dξ2m

˜
8ř

k“´8
qk

2

eikξ

¸
“

“
nř

m“0

22mbmpnq d2m
dξ2m

´
θ3

´
ξ
2
,q
¯¯

“
nř

m“0

bmpnqθp2mq
3

´
ξ
2
,q
¯
.

(24)

Покажем теперь, что в случае, когда ϕnpxq определяется формулой (1), функция P pξq
будет строго положительной. Действительно, ряд для P pξq состоит из неотрицательных сла-
гаемых |pϕnpξ ` 2πkq|2, каждое из которых, если подставить явный вид ϕnpxq, по структуре
представляет собой сдвиг одного и того же полинома степени 2n, умноженного на функцию
Гаусса. Данный полином может иметь лишь конечное число корней, поэтому все слагаемые
не могут обратиться в нуль одновременно и P pξq ą 0, ξ P R.

Поскольку θ3px, qq и все ее производные непрерывны, то непрерывной будет и функция
P pξq. Следовательно, P pξq на отрезке r0, 2πs ограничена и достигает своего минимального и
максимального значения. Отсюда получаем следующую оценку: 0 ă min

ξPr0,2πs
P pξq ď P pξq ď

max
ξPr0,2πs

P pξq ă 8. В этом случае, согласно утверждению 1, функции ϕnpx´ kq,k P Z образуют

систему Рисса с константами A “ min
ξPr0,2πs

P pξq, B “ max
ξPr0,2πs

P pξq. При этом, как следует из

сказанного выше, полученные оценки для A и B будут наилучшими. Теорема доказана.

2. БИОРТОГОНАЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ

С помощью теоремы 1 для семейства сдвигов ϕnpx ´ kq,k P Z можно легко построить
биортогональную систему.

Следствие из теоремы 1. Пусть функция ψinn pxq, n “ 0, 1, 2, . . . в образах Фурье задается
формулой

pψinn pξq “ pϕnpξq
nř

m“0

bmpnqθp2mq
3

´
ξ
2
,q
¯ , (25)

где коэффициенты bmpnq определяются соотношением (11). Тогда ее сдвиги ψinn px´ kq, k P Z

вместе с ϕnpx´ kq,k P Z образуют биортогональную систему.
Данное утверждение напрямую вытекает из формулы (7), если подставить в нее выраже-

ние (10).
Будем теперь рассматривать сдвиги функции (1) с различными значениями n “ 0, 1, 2, . . .

совокупно. Для краткой записи соотношений, нам потребуются центрированные B-сплайны.
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С помощью свертки они рекуррентно определяются следующим образом [2], [7]:

B1pxq “ χr´ 1

2
, 1
2
spxq, Bn`1pxq “

8ż

´8

Bnpx´ tqB1ptqdt, n ě 1, (26)

где χra,bspxq — характеристическая функция отрезка ra,bs.
Теорема 2. Пусть функция ψoutn pxq, n “ 0, 1, 2, . . . в образах Фурье задается выражением

pψoutn pξq “ in

p2πqn`1 σ2n`1n!
exp

ˆ
σ2ξ2

2

˙
B

pnq
n`1

ˆ
ξ

2π

˙
. (27)

Тогда имеет место следующее соотношение:

pϕmp¨ ´ kq,ψoutn p¨ ´ ℓqq “
8ş

´8
ϕmpx ´ kqψoutn px ´ ℓqdx “

“ δk,ℓδm,n, k, ℓ P Z,m ď n.

(28)

Доказательство. Прежде всего отметим, что функция pψoutn pξq имеет компактный носи-
тель, поскольку B-сплайны являются финитными. Следовательно, pψoutn pξq P L2pRq, и обрат-
ное преобразование Фурье существует.

Равенство (28) эквивалентно соотношению

pϕmp¨ ´ kq,ψoutn q “
8ż

´8

ϕmpx´ kqψoutn pxqdx “ δk,0δm,n,k P Z,m ď n. (29)

В этом легко убедиться, если в формуле (29) выполнить замену переменной интегрирования
x “ y ´ ℓ и переобозначить величину k ` ℓ.

Для нахождения скалярного произведения pϕmp¨´kq,ψoutn q рассмотрим сначала следующий
интеграл, зависящий от параметра y:

λnpyq “ pϕ0p¨ ´ yq,ψoutn q “
8ż

´8

exp

ˆ
´px´ yq2

2σ2

˙
ψoutn pxqdx. (30)

Воспользуемся свойствами преобразования Фурье, связанными с унитарностью и сдвигом
аргумента:

λnpyq “
8ż

´8

σ exp

ˆ
´σ2ξ2

2

˙
e´iyξ pψoutn pξqdξ. (31)

Затем подставим выражение (27) в (31):

λnpyq “ p´iqn
p2πqn`1σ2nn!

8ş
´8

B
pnq
n`1

´
ξ
2π

¯
e´iyξdξ “

“ p´iqn
2πσ2nn!

8ş
´8

dn

dξn

´
Bn`1

´
ξ
2π

¯¯
e´iyξdξ.

(32)

Далее применим свойства преобразования Фурье, связанные с производной и масштабирова-
нием:

λnpyq “ yn

2πσ2nn!

8ż

´8

Bn`1

ˆ
ξ

2π

˙
e´iyξdξ “

?
2πyn

σ2nn!
pBn`1 p2πyq . (33)
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Образ Фурье B-сплайнов определяется выражением

pBn pξq “ 1?
2π

sincn
ˆ
ξ

2

˙
, (34)

где sinc “ sinpxq
x

– функция отсчетов. Подставляя формулу (34) в (33), придем к соотношению

λnpyq “ 1

σ2nn!
ynsincn`1 pπyq . (35)

В результате получим следующее равенство:

λnpyq “
8ż

´8

exp

ˆ
´px´ yq2

2σ2

˙
ψoutn pxqdx “ 1

σ2nn!
ynsincn`1 pπyq . (36)

Вычислим производную по y порядка m ď n левой и правой части соотношения (36) в
целочисленных точках y “ k, k P Z. Интеграл благодаря наличию функции Гаусса сходится
равномерно, поэтому дифференцирование и интегрирование можно поменять местами:

λpmq
n pkq “

8ż

´8

dm

dym

ˆ
exp

ˆ
´px´ yq2

2σ2

˙˙ˇ̌
ˇ̌
y“k

ψoutn pxqdx. (37)

С другой стороны, пользуясь формулой (35), напрямую легко убедиться в справедливости
следующего соотношения:

λpmq
n pkq “ 1

σ2n
δk,0δm,n, k P Z,m ď n. (38)

Равенство (29) теперь можно доказать по индукции. При m “ 0 с помощью формул (37)
и (38) сразу получаем требуемое:

λnpkq “ pϕ0p¨ ´ kq,ψoutn q “
8ş

´8
exp

´
´ px´kq2

2σ2

¯
ψoutn pxqdx “

“ 1
σ2n

δk,0δ0,n “ δk,0δ0,n, k P Z.

(39)

Предположим далее, что при всех m, меньших некоторого натурального m1 ď n, соотношение
(29) уже доказано, т. е.

pϕmp¨ ´ kq,ψoutn q “
8ş

´8
px´ kqm exp

´
´ px´kq2

2σ2

¯
ψoutn pxqdx “

“ δk,0δm,n “ 0, k P Z,m ă m1.

(40)

Производная под интегралом в формуле (37) представляет собой функцию Гаусса, умножен-
ную на полином степени m, имеющий своим аргументом x´k. Из равенства (40) следует, что
не равный нулю вклад в интеграл при m “ m1 может давать только старшая степень x ´ k,
т. е. px ´ kqm1 :

λ
pm1q
n pkq “

8ş
´8

1
σ2m1

px ´ kqm1 exp
´

´ px´kq2
2σ2

¯
ψoutn pxqdx “

“ 1
σ2m1

pϕm1
p¨ ´ kq,ψoutn q.

(41)

С другой стороны, согласно формуле (38), имеем:

λpm1q
n pkq “ 1

σ2m1
pϕm1

p¨ ´ kq,ψoutn q “ 1

σ2n
δk,0δm1,n “ 1

σ2m1
δk,0δm1,n. (42)
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Отсюда, как видим, вытекает соотношение (29) при m “ m1. Теорема доказана.
Следствие из теоремы 2. Система функций ϕnpx´ kq, k P Z, n “ 0, 1, . . . , n1 не полна в

L2pRq ни при каком натуральном значении n1.
Чтобы убедиться в справедливости данного утверждения, достаточно взять функцию

ψoutn2
pxq при n2 ą n1. Согласно формуле (29), ψoutn2

pxq будет ортогональна всем функциям
ϕnpx ´ kq, k P Z, n “ 0, 1, . . . , n1.

3. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

Сначала рассмотрим некоторые количественные оценки, связанные с константами Рисса.
При n “ 0 получаем достаточно хорошо изученное семейство целочисленных сдвигов функ-
ции Гаусса [1], [9], [11], поэтому мы сразу перейдем к случаю n “ 1. Запишем соотношение
(10) в развернутом виде:

P pξq “ σ
?
π

16

ˆ
8σ2θ3

ˆ
ξ

2
,q

˙
` θ2

3

ˆ
ξ

2
,q

˙˙
,q “ exp

ˆ
´ 1

4σ2

˙
. (43)

График функции P1pξq “ P pξq{||ϕ1||2L2
при различных значениях σ показан на рис. 1. Деление

на ||ϕ1||2L2
эквивалентно приведению функций ϕ1px´ kq, k P Z к единичной норме.

(а) (б)

(в) (г)

Рис. 1. График функции P1pξq при σ “ 0.2 (а), σ “ 0.48 (б), σ “ 0.8 (в), σ “ 1.5 (г)

Проведенные расчеты свидетельствуют о том, что функция P1pξq принимает минимальное
значение в точках ξ “ 0 и ξ “ 2π. При этом, если σ ď σ0 „ 0.48, наибольшего значения P1pξq
достигает в точке ξ “ π, а при σ ą σ0 имеется два симметрично расположенных максиму-
ма, которые с ростом σ постепенно удаляются от ξ “ π (см. рис. 1в и 1г). При достаточно
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больших значениях σ (свыше „ 2) к данным уверждениям следует отнестись с определенной
осторожностью: величины P1p0q и P1pπq крайне малы (ă 10´14), поэтому их трудно числен-
но сравнивать друг с другом, а вопрос о строгом теоретическом обосновании приведенных
эмпирических фактов на данный момент, к сожалению, остается открытым.

В табл. 1 приведено приближенно найденное отношение констант Рисса B{A для систем
сдвигов ϕ0px´ kq [11] и ϕ1px´ kq, k P Z при различных значениях σ. При малых σ величина
B{A близка к 1, а семейство функций ϕ1px´ kq, k P Z является практически ортогональным.
С увеличением σ отношение B{A растет, причем существенно быстрее, чем для системы це-
лочисленных сдвигов функции Гаусса, соответствующей n “ 0. На практике это означает, что
если использовать функции ϕ1px ´ kq, k P Z для аппроксимации, то уже при σ „ 0.8 вычис-
ления необходимо проводить с точность до восьми значащих цифр. Можно дать некоторые
количественные оценки для констант Рисса и при n ą 1, но в силу достаточно сложного
поведения P pξq, мы ограничимся случаем n “ 1.

Таблица 1. Отношение констант Рисса B{A

σ “ 0.2 σ “ 0.4 σ “ 0.6 σ “ 0.8

n “ 0 1.01 2.43 17.5 2.77 ¨ 102
n “ 1 1.09 28.5 1.94 ¨ 104 6.84 ¨ 108

Перейдем к теореме 2. Согласно ей, функции ϕnpx´ kq, k P Z и ψoutn px´ kq, k P Z образуют
биортогональную систему. Тогда, если исследуемая функция fpxq принадлежит линейной
оболочке ϕnpx ´ kq

fpxq “
8ÿ

k“´8
ckϕnpx ´ kq, (44)

коэффициенты разложения ck могут быть рассчитаны по формуле

ck “ pf,ψoutn p¨ ´ kqq “
8ż

´8

fpxqψoutn px´ kqdx. (45)

Построенный математический аппарата позволяет проводить разложение и в более об-
щем случае — если fpxq является суммой функций ϕnpx ´ kq с разными значениями n “
0, 1, . . . , N ´ 1:

fpxq “
N´1ÿ

n“0

8ÿ

k“´8
ck,nϕnpx´ kq. (46)

Коэффициенты разложения ck,n в данной ситуации можно найти следующим образом. Ре-
куррентно строится последовательность функций

f0pxq “ fpxq, fppxq “ fp´1pxq ´
8ÿ

k“´8
ck,N´pϕN´ppx´ kq, p “ 1,2, . . . ,N ´ 1. (47)

В силу соотношения (28), имеем:

ck,n “ pfN´1´n,ψ
out
n p¨ ´ kqq “

8ż

´8

fN´1´npxqψoutn px´ kqdx. (48)
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На начальном этапе, зная исходную функцию f0pxq “ fpxq, можно вычислить коэффициенты
ck,N´1. Затем с помощью соотношения (47) строится функция f1pxq, которая по формуле (48)
позволяет рассчитать ck,N´2 и т. д.

К сожалению, найти аналитически обратное преобразование Фурье функции (27) не удает-
ся, поэтому на практике необходимо будет либо строить ψoutn pxq численно, либо производить
расчет скалярных произведений в образах Фурье. Это же относится и к функции ψinn pxq.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе рассмотрены системы целочисленных сдвигов функции (1). При фикси-
рованном n получены формулы (9)–(11), которые необходимы для расчета констант Рисса.
При n “ 1 численно показано, что с увеличением σ отношение B{A достаточно быстро растет,
что приводит на практике к определенным трудностям при выполнении расчетов. В образах
Фурье построена биортогональная система (25).

Также построены биортогональные системы (27) для набора функций, включающего сдви-
ги ϕnpx ´ kq, k P Z одновременно с несколькими значениями n. На основе разработанного
математического аппарата предложен алгоритм разложения в ряд по данному семейству
функций.
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