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Аннотация. Мы продолжаем исследовать проблемы математического моделирова-
ния объектов и явлений, описывающихся в теории динамических уравнений на временных
шкалах. Нами уже была доказана возможность решить проблемы интегрального исчис-
ления в данной теории, которые были вызваны несвязностью самих временных шкал.
Это позволил сделать метод дифференциала Стилтьеса, предложенный Ю.В.Покорным.
Так мы попадаем в зону действия корректной теории Штурма-Лиувилля для импульс-
ных задач. В настоящей работе мы говорим о неосцилляции однородного уравнения на
временной шкале.

Ключевые слова: динамические уравнения, временная шкала, дырка, неосцилляция
уравнения, импульсная задача, метод Штурма.

ABOUT THE DISTRIBUTION OF ZEROS OF SOLUTIONS OF
HOMOGENEOUS DYNAMIC EQUATIONS ON TIME SCALES

Zh. I. Bakhtina, O. K. Pletneva

Abstract. We continue the study of the problems of mathematical modeling of objects
and phenomena described in the theory of dynamic equations on time scales. We proved the
possibility of a correct view of the problems of integral calculus in this theory, which were caused
by the incoherence of the time scales themselves. It was made possible by of the method of the
Stieltjes differential proposed by Yu.V. Pokorny. So we get into the zone of the correct Sturm-
Liouville theory for impulse problems. In this paper we are talking about the non-oscillation
of a homogeneous equation on a time scale.

Keywords: dynamic equations, time scale, hole, non–oscillation of the equation, impulse
problem, Sturm method.

Уже несколько столетий для описания математических моделей самых разнообразных
систем и процессов из физической и инженерной практики основой служит обыкновенное
дифференциальное уравнение

ppu1q1 ` qu “ fp“ λmuq p0.1q
с непрерывными параметрами qpxq,fpxq,mpxq. В XIX веке уравнение (0.1) вошло во все учеб-
ники высшей математики. Техническая революция поставила проблему распространения
уравнения (0.1) на более широкие классы объектов, где параметры могут терять регуляр-
ность. Так, если в (0.1) коэффициент qpxq может содержать δ-функции, то вся стандартная
наука об обыкновенном дифференциальном уравнении (0.1) оказывается несостоятельной,
так как само уравнение теряет смысл обыкновенного - оно перестает быть поточечным, так
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как та же δ-функция не определена как скалярнозначная функция и не является поэтому
объектом стандартного математического анализа.

В 90-е годы прошлого столетия воронежцами было предложено вместо уравнения (0.1)
рассматривать уравнение вида

xż

0

dppu1q `
xż

0

udQ “
xż

0

dF p“ λ

xż

0

udMq, p0.2q

где Qpxq,F pxq и Mpxq - поточечно определяемые функции ограниченной вариации, а ин-
тегралы понимаются по Стилтьесу. Ю. В. Покорный предложил придать уравнению (0.2)
аналогичный (0.1) вид

Dppu1q ` uDQ “ DF p“ λuDMq, p0.3q
используя так называемый дифференциал Стилтьеса. При этом символ Dg для функции
ограниченной вариации gpxq предложено трактовать в виде линейного на Cra,bs функционала

pDgqpuq “
lż

0

udg.

Тщательная проработка такого подхода к уравнениям (0.3) и (0.2) позволила перенести (см.
[9]) на случай импульсных задач (см. [10]–[14]) всю осцилляционную теорию Штурма во всей
полноте. Далее была поставлена задача о распространении метода дифференциала Стил-
тьеса на новые классы задач, одной из которых стала теория динамических уравнений на
временных шкалах ([ДУВШ]).

1. ВЗЛЯД НА ТЕОРИЮ ДИНАМИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ НА
ВРЕМЕННЫХ ШКАЛАХ С ПОЗИЦИИ ТЕОРИИ МЕРЫ

Актуальность своей тематики авторы [ДУВШ] мотивируют самыми разнообразными при-
ложениями и интерпретациями как в области космологии, так и в области пульсирующих
и эпизодически замирающих процессов в биологии и экономике. В их работах изучаются
уравнения, вполне сходные с (0.1),

ppptqx△ptqq△ ` qptqxpσptqq “ fptq, p1.1q

для случая, когда аргумент решений t принадлежит ”временной шкале T” - произвольному
замкнутому множеству из вещественной оси R “ p´8,8q. Здесь △-производная x△ptq по
определению означает

x△pt0q “ lim
sÑt0

xpσpt0qq ´ xpsq
σpt0q ´ s

, t0 P T. p1.2q

Под σptq понимается величина

σptq :“ infts P T : s ą tu. p1.3q

С математической точки зрения уравнение (1.1) — интригующий объект, так как множе-
ство T, не будучи вообще говоря связным, может быть сильно «дырявым» по типу канторова
множества. Авторы же [ДУВШ] конструируют теорию, внешне вполне аналогичную теории
обыкновенных дифференциальных уравнений. При этом они вынуждены развивать диффе-
ренциальное исчисление, обратное к нему интегральное исчисление и проч.

Напомним, что дополнение шкалы T до всей числовой оси состоит из объединения конеч-
ного или счетного числа интервалов. Каждый такой интервал мы назвали дыркой шкалы T.
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Строгое неравенство σptq ą t по определению σptq имеет место тогда и только тогда, когда
t является левым краем какой-либо дырки. △-производная не отличается oт обычной произ-
водной, если t не является левым краем какой-либо дырки. Если t— левый край какой-либо
дырки, то x△ptq ‰ x1pt´ 0q, а ведь для осмысления второй производной px△ptqq△ необходимо
иметь однозначно определенное значение x△ptq в точке t. Смысл последнего становится кор-
ректным лишь в предположении x△ptq “ x1pt´ 0q, а это нигде англоязычные авторы теории
[ДУВШ] не оговаривали, но пользовались этим фактом.

Как выше было сказано, Ю. В. Покорным было предложено распространить метод диф-
ференциала Стилтьеса на теорию [ДУВШ]. Им была высказана гипотеза о том, что аномаль-
ность (несвязность) области определения T может быть преодолена введением на R “ p´8,8q
некоторой меры (функции Q), в результате чего уравнение (1.1) может оказаться частным
случаем уравнения (0.3), т. е. попасть в зону действия корректной теории. Таким образом,
мы работаем в классе абсолютно непрерывных функций без дырок в области определения
аргумента, что стало возможным благодаря непрерывному распространению динамического
уравнения на всю числовую ось.

Основное уравнение, определенное на временной шкале T, запишем следующим образом:

pppxqu△pxqq△ ` qpxqupσpxqq “ fpxq. p1.4q

N— множество левых краев дырок из T. Как уже было сказано, динамическое уравнение
отличается от обыкновенного только на множестве N.

В теории [ДУВШ] предполагается непрерывность коэффициентов p и q и непрерывность
решений уравнения (1.4) вместе с производными u△pxq и pppxqu△pxqq△. Эти условия мы
назвали допустимыми условиями [ДУВШ].

Далее термины нами были введены как локальные, т. е. определяемые по каждому отрезку
ra,bs Ă R. Так, функция upxq называется имеющей ограниченную вариацию на R, если она
имеет конечную вариацию на каждом ra,bs Ă R. Естественно говорить о функции ограни-
ченной вариации на временной шкале T Ă R, кладя в основу этого свойства ограниченность
вариации upxq на пересечении каждого отрезка ra,bs с данной временной шкалой T. BV pTq —
множество таких функций. Под BV0pTq понимается совокупность функций, для каждой из
которых на любом ra,bs Ă R ее вариация на пересечении ra,bsŞT ограничена и эти функции
непрерывны слева на T, то есть upξ ´ 0q “ upξq для каждой функции u P BV0pTq.

Основной стала следующая теорема.
Теорема (основная). Пусть для уравнения (1.4) выполняются допустимые условия

[ДУВШ]. Тогда существуют функции P pxq, Qpxq и F pxq с локально ограниченным изме-
нением на R и такие, что каждому из допустимых решений upxq уравнения (1.4) соответ-
ствует определенное и непрерывное на всем R “ p´8,8q решение pupxq уравнения

rPu1ssr `
sż

r

upxqdQpxq “
sż

r

dF pxq,

совпадающее с upxq на шкале T. Здесь интегралы понимаются по Стилтьесу.

В последнем уравнении функция Qpxq берется в виде

Qpxq “
xż

a

q0ds`
ÿ

τPN,τďx
qpτqµpτqθpx ´ σpτqq,

где q0 “ qpxq при x “ σpxq и q0 ” 0 на W (дополнении T до всей оси), θpxq - функция
Хевисайда, µpτq “ σpτq ´ τ .
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Уравнение

rPu1ssr `
sż

r

upxqdQpxq “
sż

r

dF pxq

по сути близко к обычному, когда P и Q абсолютно непрерывны. В то же время такая форма
записи уравнения расширяет объект, позволяя P и Q иметь разрывы. В терминах дифферен-
циала Стилтьеса оно принимает вид:

Dppu1q ` uDQ “ DF.

Доказательство основной теоремы основано на установленном в этом же параграфе свой-
стве полноты pET по метрике для каждого отрезка ra,bs Ă R.

E (ET) — множество абсолютно непрерывных на R (соответственно на T) функций, про-
изводные которых имеют локально ограниченное изменение на R (на T). Тогда верно, что
пространство ET полно по норме:

}upxq} “ sup
T

|upxq| ` VTru1pxqs. p1.5q

Через pET нами было обозначено пространство функций из E, совпадающих на T с элемен-
тами из ET и линейных на каждой дырке T.

Приведенная основная теорема позволяет сформулировать наши результаты для основ-
ных объектов [ДУВШ] с помощью трансляции этих задач в линейчатое расширение pET. Все
доказательства излагаются в линейчато расширенном пространстве pET, где исследователь
имеет возможность опоры на классические средства анализа, не затрудненные дырявостью
исходного множества T.

Функции qpxq и ppxq из p1.4q принадлежит BV pTq, pP pxq, pQpxq, pF pxq - их продолжения на
W равенствами

pP pxq “ ppα ´ 0q, pQpxq ” 0, pF pxq ” 0, p1.6q
где α— левый край дырки.

Если upxq — произвольная функция из pET и rupxqs - ее сужение на T, то все локальные
дифференциалы Стилтьеса от обеих этих функций совпадают. Тогда исходное уравнение на
T можно сразу рассматривать на множестве расширенных функций, определенных на всей
числовой оси, и наоборот.

Весь разговор данной тематики ведется на компактных подмножествах R (пересечении
ra,bs с временной шкалой T). Если шкала неограничена, можно вести аналогичный разговор
локально на каждом отрезке, поэтому формулировки результатов будем озвучивать на T,
подразумевая детализацию на каждом отрезке. Например, в пространстве ET введена (см.
[11]) топология на каждом сужении ET на компактный интервал. На каждом конечном ин-
тервале соответствующее расширение pET является нормированным пространством, так что
в целом на всей оси пространство pET счетномерно.

2. О НЕОСЦИЛЛЯЦИИ ОДНОРОДНОГО УРАВНЕНИЯ

Распространяя метод дифференциала Стилтьеса на теорию динамических уравнений на
временных шкалах, нельзя не затронуть понятие неосцилляции однородного уравнения.

Определение. Будем называть однородное уравнение

pppxqu△pxqq△ ` qpxqupσpxqq “ 0 p2.1q

неосциллирующим на ra,bs, если всякое нетривиальное решение уравнения p2.1q имеет не
более одного нуля.
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Будем рассматривать уравнение

Dppu1q ` uDQ “ DF

или

rPu1ssr `
sż

r

upxqdQpxq “ 0, p2.2q

работая в расширенном пространстве.
Теорема. Для неосцилляции на ra,bs уравнения p2.2q достаточно, чтобы функция Qpxq

из уравнения p2.2q монотонно не убывала на ra,bs.
Доказательство. Пусть Qpxq не убывает на ra,bs. Предположим, найдется нетривиальное

решение upxq уравнения p2.2q, имеющее на ra,bs более одного нуля. Пусть ξ1,ξ2 — два соседних
нуля функции upxq. Будем считать, что upxq ą 0 на промежутке pξ1,ξ2q. Рассмотрим случай,
когда только точка ξ1 является особой (аналогично можно рассмотреть остальные случаи).

Перепишем на rξ1 ` 0,ξ2s уравнение p2.2q в виде

rPu1spsq ´ rPu1spξ1 ` 0q “ ´
sż

ξ1`0

upxqdQpx.q p2.3q

С точностью до переобозначения получим

rpu1spsq ´ rpu1spξ1 ` 0q “
sż

ξ1`0

upxqdQpxq. p2.4q

Здесь мы перешли к привычным нам обозначениям, использующимся в методе Штурма в
теории импульсных задач, где ppxq ą 0.

Так как u1pξ1 ` 0q ą 0 и Qpxq не убывает (по предположению), то из равенства p2.4q
получим: u1pξ2q ą 0. С другой стороны, из равенства upξ2q “ 0 и из того, что upxq ą 0 на
промежутке pξ1,ξ2q, вытекает следующее: u1pξ2q ă 0. Получаем противоречивое неравенство

0 ą rpu1spξ2q “ rpu1spξ1 ` 0q `
ξ2ż

ξ1`0

upxqdQpxq ě rpu1spξ1 ` 0q ą 0.

Что и требовалось доказать.
Следует отметить и эквивалентность свойств:
а) уравнение p2.2q не осциллирует на ra,bs;
б) на ra,bs нет сопряженных x “ a точек, отличных от x “ a; нет отличных от x “ b точек,

сопряженных x “ b;
в) существует неотрицательное на ra,bs решение уравнения p2.2q, такое что upaq ą 0 (или

upbq ą 0);
г) существует строго положительное на ra,bs решение уравнения p2.2q.
Напоминаем, что для фиксированного однородного дифференциального уравнения второ-

го порядка на ra,bs точка x “ ξ называется сопряженной точке a, если существует нетриви-
альное решение с нулями в точках x “ a и x “ ξ.
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