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Аннотация. Работа посвящена анализу решений однородного уравнения

´ d

dσ
ppu1q `Q1

σu “ 0 (1)

с производными по мере. Доказаны аналоги теорем Штурма, которые имеют важное зна-
чение при анализе качественных свойств решений. При анализе решений уравнения (1),
мы используем поточечный подход, предложенный Ю. В. Покорным и показавший свою
эффективность при изучении уравнений не только второго порядка, но и более высоко-
го порядка, в частности, построена точная параллель классической теории качественной
теории вплоть до осцилляционных теорем.

Ключевые слова: однородное уравнение, дифференциальное уравнение, поточеч-
ный подход, теоремы о перемежаемости нулей.

ANALOGUES OF STURM’S THEOREMS FOR
SECOND-ORDER DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH

DERIVATIVES IN MEASURE
S. A. Shabrov, D. A. Krokhina, N. A. Belov, A. G. Ilchenko

Abstract. The work is devoted to the analysis of solutions of the homogeneous equation

´ d

dσ
ppu1q `Q1

σu “ 0 p1q

with derivatives in measure. Analogs of Sturm’s theorems are proved, which are important
in the analysis of the qualitative properties of solutions. When analyzing the solutions of the
equation (1), we use the pointwise approach proposed by Yu. V. Pokornyi and which has shown
its effectiveness in studying equations not only of the second order, but also of a higher order,
in particular, an exact parallel of the classical theory of qualitative theory up to oscillation
theorems.

Keywords: homogeneous equation, differential equation, pointwise approach, theorems on
the interleavability of zeros.

Бурное развитие качественной теории с негладкими решениями началось после выхода
в 1999 году работы Ю. В. Покорного [1], в которой был предложен поточечный подход к
трактовке уравнения с негладкими решениями. Он [подход] показал свою эффективность не
только для линейных граничных задач [2–7], но и для нелинейных [8–10]. Это можно объ-
яснить достаточно просто: при использовании производных по мере изучаемое уравнение
становится поточечно заданным, то есть обыкновенным. Именно последнее обстоятельство и
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даёт возможность применения качественных методов анализа решений, в отличие от теорий
обобщенных функций. Здесь важно отметить, что при использовании теории распределений
по Шварцу–Соболеву, проявляются трудно разрешимые проблемы. Например, удается уста-
новить лишь слабую разрешимость уравнения, что для приложений мало пригодно; возникает
проблема умножения обобщенной функции на разрывную, которую не удается решить до сих
пор; уравнения в обобщенных функциях — это равенство двух функционалов, определенных
над пространством основных функций, и применение качественных методов анализа к таким
уравнениям крайне затруднительно. Здесь мы отметим работу А. Д. Мышкиса [11] в которой
исследованы свойства решений дифференциальных неравенств с обобщенными коэффициен-
тами.

Уравнение

´ d

dσ
ppu1q `Q1

σu “ 0 (1)

задано на специальном расширении r0; ℓsσ отрезка r0; ℓs, в нем каждая точка ξ P Spσq, где
Spσq ‰ ∅— множество точек разрыва функции σpxq, которая порождает меру σ, заменена на
тройку собственных элементов tξ ´ 0; ξ; ξ ` 0u. Опишем построение этого множества.

На r0, ℓs вводим метрику ρpx, yq “ |σpxq ´ σpyq|. Если Spσq ‰ ∅, то (r0, ℓs, ρ) является
неполным метрическим пространством. Стандартное пополнение и приводит к r0, ℓsσ.

Решение задачи (1) мы ищем в классе E абсолютно непрерывных на r0, ℓs функций upxq;
квазипроизводная pu1

x — σ-абсолютно непрерывна на r0, ℓs.
Очевидно, любое нетривиальное решение уравнения может иметь лишь конечное число

нулей.

Теорема 1. Для любых двух линейно независимых решений ϕ1pxq, ϕ2pxq однородного урав-
нения (1) их нули в r0; ℓsσ перемежаются, т. е. для любой пары нулей ξ1, ξ2 решения ϕ1pxq,
другое решение меняет между ними знак (и наоборот).

Доказательство. Пусть ξ1 и ξ2 — соседние нули решения ϕ1pxq. Без ограничения общности,
мы можем считать, что ϕ1pxq ą 0 на pξ1,ξ2q. Если ϕ2pxq ‰ 0 на rξ1,ξ2s, то умножением на
´1 мы можем добиться положительности ϕ2pxq на этом отрезке. При достаточно большом
λ, очевидно, имеет место неравенство λϕ2pxq ě ϕ1pxq при всех x P rξ1,ξ2s. Беря в этом нера-
венстве inf по λ, будем иметь при некотором λ0 ą 0 и каком-то τ P rξ1,ξ2s, что функция
hpxq “ λ0ϕ2pxq ´ ϕ1pxq неотрицательна в окрестности τ и hpτq “ 0. Покажем, что произ-
водные h1pτ ˘ 0q равны нулю. Отсюда будет следовать, что hpxq ” 0. В самом деле, точка τ
является точкой локального минимума функции hpxq. Поэтому h1pτ ` 0q ě 0 и h1pτ ´ 0q ď 0.
Если τ R Spσq, h1pτ ´ 0q “ h1pτ ` 0q, и, следовательно, h1pτ ´ 0q “ h1pτ ` 0q “ 0. Если τ P Spσq,
то уравнение (1) в точке τ принимает вид ´∆ph1pτq

∆σpτq ` ∆Qpτq
∆σpτq hpτq “ 0, или ´∆ph1pτq

∆σpτq “ 0,

так как hpτq “ 0. Отсюда приходим к неравенствам 0 ě ph1pτ ´ 0q “ pu1pτ ` 0q ě 0, т. е.
ph1pτ ˘ 0q “ 0. Отметим, что рассуждения упрощаются, если решение ϕ2pxq обращается в
нуль в одной из точек ξ1, ξ2.

Рассмотрим теперь два уравнения

´ d

dσ
ppu1q ` dQ1

dσ
u “ 0, (2)

´ d

dσ
ppv1q ` dQ2

dσ
v “ 0. (3)

Теорема 2. Пусть
dQ1

dσ
ě dQ2

dσ
и
dQ1

dσ
ı dQ2

dσ
. Пусть upxq — нетривиальное решение (2) и

ξ1, ξ2 — его нулевые точки в r0; ℓsσ. Тогда любое решение vpxqpı 0q уравнения (3) меняет в
pξ1,ξ2q знак.
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Доказательство. Подставляя в уравнения (2) и (3) решения upxq, vpxq, умножая первое на
vpxq, второе — на upxq, вычитая почленно одно из другого и интегрируя по мере σ, будем
иметь

ξ2´0ż

ξ1`0

v dppu1q ´
ξ2´0ż

ξ1`0

u dppv1q “
ξ2´0ż

ξ1`0

uv dpQ1 ´Q2q. (4)

Первая часть в предположении vpxq ě 0 — неотрицательна (если upxq была неотрицательна).
После интегрирования по частям обоих слагаемых слева мы получим (в результате взаимо-
ликвидации пары интегралов)

“
v

`
pu1

˘‰ξ2´0

ξ1`0
´

“
uppv1q

‰ξ2´0

ξ1`0
“

“
pvu1

‰ξ2´0

ξ1`0
, (5)

так как upξ1`0q “ upξ2´0q “ 0. Но u1pξ1`0q ą 0 и u1pξ2´0q ă 0. Поэтому выражение (4) вместе
с левой частью (5) должно быть строго отрицательным, что противоречит неотрицательности
(4).

Рассмотрим теперь уравнения

´ d

dσ

`
p1u

1
x

˘
`Q1

σu “ 0, (6)

´ d

dσ

`
p2v

1
x

˘
`Q1

σv “ 0. (7)

Теорема 3. Пусть p1pxq ě p2pxq ą 0 для всех x P r0; ℓsσzSpσq; upxq — нетривиальное реше-

ние (6), ξp1q, ξp2q — его нулевые точки в r0; ℓsσ. Тогда любое нетривиальное решение vpxq
уравнения (7) меняет в pξ1; ξ2q знак.

Доказательство. Пусть Z — множество точек в которых существует производная по σ функ-
ций x, upxq, vpxq, pp1u1

xq pxq и pp2v1
xq pxq. Очевидно, что Z имеет полную σ-меру.

Для точек x P ZzSpσq последовательно находим

d

dσ

!u
v

`
p1u

1
xv ´ p2v

1
xu

˘)
“ u1

xv ´ uv1
x

v2
`
p1u

1
xv ´ p2v

1
xu

˘ dx
dσ

`

` u

v

ˆ`
p1u

1
x

˘1

σ
v ` p1u

1
xv

1
x

dx

dσ
´

`
p2v

1
x

˘1

σ
u´ p2v

1
xu

1
x

dx

dσ

˙
,

или, после очевидных преобразований,

d

dσ

!u
v

`
p1u

1
xv ´ p2v

1
xu

˘)
“

#
p1u

12

x ´ 2p2
u1
xv

1
xu

v2
` p2

u2v12
x

v2

+
dx

dσ
“

“
#

pp1 ´ p2qu12

x ` p2

ˆ
u1
x ´ uv1

x

v

˙2
+
dx

dσ
(8)

(здесь мы воспользовались тем, что upxq и vpxq — решения соответствующих уравнений).
Если x P Spσq, то

∆
´u
v

`
p1u

1
xv ´ p2v

1
xu

˘¯
pxq “

“ upx ` 0q
vpx ` 0q

ˆ`
p1u

1
x

˘
px ` 0qvpx ` 0q ´

`
p2v

1
x

˘
px` 0qupx ` 0q

˙
´
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´ upx ´ 0q
vpx ´ 0q

ˆ`
p1u

1
x

˘
px ´ 0qvpx ´ 0q ´

`
p2v

1
x

˘
px ´ 0qupx ´ 0q

˙
“

“ upxq
vpxq

ˆ
vpxq∆

`
p1u

1
x

˘
pxq ´ upxq

`
p2v

1
x

˘
pxq

˙
“ 0,

так как upxq и vpxq непрерывны и являются решениями уравнений (6) и (7) соответственно.
Откуда

d

dσ

´u
v

`
p1u

1
xv ´ p2v

1
xu

˘¯
pxq “ 0.

Таким образом, мы приходим к равенству

d

dσ

!u
v

`
p1u

1
xv ´ p2v

1
xu

˘)
“

#
pp1 ´ p2qu12

x ` p2

ˆ
u1
x ´ uv1

x

v

˙2
+
dx

dσ
, (9)

которое является аналогом равенства Пиконе. Интегрируя последнее равенство по мере σ по
множеству rξp1q; ξp2qs:

!u
v

`
p1u

1
xv ´ p2v

1
xu

˘)ˇ̌
ˇ
ξp2q

ξp1q
“
ξp2qż

ξp1q

#
pp1 ´ p2qu12

x ` p2

ˆ
u1
x ´ uv1

x

v

˙2
+
dx

dσ
dσ. (10)

Но левая часть последнего равенства равна нулю, а правая — положительна, если vpxq ą 0
для всех x P rξp1q; ξp2qs, и приходим к противоречию.

Если vpxq обращается в нуль, например, при x “ ξp1q, то в равенстве (10) неопределенная

величина
u

v
при x “ ξp1q заменяется на lim

xÑξp1q`0

u

v
“ u1pξp1q ` 0q
v1pξp1q ` 0q . Поэтому

lim
xÑξp1q`0

´u
v

`
p1u

1
xv ´ p2v

1
xu

˘¯
“ lim

xÑξp1q`0

ˆ
upp1 ´ p2qu1

x

˙
“ 0,

и снова приходим к противоречию. Случай x “ ξp2q рассматривается аналогично. Таким
образом, vpxq обязана внутри интервала pξp1q; ξp2qq менять знак.

Из теорем 2 и 3 очевидным образом вытекает

Теорема 4. Пусть upxq и vpxq — нетривиальные решения уравнений

´ d

dσ

`
p1u

1
x

˘
` dQ1

dσ
u “ 0,

´ d

dσ

`
p2v

1
x

˘
` dQ2

dσ
v “ 0

соответственно, причем p1pxq ě p2pxq ą 0 и
dQ1

dσ
pxq ě dQ2

dσ
pxq для всех x P r0; ℓsσ; ξp1q,

ξp2q — нулевые точки upxq в r0; ℓsσ. Тогда vpxq меняет в pξ1; ξ2q знак.
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