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Аннотация. Рассматривается задача Коши для алгебро-дифференциального уравне-
ния второго порядка в банаховом пространстве. Уравнениями и системами дифференци-
альных уравнений второго порядка моделируется работа схемы электронного триода с
обратной связью, движение упругой среды в открытом неподвижном контейнере, считы-
вание информации с диска и т. д. Для решения задачи, по-видимому, впервые применяет-
ся метод каскадной декомпозиции. Перед старшей производной находится вырожденный
операторный коэффициент; он обладает свойством иметь 0 нормальным собственным
числом. Это свойство позволяет расщепить решение задачи и начальные условия на со-
ответствующие задачи и начальные условия в подпространствах и решать задачи в этих
подпространствах. Определяются условия, при которых решение исходной задачи суще-
ствует, единственно; находится это решение.

Ключевые слова: задача Коши, алгебро-дифференциальное уравнение, банахово
пространство, 0-нормальное собственное число, решение.

SOLUTION OF THE CAUCHY PROBLEM FOR SOME
SECOND ORDER ALGEBRO-DIFFERENTIAL EQUATIONS IN

A BANACH SPACE
V. I. Uskov

Abstract. We consider the Cauchy problem for a second order algebraic differential
equation in a Banach space. Operation of an electronic triode circuit with feedback, movement
of an elastic medium in an open stationary container, reading information from a disk, etc.
modeled by equations and systems of second-order differential equations. To solve the problem,
apparently, the method of cascade decomposition is used for the first time. The highest
derivative multiplying by a degenerate operator coefficient; it has the property of having 0
as a normal eigenvalue. This property allows one to split the solution of the problem and
the initial conditions into the same problems and initial conditions in subspaces and solve
problems in these subspaces. The conditions are determined under which the solution to the
original problem exists, is unique; this solution is found.

Keywords: Cauchy problem, algebro-differential equation, Banach space, 0-normal
eigenvalue, solution.

ВВЕДЕНИЕ

Рассматривается задача Коши:

A
d2x

dt2
“ Dxptq ` F ptq, p1q

xp0q “ x0 P E, x1p0q “ x1 P E p2q
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с оператором

D “ Dptq “ a
d

dt
` bptqI,

где A — замкнутый линейный оператор, действующий в банаховом пространстве E, domA “
E; оператор A обладает свойством иметь 0 нормальным собственным числом; a, bptq — ска-
ляры, a ‰ 0, F ptq — функция со значениями в E; t P r0,T s.

Под решением задачи (1), (2) подразумевается функция xptq, дважды непрерывно диффе-
ренцируемая и удовлетворяющая (1), (2) при каждом t P r0,T s.

Уравнениями и системами дифференциальных уравнений второго порядка описывается
работа схемы электронного триода с обратной связью (уравнение Рэлея) [1], движение упру-
гой среды в открытом неподвижном контейнере (уравнение Ламе) [2], считывание информа-
ции с диска [3] и т. д.

Определение 1. Линейный оператор A, действующий в банаховом пространстве E,
обладает свойством иметь 0 нормальным собственным числом (далее, 0-н.с.ч.), если имеет
место разложение в прямую сумму

E “ M ‘N, p3q

где N — корневое подпространство оператора A, а M инвариантно и таково, что сужение
rA оператора A на M имеет ограниченный обратный rA´1 [4].

Определение 2. Жордановой цепочкой элементов, отвечающих нулевому собственному
значению, назовем последовательность элементов teiu, e1 ‰ 0, удовлетворяющих равен-
ствам [5]

Ae1 “ 0, Aei “ ei´1, i “ 2,3, . . . .

Корневое подпространство — это линейная оболочка, натянутая на элементы жордановой
цепочки.

Свойство 0-н.с.ч. позволяет расщепить исходную задачу на задачу в подпространствах и
решать задачи в этих подпространствах.

Оно применялось при исследовании задачи Коши для алгебро-дифференциального урав-
нения первого порядка (невозмущенного и возмущенного с помощью малого параметра) с
необратимым оператором при старшей производной (С. П. Зубова, [6]) и задачи с условиями
типа Шоуолтера для уравнения в частных производных [7].

Расщепления исходных пространств производились и в других работах (М. М. Вайнберг,
В. А. Треногин), но авторы либо ограничивались случаем конечномерного пространства
(М. И. Вишик, Л. А. Люстерник, V. Lovass-Nagy), либо исходная система после преобра-
зования матричных коэффициентов обретала больший размер (В. А. Ильин, A. Ailon).

1. РАСЩЕПЛЕНИЕ ЗАДАЧИ

Рассматривается случай одномерного ядра оператора A. Вводятся проекторы P , Q на N
и M соответственно, отвечающие разложению (3). Свойство 0-н.с.ч. разлагает xptq и F ptq в
суммы

xptq “ Qxptq ` Pxptq, Qx P M, Px P N, p4q

F ptq “ QF ptq ` PF ptq, QF P M, PF P N. p5q

Подстановка (4), (5) в уравнение (1) с учетом того, что

M XN “ t0u, p6q
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приводит к уравнению в подпространстве M :

rAd
2Qx

dt2
“ DQxptq `QF ptq p7q

и к уравнению в подпространстве N :

A
d2Px

dt2
“ DPxptq ` PF ptq. p8q

Разложения xp0q, x1p0q, x0, x1 из E в суммы

xp0q “ Qxp0q ` Pxp0q, x0 “ Qx0 ` Px0,

x1p0q “ pQxq1p0q ` pPxq1p0q, x1 “ Qx1 ` Px1

и (6) влекут начальные условия в подпространстве M :

Qxp0q “ Qx0, pQxq1p0q “ Qx1, p9q

и в подпространстве N :
Pxp0q “ Px0, pPxq1p0q “ Px1. p10q

Назовем задачу (7), (9) — M -задачей, а задачу (8), (10) — N -задачей.

2. РЕШЕНИЕ M-ЗАДАЧИ

Обращение уравнения (7):

d2Qx

dt2
“ rA´1DQxptq ` rA´1QF ptq

и замена в нем
dQx

dt
“ Qyptq, p11q

приводят к уравнению

dQy

dt
“ a rA´1Qyptq ` bptq rA´1Qxptq ` rA´1QF ptq. p12q

Запишем систему (11), (12) в одно уравнение:

dQz

dt
“ RQzptq `QGptq p13q

с оператором R “ Rptq “
ˆ

0 I

bptq rA´1 a rA´1

˙
, вектор-функциями Qz “

ˆ
Qx
Qy

˙
, QG “

ˆ
0

rA´1QF

˙
и начальной вектор-функцией (условия (9))

Qzp0q “
ˆ
Qx0

Qx1

˙
. p14q

Решение задачи (13), (14) определяется формулой [8]

Qzptq “
ˆ
Qxptq
Qyptq

˙
“ Upt,0q

ˆ
Qx0

Qx1

˙
`

tż

0

Upt´ sq
ˆ

0
rA´1QF psq

˙
ds, p15q
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где Upt,sq — эволюционный оператор, порожденный оператором Rptq.
Тем самым, получен следующий результат.
Теорема 1. Пусть функции bptq, QF ptq непрерывны. Тогда решение Qxptq задачи (7), (9)

существует, единственно и определяется формулой (15).
Действительно, в предположении непрерывности функции QF ptq функция QGptq непре-

рывна. Далее, предположение непрерывности функции bptq влечет ограниченность и сильную
непрерывность оператора R (напомним, что оператор rA´1 ограничен).

3. РЕШЕНИЕ N-ЗАДАЧИ

Задача рассматривается в случае dimN “ n. Разложив элементы Px, PF по базису e “
teiuni“1:

Pxptq “
nÿ

i“1

xiptqei, p16q

PF ptq “
nÿ

i“1

fiptqei,

подставив эти разложения в уравнение (8) и приравняв коэффициенты при элементах базиса,
получим уравнения

x2
i`1ptq “ Dxiptq ` fiptq,

0 “ Dxnptq ` fnptq,
откуда

Dxiptq “ x2
i`1ptq ´ fiptq, i “ 1,2, . . . ,n´ 1,

Dxnptq “ ´fnptq.
p17q

В предположении, что функции xiptq дважды непрерывно дифференцируемы, bptq непре-
рывно дифференцируема, решив систему (17) снизу вверх с начальными значениями xip0q,
получим

xiptq “ Jp0,tqxip0q ` a´1

tż

0

Jps,tq
`
x2
i`1psq ´ fipsq

˘
ds, i “ n´ 1,n´ 2, . . . ,2,1,

xnptq “ Jp0,tqxip0q ´ a´1

tż

0

Jps,tqfnpsq ds

p18q

в обозначениях

cptq “ ´a´1bptq, Jps,tq “ exp

tż

s

cpzq dz.

Применив в интеграле, содержащем вторые производные, процедуру интегрирования по ча-
стям, получим

xiptq “ Jp0,tq
`
xip0q ´ a´1x1

i`1p0q ´ a´1cp0qxi`1p0q
˘
`

` a´1
`
x1
i`1ptq ` cptqxi`1ptq

˘
` a´1

tż

0

Jps,tq
`
pc2psq ´ c1psqqxi`1psq ´ fipsq

˘
ds,

i “ n´ 1,n´ 2, . . . ,2,1.

p19q
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Разложение начальных значений по базису e:

Pxp0q “
nÿ

i“1

xip0qei, Px0 “
nÿ

i“1

x0i ei,

pPxq1p0q “
nÿ

i“1

x1
ip0qei, Px1 “

nÿ

i“1

x1i ei

и приравнивание коэффициентов при элементах базиса приводят к условиям

xip0q “ x0i , x1
ip0q “ x1i , i “ 1,2, . . . ,n. p20q

Тем самым, получен следующий результат.
Теорема 2. Пусть функции xiptq дважды непрерывно дифференцируемы, bptq непрерыв-

но дифференцируема, fiptq непрерывны. Тогда решение Pxptq задачи (8), (10) существует,
единственно и определяется по формулам (16), (19), (20).
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