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Аннотация. В работе изучается случайное дифференциальное включение вида

x1pω, tq P Fpω,t,xptqq п.в. t P r0,T s, (1)

где параметр ω принадлежит измеримому пространству pΩ,Σq и при каждом ω много-
значное отображение Fpω, ¨,¨q : r0,T s ˆ R

n
⊸ R

n имеет выпуклые компактные значения и
удовлетворяет верхним условиям Каратеодори. Рассматривается многозначный оператор
сдвига Π: Ω ˆ R

n
⊸ R

n по траекториям дифференциального включения (1), заданный
как

Πpω, yq “ txpω, T q : xpω, ¨q ´ случайное решение включения p1q с начальным

условием xpω, 0q “ yu.
Показано, что Π является случайным многозначным отображением. т. е. оно измеримо
относительно σ- алгебры ΣbBpRnq, где BpRnq обозначает σ-алгебру борелевских подмно-
жеств R

n.
Ключевые слова: случайное мультиотображение, случайное дифференциальное

включение, случайный мультиоператор сдвига.

ON A TRANSLATION MULTIOPERATOR ALONG
TRAJECTORIES OF SOLUTIONS OF RANDOM

DIFFERENTIAL INCLUSIONS
V. V. Obukhovskii, S. V. Kornev, E. N. Getmanova

Abstract. We study a random differential inclusion of the form

x1pω, tq P Fpω,t,xptqq a.e. t P r0,T s, (2)

where the parameter ω belongs to a measurable space pΩ,Σq and for each ω the multivalued
map Fpω, ¨,¨q : r0,T s ˆ R

n
⊸ R

n has convex compact values and satisfies upper Carathéodory
conditions. We consider the multivalued translation operator Π: Ω ˆ R

n
⊸ R

n along the
trajectories of differential inclusion (2) defined as

Πpω, yq “ txpω, T q : xpω, ¨q is a random solution of inclusion p2q satisfying the initial

condition xpω, 0q “ yu.
It is shown that Π is a random multivalued map, i.e., it is measurable with respect to the σ-
algebra Σ b BpRnq, where BpRnq denotes the σ-algebra of Borel subsets of Rn.

Keywords: random multimap, random differential inclusion, random translation multi-
operator.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В последние десятилетия при моделировании стохастических воздействий на динамиче-
ские системы, описываемые дифференциальными включениями, широко применяется метод
введения случайного параметра (см., например, [5], [7], [11], [13]–[17], [19], [20]). В настоящей
работе описывается построение мультиоператора сдвига по траекториям решений случайного
дифференциального включения и доказывается, что он является случайным мультиотобра-
жением.

Отметим, что метод оператора сдвига и тесно связанный с ним метод направляющих функ-
ций восходят к работам М. А. Красносельского и А. И. Перова (см. [2]–[4]) и широко исполь-
зуются в настоящее время для исследования периодических решений дифференциальных
включений (см. монографии [1], [8], [12], [18] и имеющиеся там ссылки).

2. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЯ

Пусть pΩ,Σq – измеримое пространство; pX,dXq – сепарабельное метрическое простран-
ство; символ CpXq обозначает совокупность всех непустых замкнутых подмножеств X.

Определение 1. Многозначное отображение (мультиотображение) Φ: Ω Ñ CpXq называет-
ся измеримым, если для любого открытого множества V Ă X его малый прообраз

Φ´1
` pV q “ tω P Ω: Φpωq Ă V u

измерим.

Лемма 1. ([9]) Мультиотображение Φ: Ω Ñ CpXq измеримо тогда и только тогда, когда
для любого x, принадлежащего счетному плотному подмножеству X, функция ψx : Ω Ñ R,

ψxpωq “ dXpx,Φpωqq “ inftdXpx,yq : y P Φpωqu

измерима.

Лемма 2. ([7]) Пусть pX,dXq – полное сепарабельное метрическое пространство; Φ: Ω Ñ
CpXq – измеримое мультиотображение; ϕ : Ω Ñ X – измеримое отображение. Тогда функ-
ция κ : Ω Ñ R,

κpωq “ dXpϕpωq,Φpωqq
измерима.

Лемма 3. ([19]) Пусть X – сепарабельное банахово пространство; мультифункция
Φ: ra,bs Ñ CpXq:
iq измерима по Лебегу, т.е. измерима относительно σ-алгебры Lpra,bsq лебеговых под-

множеств ra,bs;
iiq интегрально ограничена, т. е. существует интегрируемая функция γ : ra,bs Ñ R`

такая, что
‖ Φptq ‖:“ supt‖ ϕ ‖ : ϕ P Φptqu ď γptq п.в. t P ra,bs.

Тогда множество S1
Φ всех интегрируемых по Бохнеру сечений Φ непусто и, более того, для

любой интегрируемой функции v : ra,bs Ñ X выполнены следующие соотношения:

distL1pv, S1
Φq :“ inftdistL1pv,sq : s P S1

Φu “

“ inf

"ż b

a

‖ vptq ´ sptq ‖ dt : s P S1
Φ

*
“

ż b

a

dXpvptq,Φptqqdt.
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Пусть теперь задано измеримое пространство pΩ,Σq и сепарабельные метрические про-
странства X и Y . Пусть BpXq – σ-алгебра борелевских подмножеств пространства X и
ΣbBpXq – наименьшая σ-алгебра, содержащая множества вида AˆB, где A P Σ, B P BpXq.

Определение 2. Мультиотображение Φ: Ω ˆ X Ñ CpY q называется случайным, если оно
измеримо относительно σ-алгебры Σ b BpXq.

Для того, чтобы привести пример случайного мультиотображения, напомним следующие
понятия (см., например, [1], [8], [10], [12]).

Определение 3. Мультиотображение Φ: X Ñ CpY q называется полунепрерывным сверху
(пн.св.), если малый прообраз Φ´1

` pV q любого открытого множества V Ă Y открыт в X.
Если малый прообраз Φ´1

` pW q любого замкнутого подмножества W Ă Y замкнут в X, то Φ
называется полунепрерывным снизу (пн.сн.). Если мультиотображение Φ полунепрерывно и
сверху и снизу, то оно называется непрерывным.

Ясно, что в случае однозначного отображения все эти понятия совпадают с обычной непре-
рывностью.

Справедливо следующее утверждение (см. [10], Proposition 7.9).

Лемма 4. Пусть Φ: Ω ˆX Ñ CpY q – мультиотображение типа Каратеодори, т.е.

1q для любого x P X мультиотображение Φp¨,xq : Ω Ñ CpY q измеримо;

2q для любого ω P Ω мультиотображение Φpω,¨q : X Ñ CpY q непрерывно.

Тогда мультиотображение Φ является случайным.

Будем говорить, что случайное мультиотображение Φ: Ω ˆ X Ñ CpY q является u-
случайным, если для любого ω P Ω мультиотображение Φpω,¨q : X Ñ CpY q является пн.св.

Отметим также, что мультиотображение Φ: X Ñ CpY q называется замкнутым, если его
график

ΓΦ “ tpx,yq P X ˆ Y : y P Φpxqu
является замкнутым подмножеством X ˆ Y.

Мы будем использовать в дальнейшем следующее понятие (см., например, [10]).
Пусть pΩ,Σ, µq – пространство с мерой. Мера µ называется полной, если для любого A P Σ

с µpAq “ 0 для каждого B Ă A имеем B P Σ и, следовательно, µpBq “ 0. Наименьшее
расширение pΩ, σ0, µ0q пространства pΩ,Σ, µq, при котором мера µ0 полна, называется его
µ-пополнением. Пусть теперь pΩ,Σq – измеримое пространство и для каждой вероятностной
меры µ на pΩ,Σq, пусть Σµ – µ-пополнение Σ. Обозначая M1

`pΩq совокупность всех вероят-
ностных мер, рассмотрим

pΣ “
č

µPM1

`pΩq

Σµ.

Измеримое пространство pΩ,Σq называется полным, если Σ “ pΣ.

Лемма 5. Пусть pΩ,Σq – полное измеримое пространство; pX,dX q – полное сепарабельное
метрическое пространство. Пусть Φ: Ω ˆ X Ñ CpXq – случайное мультиотображение
такое, что для каждого ω P Ω мультиотображение Φpω,¨q замкнуто и множество непо-
движных точек

FixωΦ “ tx P X : x P Φpω,xqu
непусто. Тогда мультиотображение Ψ: Ω Ñ CpXq, Ψpωq “ FixωΦ измеримо.
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Доказательство Из замкнутости мультиотображений Φpω,¨q вытекает, что Ψ имеет за-
мкнутые значения. Применяя Лемму 2, получим, что числовая функция µ : Ω ˆX Ñ R,

µpω, xq “ dXpx,Φpω,xqq

является случайной. Но тогда

ΓΨ “ µ´1p0q P Σ ˆ BpXq

и измеримость мультифункции Ψ следует из [10], Theorem 2.1.35 (c) (см. также [6], Theorem
III.30).

l

3. ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ

Пусть теперь pΩ,Σq – полное измеримое пространство; L обозначает σ-алгебру лебеговых
подмножеств отрезка r0,T s; BpRnq – σ-алгебра борелевских подмножеств пространства R

n и
KvpRnq – совокупность всех непустых выпуклых компактных подмножеств R

n.

Мы будем рассматривать задачу об операторе сдвига по траекториям случайного диффе-
ренциального включения вида:

x1pω, tq P Fpω,t,xptqq п.в. t P r0,T s, (3.1)

xpω,0q “ ypωq, (3.2)

где мультиотображение F : Ω ˆ r0, T s ˆ R
n Ñ KvpRnq удовлетворяет следующим условиям:

pFω1q F измеримо относительно σ-алгебры Σ b L b BpRnq;

pFω2q для любых ω P Ω и п.в. t P r0,T s мультиотображение Fpω, t, ¨q : Rn Ñ KvpRnq пн.св.;

pFω3q существует функция c : Ω ˆ r0, T s Ñ R такая, что cpω, ¨q интегрируема на r0,T s для
каждого ω P Ω, cp¨, tq : Ω Ñ R – измеримая функция для п.в. t P r0, T s и

}Fpω, t, ϕq} :“ supt|z| : z P F pω, t, ϕqu ď cpω, tqp1 ` |ϕ|q.

F Отметим (см. [5], Theorem 4.2), что при данных условиях задача (3.1), (3.2) имеет случайное
решение, т.е. существует функция x : Ω ˆ r0,T s Ñ R

n такая, что:
piq при каждом ω P Ω функция xpω, ¨q абсолютно непрерывна и удовлетворяет соотноше-

ниям (3.1), (3.2);
piiq отображение ω P Ω Ñ xpω,¨q P Cpr0,T s;Rnq измеримо.

Пусть ∆pω, yq Ă Cpr0,T s;Rnq обозначает при данном ω P Ω множество всех решений
задачи (3.1), (3.2) с начальным значением y P R

n. Рассмотрим непрерывное отображение
ξ : Cpr0,T s;Rnq Ñ R

n, заданное как ξpxq “ xpT q.

Определение 4. Мультиотображение Π: Ω ˆ R
n
⊸ R

n, определенное как композиция

Πpω,yq “ ξ ˝ ∆pω,yq,

называется мультиоператором сдвига по траекториям решений задачи (3.1), (3.2).
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Основное свойство мультиоператора Π описывает следующее утверждение.

Теорема 5. Мультиоператор сдвига Π является случайным u-мультиотображением.

Доказательство Тот факт, что при каждом фиксированном ω P Ω мультиотображение
Πpω, ¨q имеет компактные значения и полунепрерывно сверху, вытекает из общей теории диф-
ференциальных включений (см., например, [1]). Следовательно, остается показать, что муль-
тиотображение Π измеримо.

Рассмотрим вспомогательное мультиотображение

rF : Ω ˆ r0, T s ˆ R
n ˆ L1pr0,T s;Rnq Ñ KvpRnq,

rFpω, t, y,uq “ Fpω, t, y `
ż t

0

upsqdsq.

Покажем, что rF измеримо относительно σ-алгебры ΣbLbBpRnqbBpL1q, где L1 обозначает
пространство L1pr0,T s;Rnq.

Рассмотрим непрерывное отображение

θ : Ω ˆ r0, T s ˆ R
n ˆ L1 Ñ Ω ˆ r0, T s ˆ R

n,

θpω, t, y, uq “ pω, t, y `
ż t

0

upsqdsq.

Тогда rF “ F ˝ θ.
Пусть теперь V Ă R

n – открытое множество. Тогда F´1pV q – элемент σ-алгебры, порож-
денной множествами A ˆ B ˆ C, где A P Σ, B Ă r0, T s – измеримо по Лебегу, C Ă R

n –
открытое подмножество.

Покажем, что θ´1pA ˆB ˆ Cq – измеримое подмножество Ω ˆ r0, T s ˆ R
n ˆ L1.

Рассмотрим непрерывное отображение

θ1 : r0, T s ˆ R
n ˆ L1 Ñ R

n,

θ1pt, y, uq “ y `
ż t

0

upsqds.

Заметим, что pθ1q´1pCq – открытое подмножество r0, T s ˆ R
n ˆ L1, которое может быть

представлено в виде
8ď

i“1

rpti, ti ` △iq ˆ Ui ˆDis,

где Ui Ă R
n, Di Ă L1 – открытые подмножества.

Но тогда

θ´1pA ˆB ˆ Cq “ A ˆ
8ď

i“1

rppti, ti ` △iq XBq ˆ Ui ˆDis

является измеримым подмножеством Ω ˆ r0, T s ˆ R
n ˆ L1. Это означает, что rF измеримо.

Зафиксируем ω P Ω, y P R
n, u P L1. Тогда мультифункция

rFω,y,uptq “ rFpω, t, y, uq
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измерима по Лебегу и, следовательно, корректно определен мультиоператор суперпозиции:

P : Ω ˆ R
n ˆ L1

⊸ L1,

Ppω, y, uq “ tf P L1 : fptq P rFω,y,uptq “ rFpω, t, y, uq “ Fpω, t, y `
ż t

0

upsqdsqu.

Отметим (см., например, [1], Следствие 1.5.31), что для любых фиксированных ω P Ω,
y P R

n мультиотображение Ppω, y, ¨q замкнуто.
Покажем, что P – измеримое мультиотображение. Возьмем произвольную функцию v P L1.

Согласно Лемме 3 для заданных ω, y, u получим оценку:

dL1pv,Ppω, y, uqq “ dL1pv, rFω,y,uq “
ż T

0

dRnpvptq, rFω,y,uptqqdt “
ż T

0

dRnpvptq, rF pω, t, y, uqqdt.

Определим функцию rvpω, t, y, uq “ vptq. Так как rv – измерима и rFpω, t, y, uq – измерима,
то согласно Лемме 2 числовая функция

pω, t, y, uq Ñ dRnprvpω, t, y, uq, rF pω, t, y, uqq “ dRnpvptq, rF pω, t, y, uqq

измерима.
По теореме Фубини получаем, что функция

pω, y, uq Ñ
ż T

0

dRnpvptq, rF pω, t, y, uqqdt

измерима.
Значит, для любого v P L1 функция pω, y, uq Ñ dL1pv,Ppω, y, uqq измерима, следовательно,

согласно Лемме 1, Ppω, y, uq – измеримое мультоотображение.

Зафиксируем pω, yq P ΩˆR
n. Тогда для такой пары существует неподвижная точка uω,y P

L1 мультиоператора суперпозиции:

uω,y P Ppω, y, uω,yq. (3.3)

В самом деле, пусть абсолютно непрерывная функция xω,yptq есть решение задачи (3.1),
(3.2) с начальным значением y. Тогда в качестве uω,y можно взять производную uω,yptq “
x1
ω,yptq. Действительно, согласно (3.1) почти для каждого t P r0,T s имеем

uω,yptq P F pω, t, xω,yptqq “ F pω, t,y `
ż t

0

uω,ypsqdsq “ rFpω, t, y, uω,yptqq.

Ясно, что верно и обратное: если функция uω,y удовлетворяет включению (3.3), то функция
xω,yptq “ y `

şt
0
uω,ypsqds является решением задачи (3.1), (3.2) с начальным значением y.

Применяя Лемму 5, получаем, что R : Ω ˆ R
n
⊸ L1, заданное как

Rpω, yq “ FixPpω, y, ¨q

является случайным мультиотображением.
Нетрудно видеть, что тогда и

rR : Ω ˆ R
n
⊸ R

n ˆ L1,

rRpω, yq “ py,Rpω, yqq
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является случайным мультиотображением.
Если теперь рассмотреть непрерывный интегральный оператор

j : Rn ˆ L1 Ñ Cpr0, T s : Rnq,

jpy, uq “ y `
ż t

0

upsqds,

то ясно, что композиция j ˝ rR : Ω ˆ R
n Ñ Cpr0,T s;Rn – случайное мультиотображение и

j ˝ rRpω, yq “ ∆pω, yq,

откуда и вытекает, что Π – случайное мультиотображение.

l
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