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Аннотация. В работе метод разделения переменных применяется для нахождения
точного решения математической модели четвертого порядка с производными по мере.
Для анализа возникающих трудностей мы используем поточечный метод интерпретации
решений, предложенный Ю. В. Покорный. Этот метод показал свою эффективность: по-
строена точная параллель классической теории дифференциальных уравнений для гра-
ничных задач с негладкими решениями как второго, так и более высокого порядков,
вплоть до осцилляционных теорем.

Ключевые слова: метод Фурье, поточечный подход, негладкое решение, смешанная
задача.

APPLICATION OF THE METHOD OF SEPARATION OF
VARIABLES TO FIND A SOLUTION TO A FOURTH-ORDER

MATHEMATICAL MODEL WITH NON-SMOOTH SOLUTIONS
M. B. Zvereva, M. I. Kamenskii, S. A. Shabrov, P. Raynaud de Fitte

Abstract. In this work, the method of separation of variables is used to find the exact
solution of a mathematical model of the fourth order with derivatives with respect to measure.
To analyze the analyzing difficulties, we use the pointwise method of interpretation of solutions
proposed by Yu. V. Pokornyi. This method has shown its effectiveness: an exact parallel of the
classical theory of differential equations for boundary value problems with nonsmooth solutions
of both second and higher orders, up to oscillation theorems, has been constructed.

Keywords: Fourier method, pointwise approach, nonsmooth solution, mixed problem.

Последние десятилетия бурно развивается качественная теория с негладкими решениями:
построена точная параллель классической теории граничных задач второго порядка, вплоть
до осцилляционных теорем [1–3]; получен ряд результатов для линейных и нелинейных диф-
ференциальных уравнений четвертого и шестого порядков [4–10]. Это произошло после вы-
хода в 1999 году работы Ю. В. Покорного [11] в которой был предложен поточечный подход
к трактовке дифференциального уравнения с негладкими решениями: вместе с интегралом
Стилтьеса было предложено использовать производные Радона–Никодима. Эту эффектив-
ность можно объяснить достаточно просто: при использовании производных по мере уравне-
ние становится поточечно заданным, то есть обыкновенным, а это даёт возможность приме-
нения качественных методов анализа решений, в отличие от теорий обобщенных функций.

˚ Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства науки и высшего образования РФ в рам-
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При использовании теории распределений по Шварцу–Соболеву, проявляются трудно раз-
решимые проблемы. Во-первых, удается установить лишь слабую разрешимость уравнения,
что для приложений мало пригодно, во-вторых, возникает проблема умножения обобщенной
функции на разрывную, которую не удается решить до сих пор, и, в-третьих, уравнения
в обобщенных функциях — это равенство двух функционалов, определенных над простран-
ством основных функций, и применение качественных методов анализа к таким уравнениям
крайне затруднительно.

В работе изучается математическая модель, реализуемая в виде смешанной задачи
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которая возникает при описании малых поперечных свободных колебаний стержневой систе-
мы с внутренними особенностями и помещенной на упругое основании с локализованными
особенностями, приводящими к потере гладкости у решения.

Решение уравнения в (1) мы будем искать в классе E функций upx, tq, каждая из кото-
рых при фиксированном t является абсолютно непрерывной на r0; ℓs функцией, производная
u1
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px, tq — σ–абсолютно непрерывна на r0; ℓs; при каждом фиксированном

x upx, tq дважды непрерывно дифференцируема по t. При этом под решением математиче-
ской модели (1) мы будем понимать функцию из класса E, удовлетворяющую граничным и
начальным условиям из (1).

Уравнение
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задано почти всюду (по мере σ) на декартовом произведении расширения r0; ℓsσ отрезка r0; ℓs
и временного промежутка r0;T s. Построение множества r0; ℓsσ осуществляется следующим
образом. Пусть Spσq — множество точек разрыва функции σpxq. На Jσ “ r0; ℓszSpσq зададим
метрику ̺px; yq “ |σpxq´σpyq|. Полученное метрическое пространство pJσ ;σq не является пол-
ным. Стандартное пополнение приводит (с точностью до изоморфизма) к множеству r0; ℓsS ,
в котором каждая точка ξ P Spσq заменена на пару собственных значений ξ ´ 0, ξ ` 0, кото-
рые ранее были предельными. Индуцируя упорядоченность с исходного множества, придем
к неравенствам x ă ξ ´ 0 ă ξ ` 0 ă y для всех x, y, для которых выполнялись неравенства
x ă ξ ă y в исходном отрезке.

Функцию vpxq в точках ξ´0 и ξ`0 множества r0; ℓsS определим предельными значениями.
Для определенной таким образом функции сохраним прежнее обозначение. Определенная на
этом множестве функция становится непрерывной в смысле метрики ̺px; yq.

Объединение r0; ℓsS и Spσq нам дает множество r0; ℓsσ, в котором каждая точка ξ P Spσq
заменена на тройку собственных элементов tξ´0; ξ; ξ`0u. Мы считаем, что уравнение задано
именно на этом множестве, причем в точках ξ P Spσq само уравнение принимает вид
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где ∆vpξq “ vpξ ` 0q ´ vpξ ´ 0q — полный скачок функции vpxq в точке ξ.
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При применении метода разделения переменных для нахождения решения (1) возникает
спектральная задача
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где λ— спектральный параметр.
При выполнении следующих условий

1. ppxq, rpxq, Qpxq и F pxq σ–абсолютно непрерывны на r0; ℓs,

2. inf
xPr0;ℓs

ppxq ą 0,

3. Qpxq не убывает на r0; ℓs,

в работе [12] доказана
Теорема 1. Пусть пусть выполнены условия 1–3; tλnu — собственные значения задачи

(2), причем каждое из них записаны столько, какова их геометрическая кратность. Тогда,
ряд
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сходится при любом δ ą 0.
Скорость роста собственных значений, установленная в теореме 1, уточнена в работе [13]:

вместо степени 2{3 ` δ была получена 2{5 ` δ.
Доказанная теорема позволяет обосновать возможность применения метода разделения

переменных.
Для удобства введем следующий класс функций: множество Eσ состоит из функций Xpxq,
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где ϕkpxq — нормированная амплитудная функция, отвечающая собственному значению λk,
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является решением математической модели (1), причем ряд (3) можно дифференцировать
по t дважды, и на r0; ℓs четыре раза: сначала по x, потом по µ, снова по x, и затем по
σ; полученные таким образом ряды сходятся абсолютно и равномерно на прямоугольнике
r0; ℓs ˆ r0;T s.
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Доказательство. Оценим коэффициенты ряда Фурье функции ψ0pxq. Имеем
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Первый интеграл последнего равенства проинтегрируем по частям четырежды, второй —
дважды, а также воспользуемся свойствами функции ϕkpxq, и условиями теоремы, будем
иметь
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Как и для Ak, разобьем интеграл в последнем равенстве на три, первые два проинтегрируем
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Ряды, полученные формальным дифференцированием, имеют вид
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Все ряды, написанные выше, оцениваются рядом

K
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который сходится. Отсюда вытекает равномерная и абсолютная сходимость всех рядов, по-
лученных из (3) почленным дифференцированием. А так как функция upx, tq, определенная
равенством (3), очевидно удовлетворяет граничным и начальным условиям, то upx, tq — дей-
ствительно решение задачи (1). Теорема доказана.
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