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Аннотация. Известно, что существуют нетривиальные подмножества ограниченных
последовательностей, являющиеся разделяющими для банаховых пределов (т. е. любые
два различных банахова предела принимают различные значения хотя бы на одном эле-
менте разделяющего множества). В статье приводится пример множества последователь-
ностей из нулей и единиц, имеющего меру нуль и являющегося разделяющим для ба-
наховых пределов. При построении такого множества используется тот факт, что мно-
жество последовательностей из нулей и единиц содержится в линейной оболочке своего
подмножества, определямого значениями функционалов Сачестона. Далее доказывается,
что аналогичным свойством обладает всё пространство ограниченных последовательно-
стей и его подпространство A0, определяемое асимпотическими свойствами. Для подпро-
странства A0 иследуются свойства инвариантности относительно классических линейных
операторов.

Ключевые слова: пространство ограниченных последовательностей, банаховы пре-
делы, разделяющее множество, функционалы Сачестона, мера множества.

ON SEPARATING SETS OF MEASURE ZERO AND
SUCHESTON FUNCTIONALS
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Abstract. It is known that the space of bounded sequences contains non-trivial subsets
that separate Banach limits, that is for every pair of distinct Banach limits a separating set
contains an element on which the values of the Banach limits do not coincide. In the present
paper we provide an example of a set of 0-1-sequences that has measure zero but separates
Banach limits. In order to construct the separating set, we prove that the set of all 0-1-sequences
belongs to the linear hull of its subset defined by fixed values of Sucheston functionals. Then
we prove that the property holds for the whole space of bounded sequences and a subspace A0

defined in terms of a special functional. We prove that the space A0 is invariant under some
classical linear operators.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Рассмотрим пространство ограниченных последовательностей ℓ8 с обычной нормой

}x} “ sup
kPN

|xk|.

˚ Работа выполнена в Воронежском университете при поддержке РНФ, грант 19–11–00197.
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и обычной полуупорядоченностью, где N— множество натуральных чисел. Через c будем
обозначать пространство сходящихся последовательностей, через c0 — пространство последо-
вательностей, сходящихся к нулю.

Определение 1. Линейный функционал B P ℓ˚
8 называется банаховым пределом, если

1. B ě 0, т. е. Bx ě 0 для x ě 0,

2. B1 “ 1, где 1 “ p1,1, . . .q,

3. BpTxq “ Bpxq для всех x P ℓ8, где T — оператор сдвига, т. е. T px1,x2, . . .q “ px2,x3, . . .q.

Множество всех банаховых пределов обозначим через B. Существование банаховых пре-
делов было анонсировано С. Мазуром [1] и позднее доказано в книге С. Банаха [2].

Сачестон [3] установил, что для любых x P ℓ8 и B P B

qpxq ď Bx ď ppxq, (1)

где

qpxq “ lim
nÑ8

inf
mPN

1

n

m`nÿ

k“m`1

xk и ppxq “ lim
nÑ8

sup
mPN

1

n

m`nÿ

k“m`1

xk.

называют нижним и верхним функционалом Сачестона соотвественно. Заметим, что ppxq “
´qp´xq. Неравенства (1) точны: для данного x для любого r P rqpxq; ppxqs найдётся банахов
предел B P B такой, что Bx “ r.

Множество таких x P ℓ8, что ppxq “ qpxq, образует подпространство почти сходящихся
последовательностей ac [4]. На почти сходящейся последовательности все банаховы пределы
принимают одинаковые значения.

При исследовании банаховых пределов особый интерес представляют разделяющие множе-
ства [5, § 3]. Множество Q P ℓ8 называют разделяющим, если для любых неравных B1, B2 P B

существует такая последовательность x P Q, что B1x ‰ B2x. В частности, разделяющим яв-
ляется [6] множество всех последовательностей из 0 и 1, которое в дальнейшем мы будем
обозначать через Ω (иногда в литературе встречается также обозначение t0; 1uN).

Каждой последовательности px1, x2, . . . q P Ω можно поставить в соответствие число

8ÿ

k“1

2´kxk P r0,1s. (2)

С точностью до счётного множества это соответствие взаимно однозначно и определяет на
множестве Ω меру, которую мы будем отождествлять с мерой Лебега на r0,1s.

Оказывается, что из Ω можно выделить некоторые подмножества, которые также будут
разделяющими, например [5, §3, Теорема 11],

U “ tx P Ω : qpxq “ 0, ppxq “ 1u. (3)

Однако множество U имеет меру 1 [6].
В настоящей статье строится пример разделяющего множества, являющегося подмноже-

ством Ω и имеющего меру нуль. Для построения такого множества используется следующий
факт.

Лемма 1 ([5, §3, замечание 6]). Пусть X — разделяющее множество и X Ă LinY , где LinY
обозначает линейную оболочку Y . Тогда Y также является разделяющим множеством.
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Затем в статье обсуждаются свойства линейных оболочек множеств, определённых с по-
мощью функционалов Сачестона. В частности, доказывается, что наряду с использованным
при построении разделяющего множества меры нуль включением

Ω Ă Lintx P Ω : ppxq “ a, qpxq “ bu (4)

для любых 0 ď b ă a ď 1, имеет место равенство

ℓ8 “ Lintx P ℓ8 : ppxq “ a, qpxq “ bu (5)

для любых a ą b.
Возникает закономерный вопрос: для каких ещё подмножеств пространства ℓ8 верны ана-

логичные соотношения?
Оказывается, что аналогичным свойством обладает и ещё одно подмножество простран-

ства ℓ8: подпространство A0 “ tx P ℓ8 : αpxq “ 0u, где [7]

αpxq “ lim
iÑ8

max
iăjď2i

|xi ´ xj|.

Пространство A0 обладает рядом интересных свойств.

Теорема 2 ([8, следствие 2]). Пусть x P ac, т.е. ppxq “ qpxq. Тогда x P c если и только если
αpxq “ 0.

Таким образом, c “ acXA0. Включение c Ă A0 собственное.
В [9] показано, что, хотя сама функция αpxq не инвариантна относительно оператора сдви-

га T , подпространство A0 такой инвариантностью обладает; из доказанного в [10] соотноше-
ния

αpCxq ď αpxq, (6)

где Cx есть оператор Чезаро

pCxqn “ 1

n

nÿ

k“1

xk, (7)

следует инвариантность пространства A0 относительно оператора Чезаро.
В настоящей статье доказывается, что пространство A0 инвариантно относительно опера-

торов растяжения σn и усредняющего сжатия σ1{n.
Некоторые результаты данной статьи были анонсированы в [11].

2. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ПОСТРОЕНИЯ

В данном параграфе вводятся некоторые вспомогательные объекты, которые потребуются
далее при доказательстве теоремы 11.

2.1. Двоичные приближения

Определение 3. k-м двоичным приближением к произвольному числу d P r0; 1s называется
такое число dpkq P N Y t0u, что

dpkq

2k
ă d ď

dpkq ` 1

2k
. (8)

Замечание 4. Очевидно, что dpk`1q P t2dpkq,2dpkq ` 1u.

40 ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2021. № 4



О разделяющих множествах меры нуль и функционалах Сачестона

2.2. Последовательности-«блоки»

Введём последовательности-«блоки» — стабилизирующиеся на нуле последовательности,
которые затем будут использованы для формирования последовательностей, обладающих
некоторыми интересными свойствами.

Пусть n зафиксировано. Пусть

K “ tk P N : k ě nu “ tn, n` 1, n` 2, ...u. (9)

Определим функцию Br : K ˆ r0; 1s Ñ ℓ8, генерирующую «блоки» из нулей и единиц,
соответствующие приближению dpkq к числу d P r0; 1s для k ě n.

Определение Br построим рекурсивно. Сначала определим Brpk,dq для k “ n по следую-
щему правилу:

pBrpn,dqqj “
#
1, если 2n ´ dpnq ă j ď 2n,

0 для остальных j.
(10)

Заметим, что все элементы Brpn,dq, начиная с p2n ` 1q-го, равны нулю; кроме того, в Brpn,dq
ровно dpnq единиц.

Для каждого k ě n положим

Brpk ` 1,dq “ Brpk,dq ` T 2k Brpk,dq ` pdpk`1q ´ 2dpkqqe2k`2n´dpnq
, (11)

где через ej обозначен j-й орт.

Утверждение 5. Последовательность Brpk,dq состоит из нулей и единиц.

Доказательство. Легко доказать по индукции, что все элементы Brpk,dq, начиная с p2k `1q-
го, равны нулю. Следовательно, носители первых двух слагаемых в (11) не пересекаются.
Далее заметим, что третье слагаемое отлично от нуля тогда и только тогда, когда переход
между приближениями dpkq{2k и dpk`1q{2k`1 приводит к улучшению приближения. Более
того,

´
Brpk,dq ` T 2k Brpk,dq

¯
2k`2n´dpnq

“ pBrpk,dqq2n´dpnq
“ pBrpk ´ 1,dqq2n´dpnq

“

“ ... “ pBrpn,dqq2n´dpnq
“ 0, (12)

т. е. выражение (11) действительно задаёт последовательность из нулей и единиц.

Замечание 6. Из доказательства утверждения 5 следует, что в k-м блоке ровно dpkq единиц.

Замечание 7. Выполнено включение suppBrpk,dq Ă suppBrpk`1,dq и, более того, справедливо
соотношение

pBrpk,dqqj “
#

pBrpk ` 1,dqqj , если j ď 2k,

0 для остальных j.
(13)

Лемма 2. Для любых таких m, k и i, что n ď m ď k и i` 2m ´ 1 ď 2k, выполнено

dpmq ď
i`2m´1ÿ

j“i

pBrpk,dqqj ď dpmq ` 1. (14)

Доказательство. Представление (11) может быть переписано в виде:

Brpm ` 1,dq “
1ÿ

j“0

T j2
m

Brpm,dq `
1ÿ

j“0

γjej2m`2n´dpnq
, (15)
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где γj P t0,1u. Продолжая по индукции, получаем

Brpk,dq “
2k´m´1ÿ

j“0

T j2
m

Brpm,dq `
2k´m´1ÿ

j“0

T j2
m

γjej2m`2n´dpnq
. (16)

Тогда
i`2m´1ÿ

j“i

pBrpk,dqqj “
2m´1ÿ

j“1

pBrpm,dqqj ` γh “ dpmq ` γh P tdpmq, dpmq ` 1u. (17)

Из (8) непосредственно вытекает следующий факт.

Утверждение 8. Пусть d ă 1 ´ 3{2n. Тогда

pBrpd,kqqj “ 0 для j “ m ¨ 2n ` 1,m P N Y t0u. (18)

Пример 9. Для n “ 2 и d “ 1{3 имеем:

dp2q “ 1{4, Brp2,1{3q “ p 0,0,0,1, 0,0,...q
dp3q “ 2{8, Brp3,1{3q “ p 0,0,0,1, 0,0,0,1, 0,0,...q
dp4q “ 5{16, Brp4,1{3q “ p 0,0,0,1, 0,0,0,1, 0,0,1,1, 0,0,0,1, 0,0,...q
dp5q “ 10{32, Brp5,1{3q “ p 0,0,0,1, 0,0,0,1, 0,0,1,1, 0,0,0,1,

0,0,0,1, 0,0,0,1, 0,0,1,1, 0,0,0,1, 0,0,...q
dp6q “ 21{64, Brp6,1{3q “ p 0,0,0,1, 0,0,0,1, 0,0,1,1, 0,0,0,1,

0,0,0,1, 0,0,0,1, 0,0,1,1, 0,0,0,1,
0,0,1,1, 0,0,0,1, 0,0,1,1, 0,0,0,1,
0,0,0,1, 0,0,0,1, 0,0,1,1, 0,0,0,1, 0,0,...q

2.3. Частичный предел в функционале Сачестона

Утверждение 10. Предел в функционале Сачестона можно заменить частичным преде-
лом, а именно

ppxq “ lim
nÑ8

sup
mPN

1

n

m`nÿ

k“m`1

xk “ lim
nÑ8

sup
mPN

1

2n

m`2nÿ

k“m`1

xk.

Аналогичное соотношение выполнено и для функционала qpxq.

3. РАЗДЕЛЯЮЩЕЕ МНОЖЕСТВО НУЛЕВОЙ МЕРЫ

Теорема 11. Пусть 1 ě a ą b ě 0 и Ωab “ tx P Ω : ppxq “ a, qpxq “ bu, где ppxq и qpxq —
верхний и нижний функционалы Сачестона [3] соответственно. Тогда Ω Ă LinΩab .

Доказательство. Выберем n P N таким образом, что

a´ b ą 3

2n
(19)

и n чётно.
Очевидно, что существует разложение

x “
k´1ÿ

i“0

T ixi, xi P Ω, (20)
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где k P N и все элементы последовательностей xi, кроме имеющих индексы km ` 1, m P N0,
являются нулевыми. Пусть k “ 2n; зафиксируем i и в дальнейшем для удобства записи
положим w “ xi. Наша задача — построить конечную линейную комбинацию элементов из
Ωab , равную w. Положим

vj “

$
’&
’%

0, если j ď 2n,

pBrp22k,aqqj´22k , если 22k ă j ď 22k`1, 2k ě n,

pBrp22k`1,bqqj´22k`1 , если 22k`1 ă j ď 22k`2, 2k ` 1 ě n.

(21)

Иначе говоря, сначала «резервируется» 2n нулевых элементов (большей частью для удобства
записи, поскольку конечное количество членов в начале последовательности не влияет на
функционалы Сачестона), а затем по очереди приписываются блоки — от первого элемента
(нулевого) до последнего ненулевого элемента (конца носителя). Положим далее

uj “

$
’&
’%

vj ` wj , если j ď 2n

или 24k`3 ă j ď 24k`4 и 4k ` 3 ě n,

vj для остальных j.

(22)

В силу утверждения 8 все элементы, к которым прибавляются ненулевые элементы wj ,
равны нулю. Кроме того, с учётом леммы 2 и утверждения 10 имеем ppuq “ ppwq “ a и
qpuq “ qpwq “ b. (На «возмущённом» блоке u среднее, соответствующее функционалу q, уве-
личивается не более чем на 2´n и не влияет на значение функционала p, в силу условия (19).)
Следовательно, u,v P Ωab . Заметим теперь, что

pu ´ vqj “

$
’’’’&
’’’’%

wj, если j ď 2n,

0, если 22k ă j ď 22k`1, 2k ě n,

0, если 24k`1 ă j ď 24k`2, 4k ` 1 ě n,

wj, если 24k`3 ă j ď 24k`4, 4k ` 3 ě n.

(23)

Аналогично строятся пары элементов, разность которых равна wj на 24k`i ă j ď
24k`i`1, 4k ` i ě n для i “ 0,1,2 (требуется только обнулить первые 2n элементов). Скла-
дывая полученные таким образом 4 ¨ 2n разностей элементов из Ωab , получаем требуемый
элемент x.

Следствие 12. Множество Ωab является разделяющим. Т.к. при a ‰ 1 или b ‰ 0 множе-
ство Ωab имеет меру нуль [6], [12], то оно является разделяющим множеством нулевой
меры.

4. ЛИНЕЙНЫЕ ОБОЛОЧКИ МНОЖЕСТВ, ОПРЕДЕЛЯЕМЫХ
ФУНКЦИОНАЛАМИ САЧЕСТОНА

Итак, Ω Ă Lintx P Ω : ppxq “ a, qpxq “ bu, где 1 ě a ą b ě 0.
Пусть Y a

b “ tx P A0 : ppxq “ a, qpxq “ bu, где a ą b. Подготовим сначала вспомогательные
леммы о константе.

Лемма 3. Пусть a ‰ ´b. Тогда справедливо включение 1 P LinY a
b .

Доказательство. Не теряя общности, будем полагать, что a ą 0.
Определим оператор S : ℓ8 Ñ ℓ8 следующим образом:

pSyqk “ yi`2, где 2i ă k ď 2i ` 1. (24)

ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2021. № 4 43



Н. Н. Авдеев

Лемма 4 ([7]). Известно [7], что для любого x P ℓ8 выполнено равенство

αpSxq “ lim
kÑ8

|xk`1 ´ xk|. (25)

Положим

y “
ˆ
0,1,0,

1

2
,1,

1

2
,0,

1

3
,
2

3
,1,

2

3
,
1

3
,0,...

˙
, (26)

тогда Sy P A0 и 1 ´ Sy “ Sp1 ´ yq P A0.
Пусть x “ pa ´ bqSy ` b1, z “ pa ´ bqp1 ´ Syq ` b1. Тогда ppxq “ ppzq “ a, qpxq “ qpzq “ b

и, следовательно, x,z P Y a
b . Кроме того, заметим, что

x` z “ pa´ bqSy ` b1 ` pa ´ bqp1 ´ Syq ` b1 “ pa´ bqpSy ´ Sy ` 1q ` 2b1 “ pa ` bq1, (27)

откуда и следует, что 1 P Y a
b .

Лемма 5. Справедливо включение 1 P LinY a
´a.

Доказательство. Определим линейный оператор M : ℓ8 Ñ ℓ8 следующим образом:

Mω “
ˆ
0, 1ω1, 0,

1

2
ω2, 1ω2,

1

2
ω2, 0,

1

3
ω3,

2

3
ω3, 1ω3,

2

3
ω3,

1

3
ω3, 0, ...,

0,
1

p
ωp,

2

p
ωp, ...,

p´ 1

p
ωp, 1ωp,

p´ 1

p
ωp, ...,

2

p
ωp,

1

p
ωp, 0,

1

p` 1
ωp`1, ...

˙
. (28)

Тогда SM : ℓ8 Ñ A0.
Положим x “ aSp2Mp1q ´ 1q, y “ ´aSp2Mp1,0,1,0,1,0,1,0,...q ´ 1q, z “

´aSp2Mp0,1,0,1,0,1,0,1,...q ´ 1q.
Тогда, очевидно, каждая из последовательностей x,y,z содержит отрезки сколь угодно

большой длины, состоящие из a (равно как и из ´a), при этом ´a ď x,y,z ď a. Следовательно,
ppxq “ ppyq “ ppzq “ a и qpxq “ qpyq “ qpzq “ ´a, откуда x,y,z P Y a

´a.
Заметим теперь, что

x` y ` z “
“ aSp2Mp1q ´ 1q ´ aSp2Mp1,0,1,0,1,0,...q ´ 1q ´ aSp2Mp0,1,0,1,0,1,...q ´ 1q “

“ aSp2Mp1q ´ 1 ´ 2Mp1,0,1,0,1,0,...q ` 1 ´ 2Mp0,1,0,1,0,1,...q ` 1q “
“ aSp2Mp1q ´ 2Mp1,0,1,0,1,0,...q ´ 2Mp0,1,0,1,0,1,...q ` 1 ` 1 ´ 1q “

“ aSp2Mp1q ´ 2Mp1,0,1,0,1,0,...q ´ 2Mp0,1,0,1,0,1,...q ` 1q “ aS1 “ a1, (29)

откуда 1 P LinY a
´a.

Лемма 6. Справедливо включение c0 Ă Y a
b .

Доказательство. Зафиксируем z P c0. Выберем произвольный x P Y a
b . Тогда x ` z P Y a

b и,
очевидно, z “ px ` zq ´ x.

Теорема 13. Пусть a ‰ ´b. Тогда справедливо равенство LinY a
b “ A0.

Доказательство. Зафиксируем x P A0.
Пусть сначала ppxq “ qpxq. Тогда, согласно теореме 2, x P c и x может быть представлен в

виде суммы константы и последовательности из c0. Утверждение теоремы следует из лемм 3, 5
и 6.
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Пусть теперь ppxq ą qpxq. Положим y “ k ¨ x ` C ¨ 1, где k “ a´b
ppxq´qpxq , C “ bppxq´aqpxq

ppxq´qpxq .
Тогда, очевидно,

x “ py ´ C ¨ 1q{k. (30)

Представление (30) искомое. Действительно, в силу лемм 3 и 5 выполнено C ¨ 1 P Y a
b ; кроме

того,

ppyq “ k ¨ ppxq ` C “ appxq ´ bppxq ` bppxq ´ aqpxq
ppxq ´ qpxq “ a, (31)

qpyq “ k ¨ qpxq ` C “ aqpxq ´ bqpxq ` bppxq ´ aqpxq
ppxq ´ qpxq “ b. (32)

Факт, аналогичный теоремам 11 и 13, верен и для всего пространства ℓ8: ℓ8 Ă LinXa
b , где

Xa
b “ tx P ℓ8 : ppxq “ a, qpxq “ bu, a ą b.

Лемма 7. Справедливо включение 1 P LinXa
b .

Доказательство. В самом деле, Y a
b Ă Xa

b и, следовательно,

1 P LinY a
b Ă LinXa

b . (33)

Теорема 14. Справедливо равенство LinXa
b “ ℓ8.

Доказательство. Зафиксируем x P ℓ8 и представим его в виде линейной комбинации после-
довательностей из Xa

b .
Не теряя общности, положим x ě 0 (иначе представим сначала x в виде x “ y ´ z, где

y ě 0, z ě 0. и найдём представления для y и z).
Если ppxq “ qpxq, то возьмём некоторый y P ℓ8, такой, что ppyq ą ppxq “ qpxq ě qpyq ě 0.

Тогда в силу выпуклости функционала p имеем

ppx ` yq ě ppyq ą ppxq “ qpxq, (34)

qpx` yq “ ´pp´x´ yq ď ´pp´xq ´ pp´yq “ qpxq ` qpyq ď qpxq ă ppx` yq, (35)

и задача сведена к отысканию представлений для y и x`y. Таким образом, случай ppxq “ qpxq
можно исключить, и, не теряя общности, рассматривать только такие x, что ppxq ą qpxq.

Снова, как и в доказательстве теоремы 13, положим y “ k ¨ x ` C ¨ 1, где k “ a´b
ppxq´qpxq ,

C “ bppxq´aqpxq
ppxq´qpxq . Дальнейшее доказательство переносится дословно.

5. ИНВАРИАНТНОСТЬ ПРОСТРАНСТВА A0

Теорема 15. Для любого x P ℓ8 и для любого натурального n верно равенство

αpσnxq “ αpxq. (36)
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Доказательство. По определению

αpxq “ lim
iÑ8

max
iăjď2i

|xi ´ xj| (37)

Положим
αipxq “ max

iăjď2i
|xi ´ xj| “ max

iďjď2i
|xi ´ xj| (38)

Тогда
αpxq “ lim

iÑ8
αipxq (39)

Пусть y “ σnx. Тогда для k “ 1, ..., n ´ 1, a P N имеем

αan´kpyq “ max
an´kďjď2an´2k

|yan´k ´ yj | “

“ pт.к. yan´pn´1q “ yan´pn´2q “ ... “ yan´k “ ... “ yan´1 “ yanq “
“ max

anďjď2an´2k
|yan ´ yj| ď

ď pпереходим к максимуму по большему множествуq ď
ď max

anďjď2an
|yan ´ yj| “ αanpyq (40)

С другой стороны,

αanpyq “ max
anďjď2an

|yan ´ yj| “

“ pт.к. y “ σnx, можем рассматривать только j “ knq “
“ max

anďknď2an
|yan ´ ykn| “ max

aďkď2a
|yan ´ ykn| “ max

aďkď2a
|xa ´ xk| “ αapxq (41)

Таким образом, для k “ 1, ..., n ´ 1, a P N имеем соотношения:

αanpyq “ αapxq, (42)

αan´kpyq ď αapxq, (43)

откуда немедленно следует, что

lim
iÑ8

αipyq “ lim
iÑ8

αipxq, (44)

т.е.
αpσnxq “ αpxq. (45)

Следствие 16. Пространство A0 инвариантно относительно оператора σn, n P N, т.е.
для любых x P A0 и n P N выполнено σnx P A0.

Завершая обсуждение операторов растяжения σn, сделаем ещё одно замечание. В статье
[13, лемма 16] доказывается, что

σ2C ´ Cσ2 : ℓ8 Ñ c0. (46)

Следствие 17.

αpCσ2xq “ αpσ2Cxq “ αpCxq
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Перейдём теперь к операторам усредняющего сжатия.
Следуя [14, p. 131, prop. 2.b.2], будем рассматривать на ℓ8 оператор

σ1{nx “ n´1

˜
nÿ

i“1

xi,
2nÿ

i“n`1

xi,
3nÿ

i“2n`1

xi, ...

¸
. (47)

Понятно, что если последовательность x — периодическая с периодом n, то αpσ1{nxq “ 0.
Значит, оценить αpσ1{nxq снизу через αpxq не удастся.

Для построения верхней оценки нам потребуется следующая

Лемма 8. Пусть a “ a1`...`an
n , a1 ď ... ď an. Тогда an ´ a ď n´1

n pan ´ a1q.

Доказательство.

an ´ a “ an ´ a1 ` ... ` an
n

“ n´ 1

n
an ´ a1 ` ...` an´1

n
ď

ď n´ 1

n
an ´ pn´ 1qa1

n
“ n´ 1

n
pan ´ a1q. (48)

Теорема 18. Для любого n P N и любого x P ℓ8 выполнено

αpσ1{nxq ď
ˆ
2 ´ 1

n

˙
αpxq. (49)

Доказательство. Положим

αipxq “ max
iăjď2i

|xi ´ xj | “ max
iďjď2i

|xi ´ xj |. (50)

Тогда
αpxq “ lim

iÑ8
αipxq. (51)

Пусть y “ σnσ1{nx. Из теоремы 15 следует, что αpσ1{nxq “ αpyq. Сосредоточим наши усилия
на оценке αpyq.

Пусть 1 ď j ď n. Заметим, что

αkn`jpyq “ max
kn`jďiď2kn`2j

|ykn`j ´ yi| “

“ (т.к. ykn`j “ ykn`1 “ ykn`n “ pσ1{nxqk) “
“ max

kn`nďiď2kn`2j
|ykn`n ´ yi| ď

ď (переходим к максимуму по не меньшему множеству) ď
ď max

kn`nďiď2kn`2n
|ykn`n ´ yi| “ αkn`npyq. (52)

Итак, αkn`jpyq ď αkn`npyq, значит,

αpσ1{nxq “ αpyq “ lim
iÑ8

αipyq “ lim
kÑ8

αkn`npyq. (53)

По лемме 8 имеем

|xkn`n ´ ykn`n| ď n´ 1

n
max

1ďiăjďn
|xkn`i ´ xkn`j| ď

ď n´ 1

n
max
1ďiďn

αkn`ipxq “ n´ 1

n
αkn`ikpxq. (54)
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Из того, что yj “ 1
n

pxkn`1 ` ... ` xkn`nq, следует, что

max
kn`nďiď2kn`2n

|xkn`n ´ yi| ď max
kn`nďiď2kn`2n

|xkn`n ´ xi| “ αkn`npxq. (55)

Оценим:

αkn`npyq “ max
kn`nďiď2kn`2n

|ykn`n ´ yi| “

“ max
kn`nďiď2kn`2n

|ykn`n ´ xkn`n ` xkn`n ´ yi| ď

ď |ykn`n ´ xkn`n| ` max
kn`nďiď2kn`2n

|xkn`n ´ yi|
(54)
ď

ď n´ 1

n
αkn`ikpxq ` max

kn`nďiď2kn`2n
|xkn`n ´ yi|

(55)
ď n´ 1

n
αkn`ikpxq ` αkn`npxq. (56)

С учётом (53) имеем

αpσ1{nxq “ lim
kÑ8

αkn`npyq ď lim
kÑ8

ˆ
n´ 1

n
αkn`ikpxq ` αkn`npxq

˙
“

ˆ
2 ´ 1

n

˙
αpxq. (57)

Следствие 19. Пространство A0 инвариантно относительно оператора σ1{n, n P N, т.е.
для любых x P A0 и n P N выполнено σ1{nx P A0.

Точность теоремы 18 для n “ 1 очевидна. Для n “ 2 её показывает

Пример 20. Положим для всех p P N:

xk “

$
’’’’’’’’’&
’’’’’’’’’%

0, k ď 23,

0, k “ 23p ` 1,

1, k “ 23p ` 2,

1, 23p ` 3 ď k ď 23p`1 ` 2,

2, 23p`1 ` 3 ď k ď 23p`1 ` 4,

1, 23p`1 ` 5 ď k ď 23pp`1q,

(58)

тогда

pσ1{2xqk “

$
’’’’’’’’’&
’’’’’’’’’%

0, k ď 23,

1{2, k “ 23p ` 1,

1{2, k “ 23p ` 2,

1, 23p ` 3 ď k ď 23p`1 ` 2,

2, 23p`1 ` 3 ď k ď 23p`1 ` 4,

1, 23p`1 ` 5 ď k ď 23pp`1q.

(59)

Очевидно, что αpxq “ 1, но αpσ1{2xq “ 3{2 (достигается на i “ 23p ` 2, j “ 23p`1 ` 4).

Гипотеза 9. Оценка (49) точна для любого n P N.

6. ЗАКЛЮЧИТЕЛЬНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ

Подмножество Ω нулевой меры, не являющееся разделяющим, сконструировать очень лег-
ко (например, можно взять конечное множество или множество ортов). Однако пока неясно,
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существует ли измеримое подмножество Ω ненулевой меры, не являющееся разделяющим
множеством. Остаётся открытым и вопрос о том, какие множества (кроме Ω, A0 и самого ℓ8)
обладают свойством, аналогичным установленному в теоремах 11, 13 и 14.

Автор выражает сердечную благодарность проф. Е. М. Семёнову за ценные cоветы и
плодотворное обсуждение.
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