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Аннотация. Подробно описана техника вычислений кулоновских матричных элемен-
тов теории возмущений высоких порядков, основанная на введении свободных парамет-
ров в штурмовское разложение кулоновской функции Грина. Приведены элементарные
асимптотические выражения далеких членов рядов для матричных элементов, позволя-
ющие определять значения свободных параметров, обеспечивающих их сходимость, в том
числе в надпороговой области. Обсуждаются способы расчетов (и контроля их точности)
гипергеометрических функций Аппеля F1 и F2, через которые выражаются матричные
элементы.
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COULOMB GREEN’S FUNCTIONS WITH FREE
PARAMETERS: MATRIX ELEMENT CALCULATION

TECHNIQUE
S. I. Marmo, E. A. Pronin

Abstract. The technique for calculating the Coulomb matrix elements of higher-order
perturbation theory is described in detail, based on the introduction of free parameters into
the Sturm expansion of the Coulomb Green’s function. Elementary asymptotic expressions
for the distant terms of the series for the matrix elements are given, which make it possible
to determine the values of the free parameters that ensure their convergence, including in
the above-threshold region. Methods for calculating (and controlling accuracy) of the Appel
hypergeometric functions F1 and F2, through which the matrix elements are expressed, are
discussed.

Keywords: Coulomb field, Green’s functions, free parameters, Appell functions, recurrence
relations.

ВВЕДЕНИЕ

После стандартного интегрирования по угловым переменным амплитуды N -фотонных
процессов в кулоновском поле (ниже используем атомные единицы и стандартные обозна-
чения кулоновской задачи) U “ ´Z{r, обусловленных переходами между состояниями дис-
кретного спектра, выражаются через радиальные матричные элементы

M
pNq
fi “

@
Rnf lf

ˇ̌
rLNglN´1

pEN´1q . . . rL2gl1pE1qrL1 |Rniliy . (1)

Здесь Rnili , Rnf lf — радиальные волновые функции начального и конечного состояний элек-
трона,

Rnl “ Cnlr
le´Zr{nΦp´n` l ` 1,2l ` 2; 2Zr{nq, (2)
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где Φpa,c;xq ” 1F1pa,c;xq — вырожденная гипергеометрическая функция [1], glpE ; r1,r2q —
радиальная кулоновская функция с орбитальным моментом l и энергией E . Предполагается,
что для оператора взаимодействия электрона с электромагнитной волной было использовано
мультипольное разложение: в дипольном приближении все Lk “ 1. Наряду с переходами
между состояниями дискретного спектра будем рассматривать связанно-свободные переходы.
В этом случае волновая функция начального или конечного состояний в (1) принадлежит
непрерывному спектру и имеет вид

Rpl “ Cplr
le´iprΦpiZ{p` l ` 1,2l ` 2; 2iprq. (3)

Явные выражения нормировочных множителей Cnl и Cpl в дальнейшем не понадобятся.
Удобный способ вычисления матричных элементов связанно-связанных и связанно-

свободных переходов дает полученное в [2] разложение функции Грина glpEq по функциям
Штурма (решениям уравнения Штурма—Лиувилля) кулоновской задачи:

glpE ; r,r1q “ 4

νp2l ` 1q!

ˆ
2r

ν
¨ 2r

1

ν

˙l

e´ r`r1

ν ˆ

ˆ
8ÿ

k“0

p2l ` 2qk
k!pk ` l ` 1 ´ ηqΦp´k,2l ` 2; 2r{νqΦp´k,2l ` 2; 2r1{νq,

(4)

ν “ 1?
´2pE`i0q

, η “ Zν. Знак мнимой добавки в энергетическом параметре ν соответствует

функции glpE ; r,r1q с асимптотикой расходящихся волн, Вычисление интегралов по радиаль-
ным переменным в (1) выполняется с помощью разложения вырожденных гипергеометриче-
ских функций в (2), (3), (4) в ряды и почленного интегрирования:

8ż

0

dte´tta´1Φp´k,c;xtqΦpb,c1; ytq “ ΓpaqF2pa, ´ k,b,c,c1;x,yq, (5)

где

F2pa,b,b1,c,c1;x,x1q “
8ÿ

k,k1“0

paqk`k1pbqkpb1qk1

k!k1!pcqkpc1qk1
xkx1k1

(6)

— функция Аппеля от двух переменных [1]. Последующий расчет M pNq
fi состоит в вычислении

функций Аппеля вида F2pa, ´ k, ´ k1,c,c1,x,yq с двумя или F2pa, ´ k,b,c,c1,x,yq с одним отри-
цательным верхним параметром и суммировании рядов, состоящих из произведений этих
функций. Очевидно, что для успеха расчетов необходима сходимость рядов и устойчивая
процедура вычисления F2 с большими k, k1. Остановимся сначала на первой проблеме.

Рассмотрим самый простой случай — двухфотонный дипольный 1s Ñ 1s переход в атоме
водорода (Z “ 1). Через матричные элементы

M
pN“2q
1sÐ1s “ xR10| rg1pEqr |R10y (7)

таких переходов выражается поляризуемость атома водорода. С расчета этой величины с
помощью функции Грина в импульсном представлении [3] начались аналитические и чис-
ленные исследования многофотонных процессов в кулоновском поле, библиография которых
насчитывает десятки работ, см. ссылки в [4]. Аналитически поляризуемость водорода может
быть рассчитана разными способами, в том числе с помощью представления (4) для функ-
ции Грина, однако здесь мы используем штурмовское разложение для иллюстрации вопроса
о сходимости рядов для матричных элементов.
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В частном случае двухфотонного 1s Ñ 1s перехода матричный элемент M
pNq
fi “

M
pN“2q
1sÐ1s упрощается и представляется рядом из произведения гипергеометрических функций

F pa,b; c;xq ” 2F1pa,b; c;xq:

M
pN“2q
1sÐ1s ”

8ÿ

k“0

m
p2q
k ,

m
p2q
k „ p4qk

k!pk ` 2 ´ νqF p´k,5; 4; 2

1 ` ν
qF p´k,5; 4; 2

1 ` ν
q.

(8)

Исследуем поведение входящих сюда гипергеометрических функций при больших k.
Асимптотика 2F1p´k, a; c; zq при k Ñ 8 следует из соотношения

2F1p´k, a; c; zq “ Γpk ` 1qΓpcq
Γpk ` a` 1qΓpc ´ aqz

´a
2F1pa` 1 ´ c,a; a ` 1 ` k; z´1q`

` Γpk ` 1qΓpcq
Γpk ` c´ a` 1qΓpaq p1 ´ zqk

ˆ
z ´ 1

z

˙c´a

ˆ

ˆ 2F1

ˆ
c` a,1 ´ a; c ` 1 ´ a ` k;

z ´ 1

z

˙
,

|arg z| ă π, |arg pz ´ 1q{z| ă π,

(9)

которое получается из [1] (формулы (2.9.1), (2.9.13), (2.9.24), (2.9.27)). Представление функ-
ций 2F1 в правой части (9) в виде обычных гипергеометрических рядов и дает искомое
асимптотическое разложение, справедливое при Re k Ñ 8 и всех z, за исключением разреза
Im z “ 0, Re z ď 1. Первые члены асимптотики имеют вид

2F1p´k,a; c; zq „ Γpcq
Γpc´ aq pkzq´ap1 `Op1{kzqq`

` Γpcq
Γpaq

ˆ
z ´ 1

kz

˙c´a

p1 ´ zqk
ˆ
1 `O

ˆ
z ´ 1

kz

˙˙
(10)

и отличаются от приведенных в известных справочных руководствах [1] (формулы (2.3.14),
(2.3.15)) и [12] (формулы (15.7.2), (15.7.3)), совпадая с последними лишь при z Ñ 0.

Вычислим теперь асимптотику общего члена в (6). Заметим, что для функций 2F1 из (6)
разность c´a есть отрицательное целое число, поэтому Γpc´aq в знаменателе первого члена
в (9) обращается в бесконечность, и первый член в асимптотике (9) исчезает (такая ситуация
возникает только в нерелятивистской кулоновской задаче: в релятивистском случае или при
использовании модельного потенциала Фьюса для расчета переходов валентного электрона
в сложных атомах первое слагаемое в (6) и соответствующие члены в асимптотике F2 су-
ществуют). В результате асимптотика общего члена ряда для матричного элемента дается
простым выражением:

m
p2q
k „ k4

ˆ
ν ´ 1

ν ` 1

˙k

,

из которого очевидно, что при отрицательных энергиях функции Грина, E ă 0, параметр

ν ą 0, так что модуль основания степени
ˇ̌
ˇ ν´1
ν`1

ˇ̌
ˇ ă 1 и ряд сходится. Однако при положитель-

ных энергиях, E ą 0, (надпороговых частотах) параметр ν становится мнимым,
ˇ̌
ˇν´1
ν`1

ˇ̌
ˇ “ 1 и

ряд (6) расходится. Чтобы перенести удобную технику расчетов с кулоновской функцией (4)
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на область положительных энергий промежуточных состояний (т.е. на область надпорого-
вых частот), были предложены две модификации штурмовского разложения [4], связанные с
введением в него свободных параметров.

ФУНКЦИЯ ГРИНА С ОДНИМ СВОБОДНЫМ ПАРАМЕТРОМ

Общие формулы

В работе [5] функция Грина (4) была преобразована в несимметричный ряд с конечной
внутренней суммой по тем же функциям, что и (4):

glpE; r,r1q “ 4

νp2l ` 1q!

ˆ
2r

ν
¨ 2r

1

ν

˙l ´ ν
α

¯2l`2

e´p2{α´1{νqre´r1{νˆ

ˆ
8ÿ

k“0

p2l ` 2qk
pl ` 1 ´ ηqk`1

ˆ
α ´ ν

α

˙k

Φp´k,2l ` 2; 2r{αqˆ

ˆ
kÿ

n“0

ˆ
α

α ´ ν

˙n pl ` 1 ´ ηqn
n!

Φp´n,2l ` 2; 2r1{αq.

(11)

Параметр α здесь является свободным (произвольным), предельным переходом α Ñ ν полу-
чаем из (11) исходное штурмовское разложение (4). Выбором свободного параметра можно

добиться сходимости рядов для матричных элементов M pNq
fi . Вычислим матричный элемент

второго порядка с функцией Грина (11):

M
pN“2q
fi “

@
Rnf lf

ˇ̌
rL2glpEqrL1 |Rniliy “

8ÿ

k“0

m
pN“2q
k , (12)

m
pN“2q
k „ p2l ` 2qk

pl ` 1 ´ ηqk`1

ˆ
α ´ ν

α

˙k

ˆ

ˆ F2plf ` l ` L2 ` 3, ´ nf ` lf ` 1, ´ k,2lf ` 2,2l ` 2;
νs2
nf

,
νs2
α

qˆ

ˆ
kÿ

n“0

pl ` 1 ´ ηqn
k!

ˆ
α

α ´ ν

˙n

F2pl ` li ` L1 ` 3, ´ n,´ ni ` li ` 1,2l ` 2,2li ` 2;
νs1
α
,
νs1
ni

q,

(13)

где

s1 “ 2ni
ν ` ni

, s2 “ 2nfα

αpν ´ nf q ` 2νnf
.

Исследуем поведение общего члена mk, чтобы выяснить условие сходимости (12). Для этого
необходимо найти асимптотику левой функции Аппеля F2 и конечной суммы по n в (13)
при k Ñ 8. Асимптотика F2pa,´ k,b; c,c1, x,yq дается выражением (38), причем для значений
параметров в F2 из (13) в ней остается только второе слагаемое. Из (38) также следует, что

общий член суммы по n при больших n ведет себя как na
´
1 ´ 2νni

αpν`niq

¯n
(с a ą 0), т.е. при

максимальном значении n “ k Ñ 8 в зависимости от свободного параметра α принимает
или максимальное или минимальное значение. Предположим, что в последнем случае во
внутренней сумме максимальным будет первый член (c n “ 0). Учитывая, аналогично оценке
(36), в асимптотике и первый, и последний члены внутренней суммы, получим для mk при
k Ñ 8 следующее выражение:

mk „ knf`L2zk1

”
c1k

ni`L1zk2 ` c2k
νp1 ´ ν{αqk

ı
, (14)
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где

z1 “ αpnf ´ νq
αpnf ´ νq ´ 2νnf

, z2 “ αpni ` νq ´ 2νni
αpni ` νq ,

c1, c2 — постоянные. Строгое исследование асимптотики внутренней суммы в [5] приводит к
такому же результату.

Для исследования сходимости вместо свободного параметра α удобно ввести переменную

β “ α ´ ν

ν
,

тогда выражение (14) принимает вид

mk „ knf`L2

»
—–C1k

ni`L1

¨
˝ β ´ ni´ν

ni`ν

β ´ nf`ν
nf´ν

˛
‚
k

` C2k
ν

¨
˝ β

β ´ nf`ν
nf´ν

˛
‚
k
fi
ffifl . (15)

Из (14) видно, что обычный штурмовский ряд, в который (12) переходит при β “ 0 pα “ νq,
сходится при E ă 0 (вещественном ν) и расходится при E ą 0 (мнимом ν). При использо-
вании (11) вместо (4) выбором свободного параметра удается обеспечить сходимость ряда и
при мнимых значениях ν. Для этого можно, например, положить β “ εni´ν

ni`ν , где ε ą 0 и
достаточно мало́.

При расчете матричных элементов M
pNq
fi высокого порядка (N ě 3) с разложением (11)

нужно последовательно суммировать обобщенные штурмовские ряды. При исследовании их
сходимости следует учесть, что если xr|V |iy при r Ñ 8 имеет асимптотику

xr|V |iy „
ÿ

j

djr
bj exp p´r{νjq,

то асимптотика функции Грина, проинтегрированной с «обкладкой»
xr| glpEqV |iy при r Ñ 8 есть

xr| glpEqV |iy „
ÿ

j

d1
jr
bj`1 exp p´r{νjq ` d1rν´1 exp p´r{νq. (16)

Последний результат легко получить, используя для функции Грина gl известное представ-
ление (см., например, [6]) в виде произведения функций Уиттекера M и W . Принимая во
внимание (16) и проводя асимптотические оценки так, как это сделано выше, находим для

общего члена ряда mpjq
k , соответствующего j-той функции Грина в M pNq

fi , при k Ñ 8

m
pjq
k „ řj

j1“0
cj1kaj1 qkj1 , (17)

qj1 “
´
βj ´ νj1 ´νj

νj1 `νj

¯M ´
βj ´ νj`1`νj

νj`1´νj

¯
, ν0 ” ni, νN ” nf .

Из (17) следует, что возможность получения сходящегося ряда для M pNq
fi определяется лишь

энергиями (параметрами νj) функций Грина и начального и конечного состояний, т.е. при
расчете матричных элементов высокого порядка свободные параметры для каждой из функ-
ций Грина выбираются независимо. Положив в j-той функции Грина βj “ ε

νj´1´νj
νj´1`νj

, получим
сходящийся ряд для матричных элементов произвольного порядка.

Рассмотрим теперь переход в непрерывный спектр. В этом случае матричный элемент

M pNqpEf ,niq “ xEf lf | rglN´1
pEN´1q . . . rgl1pE1qr |niliy (18)
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получается из M pNqpnf ,niq заменой nf Ñ νf “ i{
a

2Ef . Суммирование рядов в (18) следует
проводить справа налево. Очевидно, что для первых pN ´ 2q-х функций Грина асимптотика
общего члена ряда определяется соотношением (17). Для pN´1q-й функции Грина выражение

для m
pN´1q
k при k Ñ 8 изменяется, поскольку в результате указанной выше замены второй

параметр в крайней левой функции F2 становится нецелым и в асимптотике этой функции
F2, и, соответственно, mpN´1q

k возникают дополнительные члены:

m
pN´1q
k „

”
c1k

a1q1k
1 ` c2k

a2q1k
2

ı ”
d1k

b1qk1 ` ¨ ¨ ¨ ` dNk
aN qkN

ı
,

q1
1 “

ˆ
βN´1 ´ νN ` νN´1

νN ´ νN´1

˙´1

, q1
2 “

ˆ
βN´1 ´ νN ´ νN´1

νN ` νN´1

˙´1

,

qj “ βN´1 ´ νj´1 ´ νN´1

νj´1 ` νN´1

.

(19)

Анализ выражений (17), (19) показывает, что для переходов в непрерывный спектр, проис-
ходящих с набором энергии Ei ă E1 ă ¨ ¨ ¨ ă EN´1 ă Ef , всегда можно выбрать свободные
параметры βi так, чтобы обеспечить сходимость рядов. На практике для быстрой сходимости
M pNq-рядов достаточно выбирать свободный параметр так, чтобы минимизировать величину

Q “ maxpq1
1q1, . . . ,q

1
1qN ,q

1
2q1, . . . ,q

1
2qN q. (20)

Вычисление функций Аппеля F2pa, ´ k, ´ k1,c,c1
; x,yq и

F2pa,b, ´ k,c,c1
; x,yq

После интегрирования по радиальным переменным с использованием функции Грина в
форме (11) матричные элементы (1) выражаются через ряд, имеющий следующую структуру:

M pNq “
ÿ
CkNBkNnN

. . . An3k2Bk2n2
An2k1Bk1n1

. (21)

Здесь суммирование по ki ведется от нуля до бесконечности, а по ni — от 0 до ki. Матрицы
A,B,C составлены из функций Аппеля вида

F2pa,´m, ´m1,c,c1;x,yq (22)

(если конечное состояние принадлежит непрерывному спектру, то в C входят функции
F2pa,b,´k,c,c1;x,yq с комплексным параметром b). Выбором свободного параметра в функции
Грина (11) удается обеспечить сходимость рядов в (21) в надпороговой области, однако ско-
рость сходимости во многих случаях, например, в припороговой или далекой надпороговой
области энергий, не слишком велика. Соответственно, для достижения точности в несколько
десятичных знаков в суммах по ki необходимо брать порядка 100 слагаемых, т.е. для расчета
одного матричного элемента четвертого требуется вычислить порядка 104 ´105 функций Ап-
пеля F2. В силу большого объема вычислений весьма желательно иметь быстрый и дающий
высокую точность алгоритм вычисления (22) с большими значениями k и n. Очевидно так-
же, что наиболее быстро функции F2 вычисляются с помощью соотношений для смежных
функций. Введем обозначение

F pb ` n,β ` kq ” F2pα,b ` n,β ` k,c,γ;x,yq

и выпишем эти соотношения, которые можно получить так же, как рекуррентные соотноше-
ния для функций 2F1:

pc ´ b´ 1qF pb,βq ` r2b ´ c ` 2 ` xpα ´ b´ β ´ 1qsF pb ` 1,βq`
` pb ` 1qpx ´ 1qF pb ` 2,βq ` xβF pb ` 1,β ` 1q “ 0,

(23)
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pc ´ b´ 1qp1 ´ yqF pb,β ` 1q`
`rp2b ´ c ` 2qp1 ´ yq ` xpα ` β ´ b´ γqsF pb ` 1,β ` 1q`
`pb ` 1qpx ` y ´ 1qF pb ` 2,β ` 1q ` pγ ´ β ´ 1qxF pb ` 1,βq “ 0,

(24)

pb´ cqpb ´ c ` 1qp1 ´ yqF pb ´ 1,βq ` pb ´ c` 1qˆ
ˆ rp2c ´ 4b ` 2qp1 ´ yq ` xp2b ´ 2α ` γ ` ypα ´ b´ βqqsF pb,βq`
` tr6bpb ´ c ` 2 ` pc ´ 2qpc ´ 3qsp1 ´ yq ` xr2bp2α ` 2c ´ 3b ´ γ ´ 5q`
` pc ´ 2qpγ ´ 2α ` 2q ` yrbp3b ´ 2α ` 2β ´ 2c ` 5q`
` pc ´ 2qpα ´ β ´ 1qs ` xpα ´ γ ´ bqpα ´ b´ 1qsuF pb ` 1,βq`
` pb` 1qtp2c ´ 4b´ 6qp1 ´ yq ` xr6b ´ 2α ` γ ´ 2c ` 8`
` ypc` α ´ β ´ 3b ´ 4q ` xp2α ´ 2b ´ γ ´ 2qsuF pb ` 2,βq`
` pb` 1qpb ` 2qp1 ´ xqp1 ´ x ´ yqF pb ` 3,βq “ 0.

(25)

Еще три рекуррентных соотношения можно получить из (23)–(25), воспользовавшись свой-
ством симметрии

F2pα,b,β,c,γ;x,yq “ F2pα,β,b,γ,c; y,xq.
Выпишем явно два первых из них:

pc1 ´ β ´ 1qF pb,βq ` r2β ´ c1 ` 2 ` ypα´ b ´ β ´ 1qsF pb,β ` 1q`
` pβ ` 1qpy ´ 1qF pb,β ` 2q ` ybF pb ` 1,β ` 1q “ 0,

(26)

pc1 ´ β ´ 1qp1 ´ xqF pb ` 1,βq`
`rp2β ´ c1 ` 2qp1 ´ xq ` ypα´ β ` b´ γqsF pb ` 1,β ` 1q`
`pβ ` 1qpx ` y ´ 1qF pb ` 1,β ` 2q ` pγ ´ b´ 1qyF pb,β ` 1q “ 0,

(27)

Для наглядности рекуррентные соотношения (23), (24), (26), (27) на рис. 1 изображены на
плоскости bβ. Рекурсии (23), (24) и (26), (27) можно попарно сложить и получить рекурсии,
изображенные на рис. 2, которые в ряде случаев оказываются более устойчивыми.

Отметим, что в работах [7], [8], [9], в которых получен ряд рекуррентных соотношений
для F2, рекурсии (23)—(26) (полученные А. Г. Файнштеном при выполнении работы [5]) не
приводятся.

Опишем схему расчета функций Аппеля с помощью рекуррентных соотношений. Пусть
необходимо вычислить функции F2pa, ´ k, ´ n,c,c1;x,yq с 0 ď k ď K и 0 ď n ď N . Будем
заполнять значениями F2 массив Fp1 : K ` 1,1 : N ` 1q. Заметив, что в рекурсиях (23),
(24) при b “ ´1 равняются нулю коэффициенты при F2pa,1,β,c,c1;x,yq и в рекурсиях (26),
(27) равняются нулю при β “ ´1 коэффициенты при F2pa,b,1,c,c1;x,yq, дополним матрицу F
нулевыми столбцом Fp0 : K ` 1,0q и строкой Fp0,0 : N ` 1q. Учитывая, что

F2pa,0,β,c,c1;x,yq “ 2F1pa,β; c1; yq и F2pa,b,0,c,c1;x,yq “ 2F1pa,b; c;xq,

заполним столбец Fp0 : K ` 1,1q и строку Fp1,0 : N ` 1q функциями 2F1. Эти функции
тоже удобно рассчитывать с помощью известных трехчленных рекуррентных соотношений
[1], расчет следует вести в сторону роста 2F1, направление роста определяется с помощью
асимптотики (10). Имея две начальные строки (или столбца), можем вычислить остальные
элементы по рекуррентным соотношениям (23), (24), (26), (27). Главная трудность, которую
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Рис. 1. Рекуррентные соотношения для функции Аппеля F2pα,b`n,β` k,c,γ;x,yq: a) — фор-
мула (23), b) — формула (24), c) — формула (26), d) — формула (27).

необходимо преодолеть при расчете F2pa, ´ n, ´ k,c,c1;x,yq по рекуррентным соотношени-
ям, состоит в вычислении функций с большими n и k с достаточной точностью. Вследствие
убывания членов в сходящихся (при правильном выборе свободных параметров) рядов для
матричных элементов функции F2pa,´n,´k,c,c1;x,yq также убывают с ростом n и k, поэтому
точность при вычислении далеких членов матрицы теряется. Однако разные рекурсии имеют
разную степень неустойчивости, и потеря точности возникает в разных областях значений k
и n. Хотя аналитически устойчивость рекурсий можно проанализировать с помощью асимп-
тотики (38) только на краях матрицы, т.е. при m ! n, n ! m, пробные расчеты позволяют
подобрать достаточно устойчивые рекурсии или их комбинации, позволяющие избежать зна-
чительных потерь точности. Например, матрицу F можно заполнять с помощью рекурсий с
рис. 1d) или рис. 2a), заполняя матрицу по горизонтали или с помощью рис. 1b) или рис. 2b),
заполняя матрицу по вертикали. Можно также заполнять матрицу от краев к диагонали или
комбинировать разные способы. В конечном счете, достаточно подобрать способ, позволяю-
щий избежать катастрофических сокращений, и использовать программные средства повы-
шения точности вычислений, позволяющих оперировать числами, имеющими до нескольких
сотен десятичных знаков (см., например, [10]). Такие программы значительно увеличивают
время вычислений, но при отсутствии катастрофической потери точности быстродействие
современных компьютеров позволяет достичь приемлемого соотношения между затратами
времени и точностью вычислений. В частности, с помощью программы [10] столбец функций
F2pa,b, ´ k,c,c1;x,yq непосредственно вычисляется по рекурсии (26), используемой «вверх».
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Рис. 2. Объединение рекурсий (23) и (24) — рис. a) и (25) и (26) — рис. b)

Таблица 1. Точность вычисления функций Аппеля F2pa, ´ n, ´ k,c,c1;x,yq в одной из мат-
риц Ank в (21) при надпороговой частоте ω “ 2|E1s|. Приведенные величины (без знака)
показывают число правильных значащих цифр. Вычисления проводились со 100 значащими
цифрами.

m z m1 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
1 ´91 ´94 ´94 ´93 ´94 ´94 ´94 ´93 ´94 ´94 ´93
20 ´94 ´88 ´87 ´87 ´88 ´88 ´88 ´88 ´88 ´88 ´88
40 ´94 ´93 ´80 ´79 ´81 ´82 ´82 ´82 ´82 ´83 ´83
60 ´94 ´93 ´91 ´72 ´71 ´73 ´74 ´76 ´76 ´76 ´77
80 ´94 ´93 ´93 ´88 ´65 ´63 ´64 ´67 ´68 ´69 ´70
100 ´94 ´94 ´93 ´92 ´87 ´57 ´55 ´56 ´59 ´61 ´62
120 ´94 ´94 ´93 ´93 ´89 ´85 ´50 ´47 ´48 ´51 ´53
140 ´94 ´94 ´94 ´93 ´92 ´86 ´83 ´43 ´39 ´40 ´42
160 ´94 ´93 ´93 ´93 ´93 ´89 ´84 ´81 ´34 ´32 ´32
180 ´94 ´93 ´93 ´93 ´93 ´92 ´86 ´81 ´79 ´27 ´25
200 ´94 ´94 ´94 ´93 ´93 ´92 ´90 ´84 ´79 ´38 ´26

При расчете матриц большого размера следует контролировать точность вычисленных
функций F2pa, ´ n, ´ k,c,c1;x,yq с большими k и n. Такой контроль можно проводить с
помощью тех соотношений (23)–(26), которые не использовались в расчетах. На практике
можно вычислять относительные невязки всех рекуррентных соотношений (23)–(27) и за-
тем выбирать наибольшую из них — dkn. Пример точности вычисления функций Аппеля
F2pa,´n2,´k1,c,c

1;x,yq из матрицы An2k1 , возникающей в матричных элементах (1) с энерги-
ями E1 “ 3E1s и E2 “ 5E1s, приведен в табл. 1. В ней представлены целые части десятичных
логарифмов максимальных относительных невязок, xnk “ rlog10|dkn|s, т.е. фактически число
правильных десятичных знаков. Вычисления проводились со 100 десятичными знаками, из
которых при n “ k „ 200 удается сохранить 25.

ФУНКЦИЯ ГРИНА С ДВУМЯ СВОБОДНЫМИ ПАРАМЕТРАМИ

В работе [4] было предложено обобщенное штурмовское разложение кулоновской функции
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Грина gl, которое представляет собой двойной ряд по штурмовским функциям:

glpE; r,r1q “
8ÿ

k,k1“0

g
l
kk1pν;α,α1q Skl

ˆ
2r

α

˙
Sk1l

ˆ
2r1

α1

˙
, (28)

где

Sklp2r{αq “ 2p2l ` 2qk
αk!

p2r{αql expp´r{αqΦp´k,2l ` 2; 2r{αq. (29)

Параметры α и α1 в функциях Skl, Sk1l являются свободными (произвольными). Принципи-
альным обстоятельством, придающим значительную гибкость в использовании обобщенного
штурмовского разложения в различных приложениях, является факторизованная зависи-
мость членов ряда (28) от r, r1 и энергетического параметра ν “ 1{

a
´2pE ` i0q. Вся за-

висимость от энергии E содержится в ядре g
l
kk1pν;α,α1q, которое не зависит от радиальных

переменных и выражается через гипергеометрические функции:

g
l
kk1pν;α,α1q “ fpα,α1q ˆ

ˆ
”
2F1p´k,l`1´η; 2l`2; zq

l ` 1 ´ η
F1pl ` 1 ´ η;´k1,k1 ` 2l ` 2; l ` 2 ´ η; y,y1q `

`
kÿ

p“1

Cpkp´zqp 2F1p´k`p,l`1´η`p; 2l`2`p; zq
p2l ` 2qp

Φl,k
1

p

ı
. (30)

Здесь

Φl,k
1

p “ ´pl ` 2 ` η ´ pqp´1p1 ´ yqk1

p1 ´ y1qk1`2l`2
ˆ

ˆF1p´p` 1;´k1, k1 ` 2l ` 2; l ` 2 ` η ´ p; 1{p1 ´ yq,1{p1 ´ y1qq ,

fpα,α1q “ 24l`4

Γp2l ` 2q
1

ν2l`1pαα1ql`1

`
1
ν

´ 1
α

˘k
`
1
ν ` 1

α

˘k`2l`2

`
1
ν

´ 1
α1

˘k1

`
1
ν ` 1

α1

˘k1`2l`2
, (31)

z “ ´ 4αν

pα´ νq2 , y “ α ´ ν

α ` ν

α1 ` ν

α1 ´ ν
, y1 “ α ´ ν

α ` ν

α1 ´ ν

α1 ` ν
,

Cpk – биномиальный коэффициент. Функция Аппеля в Φl,n
1

p есть конечный полином по обоим
аргументам. Следовательно, (30) содержит две существенно различающиеся группы членов:
функция Аппеля в первом члене имеет целый отрицательный параметр ´n1 и эквивалентна
линейной комбинации pn1 ` 1q не сводящихся к полиномам гипергеометрических функций

2F1; члены с Φl,n
1

p представляют собой произведение гипергеометрических полиномов одной
переменной – 2F1, и двух переменных – F1.

Рациональный выбор свободных параметров в соответствии со спецификой конкретной
задачи позволяет в ряде случаев кардинально упростить процедуру расчета матричных эле-
ментов с glpE; r,r1q. Так, положив в (28) α “ n{Z,α1 “ n1{Z, удается выразить матричные
элементы дипольных двухфотонных |nly Ñ |n1l1y переходов выражаются в замкнутой форме
в виде линейной комбинации g

l
kk1 из (30). В случае трехфотоных переходов непосредственное

использование (28) приводит к четырехкратному ряду, однако выбором свободных парамет-
ров удается свести матричный элемент к комбинации однократных рядов из произведений
двух g

l
kk1, в которых остается один свободный параметр. Аналитическим продолжением по

переменной n1 из амплитуд связанно-связанных переходов получаются амплитуды связанно-
свободных переходов. Например, трехфотонные матричные элементы переходов в непрерыв-
ный спектр из основного состояния выражается через ряды вида

Sm1,m2
”

8ÿ

k“0

pk ` 3q!
k!

ga´m1,kpν2; i{p,αqgk`m2,0pν1;α,1{Zq (32)
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Соответствующие формулы приведены в [11], там же подробно обсуждается выбор свободных
параметров на основе асимптотик g

l
kk1 с большим нижним индексом.

Остановимся здесь на вычислении g
l
kk1, основную трудность при котором представляет

вычисление первой функции Аппеля F1 в (30). Заметим, что функцию F1 общего вида можно
разложить в ряд по 2F1. Используя двойной ряд для F1 [1, (5.7.6)] и преобразуя символы
Похгаммера, получим

F1pα;β,β1; γ;x,yq “
ÿ

m

pαqmpβqm
m!pγqm

xm
ÿ

n

pα `mqnpβ1qn
n!pγ `mqn

yn “

“
ÿ

m

pαqmpβqm
m!pγqm

xm 2F1pα `m,β1; γ `m; yq .

Преобразуем функцию 2F1 под суммой с помощью соотношения [1, (2.9.4)], оставив индекс
суммирования только в нижнем параметре 2F1:

F1pα;β,β1; γ;x,yq “ p1 ´ yq´β1
8ÿ

m“0

pαqmpβqm
m!pγqm

xm2F1pγ ´ α,β1; γ `m;
y

y ´ 1
q. (33)

Полученный ряд легко исследовать на сходимость. Общий член ряда Am имеет следующее
поведение при m Ñ 8:

Am „ mα`β´γ´1xm.

Таким образом, если у функции F1pα;β,β1; γ;x,yq хотя бы один из аргументов по модулю
меньше единицы, ее можно вычислять, раскладывая по функциям 2F1.

В первой функции F1 из (30) параметр β “ ´k1, т.е. целый неположительный, поэтому,
как отмечено выше, F1pl ` 1 ´ η;´k1,k1 ` 2l ` 2; l ` 2 ´ η; y,y1q раскладывается в конечную
сумму 2F1, которые можно вычислять с помощью стандартных компьютерных программ.
Однако практика показывает, что такой способ расчета не является лучшим. Более удобную
возможность вычисления функций F1, применимую также и при |x| ą 1, дает ее интегральное
представление [1, 5.8.5]:

F1pα;β,β1; γ;x,yq “ Γpγq
ΓpαqΓpγ ´ αq

1ż

0

uα´1p1 ´ uqγ´α´1

p1 ´ uxqβp1 ´ uyqβ1 du. (34)

Все остальные функции F1 в (30) (которые входят в Φl,n
1

p ) имеют неположительный целый
первый параметр. Если представить функцию F1 в следующем виде:

F1pα;β,β1; γ;x,yq “
8ÿ

m“0

pαqmpβ ` β1qm
m!pγqm

ym2F1

`
´m,β;β ` β1; 1 ´ x{y

˘
, (35)

то 2F1 представляет собой конечный ряд, и вся функция Аппеля становится конечным легко
вычисляемым рядом.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Хотя в принципиальном отношении расчеты составных матричных элементов с помощью
кулоновских функций Грина (11), (28) со свободными параметрами описаны в работах [4],
[5], научное общение показывает, что недостаточная детализация затрудняет понимание пред-
ложенных методов и самостоятельное их использование. Авторы надеются, что настоящая
статья восполняет имеющиеся пробелы и позволит заинтересованному пользователю реали-
зовать технику расчетов со свободными параметрами в выбранной им программной среде.
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Кроме того, представленные в статье рекуррентные соотношения для функций Аппеля F2

(23)—(27) и асимптотики (10) и (38) гипергеометрических функции 2F1 и F2 малодоступны
или отсутствуют в научной литературе и могут иметь самостоятельный интерес.

Авторы благодарны А. И. Магунову, Ф. А. Корнееву, А. С. Корневу за интерес к нашим
методам надпороговых расчетов, стимулировавший написание представленной статьи.

Приложение. Асимптотики гипергеометрических функций 2F1 и F2

Найдем асимптотику (9) способом, который можно будет использовать и для исследования
функций F2. Представим 2F1 в интегральном виде [1]:

2F1p´k, a; c; zq “ Γpcq
ΓpaqΓpc ´ aq

1ż

0

ta´1p1 ´ tqc´a´1p1 ´ tzqkdt. (36)

Быстро меняющаяся функция p1 ´ tzqk достигает максимального значения либо при t “ 0,
либо при t “ 1 в зависимости от значения z. Значение z заранее неизвестно, поэтому учтем
вклад в асимптотику обеих точек: 2F1p´k, a; c; zq as“ F pt“0q ` F pt“1q . Вблизи t “ 0, заменив
p1 ´ tzqk Ñ e´kzt, 1 ´ t Ñ 1 и верхний предел на бесконечность, вычислим

F pt“0q “ Γpcq
ΓpaqΓpc ´ aq

8ż

0

ta´1e´tzkdt “ Γpcq
Γpc ´ aqpkzq´a.

Видим, что результат совпадает с первым членов в (10). Точно так же, вводя новую перемен-
ную t1 “ 1 ´ t, вычислим

F pt“1q “ Γpcq
ΓpaqΓpc ´ aq p1 ´ zqk

8ż

0

t1
c´a´1

exp

ˆ
´ kzt1

z ´ 1

˙
dt1 “ Γpcq

Γpaq

ˆ
z ´ 1

kz

˙c´a

p1 ´ zqk

— это второй член в (10). Заметим, проведенное здесь вычисление асимптотики является,
фактически, применением метода Лапласа [13].

Найдем теперь асимптотику функции Аппеля F2pa,´ k,b; c,c1, x,yq при k Ñ 8. Выразим ее
из соотношения (5) и используем для первой из функций Φ обычное интегральное представ-
ление ([1], формула (6.5.1)). Выполняя затем интегрирование по t, получим

F2pa, ´ k,b,c,c1;x,yq “

“ Γpc1q
ΓpbqΓpc1 ´ bq

1ż

0

ub´1p1 ´ uqc1´b´1

p1 ´ yuqa 2F1

ˆ
´k,a; c; x

1 ´ yu

˙
du.

(37)

Воспользовавшись для 2F1 асимптотикой (10) и вычисляя интеграл по u (слагаемое с быст-
роменяющейся функцией r1 ´ x{p1 ´ uyqsk оценивается так же, как выше, причем вклад в
асимптотику дают граничные точки u “ 0 и u “ 1), окончательно получаем

F2pa,´ k,b,c,c1;x,yq „ Γpcq
Γpc ´ aqpkxq´a`

` ΓpcqΓpc1q
ΓpaqΓpc1 ´ bq

ˆ
x´ 1

kx

˙c`b´a

p´yq´bp1 ´ xqk`

` ΓpcqΓpc1q
ΓpaqΓpbq

ˆ
x` y ´ 1

kx

˙c`c1´a´b

p1 ´ yqc1´a´byb´c
1

ˆ
1 ´ x ´ y

1 ´ y

˙k

.

(38)
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Относительная точность (38) определяется большей из величин 1{kx, 1{ky. Возводимые в
степень комплексные величины берутся с наименьшими по модулю значениями аргументов.
В частном случае b “ 0 функция Аппеля F2 переходит в 2F1 и (38) совпадает с (10).
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