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Аннотация. В данной работе получено полное описание классов целых функций типа
Валирона с весом из Lp-пространств. Доказательство всех утверждений в статье строится
с использованием основных методов комплексного анализа.
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ABOUT THE WEIGHT CLASSES OF ENTIRE FUNCTIONS
OF VALIRON’S TYPE

O. V. Okhlupina

Abstract. In this paper, a representation of classes of entire functions of the Valiron
type with weight from Lp-spaces is constructed. The proof of all statements in the article is
constructed using the methods of complex and functional analysis.

Keywords: an entire function, order of an entire function, root sets, factorization
representation, infinite product factor.

ВВЕДЕНИЕ

Задачи по описанию корневых множеств и получению факторизационных представлений
разнообразных классов функций имеют особое значение в теории функций комплексного
переменного и её приложениях. Широко известны работы начала 20-го столетия о корнях
целых функций, имеющих заданный рост, при стремлении к бесконечно удалённой точке,
о факторизационном представлении функций ограниченного вида и классов Харди в круге
единичного радиуса. Изучению и полному описанию различных классов функций посвящены
труды Б. И. Левина, М. М. Джрбашяна, Н. В. Говорова, A. M. Седлецкого, Ф. А. Шамояна,
Б. И. Коренблюма, К. Сейпа, Б. Н. Хабибуллина и других учёных.

Введём необходимые обозначения, предваряющие изложение основного результата работы.
Стандартно символом C обозначим комплексную плоскость. H pCq — множество всех це-

лых функций в ней. Для f P H pCq обозначим Zf “ tz P C : f pzq “ 0u.

Пусть q P N , z,ζ P C, тогда Aq pz,ζq “
´
1 ´ z

ζ

¯
exp

˜
qř
j“1

´
z
ζ

¯j
¸

— фактор бесконечного

произведения Вейерштрасса порядка q.
Для последовательности комплексных чисел Z “ tzku8

k“1, |zk| ď |zk`1|, k “ 1,2,...,
|zk| Ñ `8, k Ñ `8, обозначим n prq “ card tzk : |zk| ď ru, 0 ă r ă `8. Если Z “ Zf ,
то соответствующую считающую функцию назовём nf .
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Для 0 ă p ă `8, 0 ă ρ ă `8 определим класс функций:

Np
ρ pCq “

$
&
%f P H pCq :

`8ż

1

plnM pr,fqqp
rρp`1

dr ă `8

,
.
- .

В данной работе построено факторизационное представление, а также получено описание
корневых множеств функций класса Np

ρ pCq.
Если положить в рассматриваемом классе p равным единице, полученный в данной статье

результат трансформируется в теорему Валирона (см. [1])
При доказательстве основного результата работы использовались методы, изложенные в

работах [2–5].
Корневые множества классов целых и субгармонических функций с другим весом из Lp-

пространств были описаны автором в работах [4], [5].

ФОРМУЛИРОВКА И ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ВСПОМОГАТЕЛЬНЫХ
УТВЕРЖДЕНИЙ

Теорема 1. Пусть 0 ă ρ ă `8, 0 ă p ă `8, ρ R N . Тогда эквивалентны утверждения:
a) Найдётся f P Np

ρ pCq, такая что Z “ tzku8
k“1 можно представить в виде Z “ Zf ;

b)
`8ÿ

k“1

np
`
2k

˘

2ρpk
ă `8.

Доказательство. Согласно свойствам несобственных интегралов, сходимость ряда
`8ř
k“1

npp2kq
2ρpk

ă `8 равносильна сходимости интеграла
`8ş
1

npprq
rρp`1dr ă `8.

При 2k ď r ď 2k`1, n
`
2k

˘
ď n prq ď n

`
2k`1

˘
:

I “
`8ż

1

np prq
rρp`1

dr “
`8ÿ

k“0

2k`1ż

2k

np prq
rρp`1

dr ď
`8ÿ

k“0

`
n

`
2k`1

˘˘p

2k
ρp

“
`8ÿ

m“1

np p2mq
2pm´1qρp

“ 2ρp
`8ÿ

m“1

np p2mq
2mρp

.

Поэтому из сходимости
`8ř
k“1

npp2kq
2ρpk

ă `8 вытекает сходимость интеграла
`8ş
1

npprq
rρp`1dr ă `8.

Функция n prq монотонна на R` “ r0;`8q. Используя этот факт, несложно показать спра-
ведливость обратного утверждения.

Пусть f P Np
ρ pCq, Z “ Zf . Докажем сходимость интеграла

`8ş
1

npprq
rρp`1dr ă `8.

Применяя неравенство Иенсена, имеем nf prq ď lnM per,fq ` Cf . Поэтому

`8ż

1

n
p
f prq
rρp`1

dr ď
`8ż

1

lnpM per,fq
rρp`1

dr ď eρp
`8ż

e

lnpM pt,fq
tρp`1

dt ă `8.

Доказали, что из a) следует b). Перейдём к доказательству обратного утверждения.

Пусть q— целое число, такое, что q ď ρ ă q ` 1. Eq pz,zkq “
`8ś
k“1

Aq pz,zkq.

Покажем, что Eq pz,zkq сходится на компактных подмножествах C при Eq pz,zkq P Np
ρ pCq.

Установим сходимость ряда
`8ř
k“1

1

|zk|q`1 ă `8 при q ą ρ ´ 1. Сходимость последнего ряда

эквивалентна сходимости
`8ş
1

nptq
tq`2 dt.
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Пусть 1 ă p ă `8. Согласно неравенству Гёльдера, имеем, что для сходимости интегра-

ла
`8ş
1

nptq
tq`2dt достаточно обеспечить сходимость интеграла

`8ş
1

dt

tpq`2´ρ´ 1
pqp1

, где p1 “ p
p´1

. Это

означает, что для выполнения условия ρ´ 1 ă q ă `8 подберём q P N таким образом, чтобы
выполнялось условие ρ ´ 1 ă q ă ρ.

Докажем, что при выбранных q произведение Eq pz,zkq P Np
ρ pCq.

Применяя оценку произведения Вейерштрасса, получаем:

lnM pr,Eqq ď Kq

¨
˝rq

rż

1

t´q´1n ptq dt` rq`1

`8ż

r

t´q´2n ptq dt

˛
‚, |z| “ r.

Поэтому

`8ż

1

plnM pr,Eqqqp
r1`ρp

dr ď

ď Kp
q

¨
˚̊
˚̋

`8ż

1

ˆ
rş
0

t´q´1n ptq dt
˙p

r1`pρ´qqp
dr `

`8ż

1

ˆ
`8ş
r

t´q´2n ptq dt
˙p

r1`pρ´q´1qp
dr

˛
‹‹‹‚“ Kp

q pI1 ` I2q .

Сходимость интегралов I1, I2 несложно показать с применением методов, представленных
автором в работе [4].

Тогда Eq pz,zkq P Np
ρ pCq (с нулями в точках последовательностиtzku8

k“1q.
Пусть 0 ă p ď 1. Построим функцию, нулями которой являются точки последовательности

tzku8
k“1.

Применяя оценку для Eq pz,zkq, получим:

lnM pr,Eqq ď Kq

¨
˝rq

rż

1

t´q´1n ptq dt ` rq`1

`8ż

r

t´q´2n ptq dt

˛
‚,

`8ż

1

plnM pr,Eqqqp
r1`ρp

dr ď Kp
q

`8ż

1

ˆ
rq

rş
1

t´q´1n ptq dt` rq`1
`8ş
r

t´q´2n ptq dt
˙p

r1`ρp
dr ď

ď Kp
q

¨
˚̊
˚̋

`8ż

1

ˆ
rq

rş
1

t´q´1n ptq dt
˙p

r1`ρp
dr `

`8ż

1

ˆ
rq`1

`8ş
r

t´q´2n ptq dt
˙p

r1`ρp
dr

˛
‹‹‹‚“ Kp

q pI1 ` I2q .

Сходимость I1, I2 доказывается методами, изложенными в [4].

Из сходимости интегралов I1 и I2 получаем, что
`8ş
1

plnMpr,Eqqqp

r1`ρp dr ă `8, при этом ρ´ 1 ă
q ă ρ, ρ R N , 0 ă p ă `8.

Теорема доказана.
Для целых ρ имеет место утверждение:
Теорема 2. Пусть f P N

p
ρ pCq, ρ P N . Z “ tzku8

k“1 — последовательность комплексных
чисел, |zk| ď |zk`1|, k “ 1,2,..., |zk| Ñ `8, k Ñ `8. Тогда следующие условия эквивалентны:

a) Z “ tzku8
k“1 можно представить в виде Z “ Zf для некоторой функции f P Np

ρ pCq;
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b) δf prq “
ˇ̌
ˇ̌
ˇ

ř
|zk|ďr

1
z
ρ
k

ˇ̌
ˇ̌
ˇ удовлетворяет условиям:

`8ş
1

pδf prqqpdr
r

ă `8,
`8ş
1

pnprqqpdr
rρp`1 ă `8, где

n prq — число нулей функции f в круге Dr, 0 ă r ă `8.
При доказательстве данной теоремы используются методы из работ [3], [4]. Необходимость

условий из пункта b) вытекает из неравенства Иенсена.

ФОРМУЛИРОВКА И ДОКАЗАТЕЛЬСТВО
ОСНОВНОГО РЕЗУЛЬТАТА

Теорема I. Пусть ρ— нецелое неотрицательное число, 0 ă p ă `8, ρ ´ 1 ă q ă ρ. Тогда
равносильны следующие утверждения:

a) f P Np
ρ pCq;

b) f допускает представление

fpzq “ zm
`8ź

k“1

ˆ
1 ´ z

zk

˙
exp

˜
qÿ

j“1

1

j

ˆ
z

zk

˙j
¸
exp ph pzqq ,

где z P C, h pzq — многочлен степени меньше ρ, m— некоторое неотрицательное целое чис-

ло, tzku`8
k“1 — последовательность комплексных чисел, удовлетворяющая условию

8ř
k“1

npp2kq
2k

ρp ă
`8.

Теорема II. Пусть ρ P N . Тогда следующие два утверждения эквивалентны:
a) f P Np

ρ pCq;
b) f допускает следующее представление

fpzq “ zm
`8ź

k“1

ˆ
1 ´ z

zk

˙
exp

˜
ρÿ

j“1

1

j

ˆ
z

zk

˙j
¸
exp ph pzqq ,

где z P C, h pzq — многочлен степени меньше, чем ρ, m P Z, m ě 0, tzku`8
k“1 — произвольная

последовательность комплексных чисел, для которых
8ř
k“1

npp2kq
2k

ρp ă `8, δf prq “
ˇ̌
ˇ̌
ˇ

ř
|zk|ďr

1
z
ρ
k

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

удовлетворяет условию
`8ş
1

pδf prqqpdr
r

ă `8.

Доказательство Теоремы I.
Покажем, что из пункта a) следует b). Предположим, что f P Np

ρ pCq, tzku`8
k“1 - множество

корней f . Получаем, что по теореме 1:
8ř
k“1

npp2kq
2k

ρp ă `8. Из неё же следует сходимость бес-

конечного произведения Eq pz,zkq “
`8ś
k“1

´
1 ´ z

zk

¯
exp

˜
qř
j“1

1
j

´
z
zk

¯j
¸

при ρ ´ 1 ă q ă ρ и его

принадлежность классу Np
ρ pCq.

Тогда g pzq “ fpzq
Eqpz,zkq , z P C, принадлежит H pCq, при этом g pzq ‰ 0, z P C.

Покажем, что gpzq “ exp ph pzqq, причём h pzq — многочлен степени m, m ă ρ. Докажем,
что g P Np

ρ pCq.
Согласно равенству ln |g pzq| “ ln |f pzq| ´ ln |Eq pz,zkq| имеем:

1

2π

πż

´π

ln`
ˇ̌
g

`
reiϕ

˘ˇ̌
dϕ ď 1

2π

πż

´π

ln`
ˇ̌
f

`
reiϕ

˘ˇ̌
dϕ` 1

2π

πż

´π

ln´
ˇ̌
Eq

`
reiϕ,zk

˘ˇ̌
dϕ,

где ln´ |a| “ max p0,´ ln |a|q, a P C.
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С учётом равенства

1

2π

πż

´π

ln
ˇ̌
Eq

`
reiϕ,zk

˘ˇ̌
dϕ “ 1

2π

πż

´π

ln`
ˇ̌
Eq

`
reiϕ,zk

˘ˇ̌
dϕ´ 1

2π

πż

´π

ln´
ˇ̌
Eq

`
reiϕ,zk

˘ˇ̌
dϕ

воспользуемся равенством Иенсена:

1

2π

πż

´π

ln´
ˇ̌
Eq

`
reiϕ,zk

˘ˇ̌
dϕ `

rż

0

n ptq
t
dt ď 1

2π

πż

´π

ln`
ˇ̌
Eq

`
reiϕ,zk

˘ˇ̌
dϕ ď lnM pr,Eqq .

Из последних оценок вытекает: 1
2π

πş
´π

ln`
ˇ̌
g

`
reiϕ

˘ˇ̌
dϕ ď C lnMpr,Eqq ` lnMpr,fq.

Для произвольных 0 ă r ă R получим: lnMpr,gq ď 1
2π

¨ R`r
R´r

πş
´π

ln`
ˇ̌
g

`
Reiϕ

˘ˇ̌
dϕ.

Пусть R “ 2r, тогда согласно оценке 1
2π

πş
´π

ln`
ˇ̌
g

`
reiϕ

˘ˇ̌
dϕ ď C lnMpr,Eqq`lnMpr,fq имеем

`8ż

1

plnMpr,gqqp
rpρ`1

dr ď C1

¨
˝

`8ż

1

plnMp2r,Eqqqp
rpρ`1

dr `
`8ż

1

plnMp2r,fqqp
rpρ`1

dr

˛
‚“

“ C2

¨
˝

`8ż

1

plnMpr,Eqqqp
rpρ`1

dr `
`8ż

1

plnMpr,fqqp
rpρ`1

dr

˛
‚ă `8,

т. е. g P Np
ρ pCq, при этом g pzq ‰ 0, z P C.

Тогда gpzq “ exp ph pzqq, h pzq — целая функция. Пусть upzq “ Reh pzq, z P C. Не ограничи-
вая общности, предположим: upzq ě 1.

Из того, что функция g принадлежит классу Np
ρ pCq, получаем

`8ş
1

pln ĂMpr,uqqp
rpρ`1 dr ă `8, где

ĂMpr,uq “ max pu,0q. По теореме о среднем и, исходя из предыдущих рассуждений, имеем:
`8ş
1

plnMpr,uqqp

rpρ`1 dr ă `8. Согласно монотонности функции lnMpr,uq и тому, что последний

интеграл сходится, получаем lim
RÑ`8

MpR,uq
Rρp “ 0. Применяя формулу Шварца, получим: h pzq “

mř
k“0

akz
k, где k ă ρp. Причём

`8ş
1

plnMpr,hqqp

rpρ`1 dr ă `8. Учитывая, что Mpr,hq « |hm| rm, имеем:

m ă ρ.
Обратное утверждение очевидно. Теорема I доказана.
Доказательство Теоремы II основано на применении теоремы 2.
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