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Аннотация. В предлагаемой работе рассматривается одна ступенчатая задача опти-
мального управления, описываемая разностными аналогами интегро-дифференциального
уравнения типа Вольтерра и интегрального уравнения типа Вольтерра соответственно.
При предположении выпуклости множеств допустимых скоростей рассматриваемых си-
стем уравнений доказан аналог дискретного принципа максимума Понтрягина. В случае
выпуклости областей управления доказано необходимое условие оптимальности в форме
линеаризованного (дифференциального) условия максимума.

Ключевые слова: разностное уравнение Вольтерра, специальное приращение функ-
ционала качества, дискретный принцип максимума, линеаризованный принцип максиму-
ма.

K. B. Mansimov, M. U. Chyrakhova

Abstract. In this paper, we consider one stepwise optimal control problem described by
difference analogs of Volterra type integro-differential equation and Volterra type integral
equation, respectively. Under the assumption that the sets of admissible velocities of the
considered systems of equations are convex, discrete Pontryagin maximum principle analog
is proved. In the case of convexity of the control domains, the necessary optimality condition
is proved in the form of a linearized (differential) maximum condition.

Keywords: NECESSARY OPTIMAL CONDITIONS IN ONE DISCRETE STEP
CONTROL PROBLEM.

ВВЕДЕНИЕ

Многие реальные процессы описываются интегральными уравнениями и их разностны-
ми аналогами (см., напр., [1–5]). В работах [6, 7] изучен ряд задач оптимального управле-
ния, описываемые разностными уравнениями типа Вольтерра, представляющий собой аналог
интегро-дифференциального уравнения типа Вольтерра.

Предлагаемая работа посвящена установлению необходимых условий оптимальности в од-
ной дискретной задаче управления, описываемой различными разностными уравнениями ти-
па Вольтерра в разных областях фазового пространства. Такие задачи оптимального управ-
ления называются также ступенчатыми задачами оптимального управления.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть U Ă Rr и V Ă Rq заданные непустые и ограниченные множества, t0, t1, t2 — заданные
точки, причем разности t1 ´ t0 и t2 ´ t1 — есть натуральные числа.
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Рассмотрим управляемый процесс, описываемый системой разностных уравнений типа
Вольтерра:

xptq “
tÿ

τ“t0

fpt, τ, xpτq, upτqq, t P T1 “ tt0, t0 ` 1, . . . , t1u, (1)

ypt` 1q “
tÿ

τ“t1

gpt,τ, ypτq, upτqq, t P T2 “ tt1, t1 ` 1, . . . , t2 ´ 1u, (2)

ypt1q “ Gpxpt1qq. (3)

Здесь fpt, τ, x, uq, gpt, τ, y, uq — заданные n и m–мерные вектор-функции, непрерывные по со-
вокупности переменных вместе с частными производными по x и y соответственно, Gpxq — за-
данная непрерывно дифференцируемая m–мерная вектор-функция, uptq, vptq — r и q–мерные
соответственно дискретные управляющие функции, удовлетворяющие ограничениям

uptq P U Ă Rr, t P T1, (4)

vptq P V Ă Rq, t P T2. (5)

Пару pu0ptq, v0ptqq, удовлетворяющую вышеприведенным ограничениям, назовем допусти-
мым управлением.

На решениях системы уравнений (1)-(3) порожденных всевозможными допустимыми
управлениями определим терминального типа функционал вида

Spu, vq “ ϕ1pxpt1qq ` ϕ2pypt2qq. (6)

Здесь ϕ1pxq, ϕ2pxq — заданные непрерывно дифференцируемые скалярные функции.
Требуется найти минимальное значение функционала (6) при ограничениях (1)–(4).
Допустимое управление pu0ptq, v0ptqq доставляющее минимальное значение функционалу

(6), при ограничениях (1)–(4), назовем оптимальным управлением.

СПЕЦИАЛЬНОЕ ПРИРАЩЕНИЕ ФУНКЦИОНАЛА КАЧЕСТВА

Пусть pu0ptq, v0ptqq фиксированное допустимое управление, а px0ptq, y0ptqq соответствующее
ему решение системы (1)–(3).

Предположим, что множества

fpt, τ, x0ptq, Uq “ tα : α “ fpt, τ, x0pτq, upτqq, upτq P U, τ P T1u, (7)

gpt, τ, y0ptq, V q “ tβ : β “ gpt, τ, y0pτq, vpτqq, vpτq P V, τ P T2u (8)

при всех pt, τq выпуклы. Пусть ε P r0, 1s — произвольное число, а upt, εq такое допустимое
управление, что

xpt, εq “
tÿ

τ“t0

fpt, τ, xpτ, εq, upτ, εqq ” p1 ´ εq
tÿ

τ“t0

`
fpt, τ, xpτ, εq, u0pτqq ` εfpt, τ, xpτ, εq, upτqq

˘
,

(9)

ypt ` 1, εq “
tÿ

τ“t1

gpt, τ, xpτ, εq, vpτqq, (10)

ypt0, εq “ Gpxpt, εqq, (11)

где uptq P U , t P T1 — произвольный вектор.
Это возможно в силу выпуклости множества (7).
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Введем обозначения

aptq “ Bxpt, εq
Bε

ˇ̌
ˇ̌
ε“0

, (12)

bptq “ Bypt, εq
Bε

ˇ̌
ˇ̌
ε“0

. (13)

Принимая во внимание (9), (10) в силу условий гладкости наложенные на правые части
уравнений (1), (2) получим, что aptq и bptq являются решениями следующих уравнений в
вариаций:

aptq “
tÿ

τ“t0

fxpt, τ, x0pτq, u0pτqqapτq `
`
fpτ, τ, x0pτq, upτqq ´ fpt, τ, x0pτq, u0pτqq

˘
, (14)

bpt` 1q “
tÿ

t“t1

gypt, τ, y0pτq, v0pτqqbpτq, (15)

ypt1q “ Gxpx0pt1qq. (16)

Используя формулу Тейлора перейдем к вычислению специального приращения критерия
качества соответствующее допустимым управлениям pupt, εq, v0ptqq и pu0ptq, v0ptqq.

Имеем

Spupt,εq,v0ptqq ´ Spu0ptq,v0ptqq “
`
ϕ1pxpt1,εqq ` ϕ1px0pt1qq

˘
`

`
ϕ2pypt2,εqq ´ ϕ2py0pt2qq

˘
“

“ ε
Bϕ1

1px0pt1qqq
Bx apt1q ` ε

Bϕ1
2py0pt2qqq

By bpt2q ` opεq. (17)

Пусть ψ0ptq, p0ptq пока произвольные n и m-мерные вектор-функции. Из (14), (15) полу-
чаем, что

t1ÿ

t“t0

ψ01ptqaptq “
t1ÿ

t“t0

tÿ

τ“t0

ψ01ptq
`
fx

`
t,τ,x0pτq,u0pτq

˘
apτq`

`
`
f

`
t,τ,x0pτq,upτq

˘
´ f

`
t,τ,x0pτq,u0pτq

˘˘˘
, (18)

t2´1ÿ

t“t1

p0
1ptqbpt ` 1q “

t2´1ÿ

t“t1

tÿ

τ“t1

p0
1ptqgypt,τ,y0pτq,v0pτqqbpτq. (19)

Легко доказать, что

t2´1ÿ

t“t1

p0
1ptqbpt ` 1q “ p0

1pt2 ´ 1qbpt2q ´ p0
1pt1 ´ 1qbpt1q `

t2´1ÿ

τ“t1

p0
1pt´ 1qbptq “

“ p0
1pt2 ´ 1qbpt2q ´ p0

1pt1 ´ 1qGxpx0pt1qqapt1q `
t2´1ÿ

t“t1

p0
1pt´ 1qbptq. (20)

Учитывая тождества (18)–(20) и применяя дискретный аналог формулы Фубини (см.,
напр., [1–4]), специальное приращение функционала качества (6) представляется в виде

∆uSεpu0,v0q “ ε
Bϕ1

1px0pt1qq
Bx apt1q ` ε

Bϕ1
2py0pt2qq

By bpt2q`
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`ε
t1ÿ

t“t0

ψ01ptqaptq´ε
t1ÿ

t“t0

t1ÿ

τ“t

ψ01pτqpfxpτ,t,x0ptq,u0ptqqaptq`pfpτ,t,x0ptq,uptqq´fpτ,t,x0ptq,u0ptqqqq`

` ε

t2´1ÿ

t“t1

p0
1pt ´ 1qbptq ` εp0

1pt2 ´ 1qbpt2q ´ εGxpx0pt1qqapt1q´

´ ε

t2´1ÿ

t“t1

t2´1ÿ

τ“t1

p0
1pτqgypτ,t,y0ptq,v0ptqqbptq ` opεq. (21)

Ясно, что

apt1q “
t1ÿ

t“t0

rfxpt1,t,x0ptq,u0ptqqaptq ` pfpt1,t,x0ptq,uptqq ´ fpt1,t,x0ptq,u0ptqqqs.

Поэтому формула приращения (21) примет вид

∆uSεpu0,v0q “ ε

t1ÿ

t“t0

Bϕ1
1px0pt1qq

Bx rpfxpt1,t,x0ptq,u0ptqqaptq`

` pfpt1,t,x0ptq,uptqq ´ fpt1,t,x0ptq,u0ptqqqs ` ε
Bϕ1

2py0pt2qq
By bpt2q ` ε

t1ÿ

t“t0

ψ01ptqaptq´

´ ε

t1ÿ

t“t0

«
t1ÿ

τ“t

ψ01pτqpfxpτ,t,x0ptq,u0ptqqaptq ` pfpτ,t,x0ptq,uptqq ´ fpτ,t,x0ptq,u0ptqqq
ff

`

` ε

t2´1ÿ

t“t1

p0
1pt´ 1qbptq ` εp0

1pt2 ´ 1qbpt2q ´ ε

t1ÿ

t“t0

Gxpx0pt1qqrpfxpt1,t,x0ptq,u0ptqqaptq`

` pfpt1,t,x0ptq,uptqq ´ fpt1,t,x0ptq,u0ptqqqs ´ ε

t2´1ÿ

t“t1

t2´1ÿ

τ“t1

p0
1pτqgpτ,t,y0ptq,v0ptqqbptq ` opεq. (22)

Группируя подобные члены из (22) будем иметь

∆uSεpu0,v0q “ ε

t1ÿ

t“t0

„
ψ01ptq ` Bϕ1

1px0pt1qq
Bx fxpt1,t,x0ptq,u0ptqq´

´Gxpx0pt1qqfxpt1,t,x0ptq,u0ptqq ´ ε

t1ÿ

τ“t

ψ01pτqfpτ,t,x0ptq,uptqq
ff
aptq`

` ε

t1ÿ

t“t0

Bϕ1
1px0pt1qq

Bx rfpt1,t,x0ptq,uptqq ´ fpt1,t,x0ptq,u0ptqqs´

´ ε

t1ÿ

t“t0

t1ÿ

τ“t

ψ01pτqrfpτ,t,x0ptq,uptqq ´ fpτ,t,x0ptq,u0ptqqs ´ ε

t1ÿ

t“t0

Gxpx0pt1qqpfpt1,t,x0ptq,u0ptqq´

´ fpτ,t,x0ptq,u0ptqqq ` ε
Bϕ1

2py0pt2qq
By bpt2q ` ε

t2´1ÿ

t“t1

p0
1pt´ 1qbptq ` εp0

1pt2 ´ 1qbpt2q´

´ ε

t2´1ÿ

t“t1

t2´1ÿ

τ“t1

p0
1pτqgypτ,t,y0ptq,v0ptqqbptq ` opεq. (23)

Введем обозначения

Hpt,x,u,ψ0q “
t1ÿ

τ“t

ψ01pτqfpτ,t,xptq,uptqq´
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´ Bϕ1
1px0pt1qq

Bx fpt1,t,xptq,uptqq `Gxpx0pt1qqfpt1,t,xptq,uptqq,

Npt,y,v,p0q “
t1´1ÿ

τ“t

p0
1pτqgpτ,t,yptq,vptqq,

и предположим, что ψ0ptq и p0ptq удовлетворяют соотношениям

ψ0ptq “ Hxpt,x0ptq,u0ptq,ψ0ptqq,

p0pt´ 1q “ Mypt,y0ptq,v0ptq,p0ptqq,

p0pt2 ´ 1q “ ´Bϕ2py0pt2qq
By .

Тогда формула приращения (23) примет вид

∆uSεpu0,v0q “ ´ε
t1ÿ

t“t0

pHpt,x0ptq,uptq,ψ0ptqq ´Hpt,x0ptq,u0ptq,ψ0ptqqq ` opεq.

Теперь возмущенное управление определим в виде

ypt` 1,µq “
tÿ

τ“t1

gpt,τ,y0pτ,µq, v0pτ,µqq ”

” p1 ´ µq
tÿ

τ“t1

gpt,τ,ypτ,µq,v0pτqq ` µ

tÿ

τ“t1

gpt,τ,ypτ,µq,vpτqq, (24)

где µ P r0, 1s — произвольное число, а vpτq P V , t P T2 — произвольное допустимое управление.
Положим по определению

cptq “ Bypt, µq
Bµ

ˇ̌
ˇ̌
µ“0

.

Тогда нетрудно доказать, что cptq является решением следующей системы уравнений в
вариациях

cpt ` 1q “
tÿ

τ“t1

rgypt,τ,ypτq,v0pτqqcpτq ` gpt,τ,y0pτq,vpτqq ´ gpt,τ,y0pτq,v0pτqqs,

cpt1q “ 0.

(25)

С помощью (25) аналогично доказательству разложения (24) доказывается, что специаль-
ное разложение ∆vSµpu0, v0q функционала (6) имеет вид

∆vSµpu0,v0q “ ´µ
t1´1ÿ

t“t0

pMpt,y0ptq,v0ptq,p0ptqq ´Mpt,y0ptq,vptq,p0ptqqq ` opµq. (26)

Из разложений (24), (26) непосредственно следует справедливость утверждения
Теорема 1. Если множества (7), (8) выпуклы, то для оптимальности допустимого управ-

ления pu0ptq, v0ptqq в рассматриваемой задаче необходимо чтобы неравенства

t1´1ÿ

t“t0

pHpt,x0ptq,uptq,ψ0ptqq ´Hpt,x0ptq,u0ptq,ψ0ptqqq ď 0, (27)
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t2´1ÿ

t“t1

pMpt,y0ptq,vptq,p0ptqq ´Mpt,y0ptq,v0ptq,p0ptqqq ď 0, (28)

выполнялись для всех uptq P U , t P T1, vptq P V , T P T2 соответственно.
Пара неравенств (27), (28) представляет собой аналог дискретного принципа максимума

[8].

АНАЛОГ ЛИНЕАРИЗОВАННОГО УСЛОВИЯ МАКСИМУМА

Предположим, что вектор-функция fpt,τ,x,uq pgpt,τ,y,vqq в задаче (1)–(6) имеет непре-
рывную производную по px, uq (py, vq), а множества U и V выпуклые. Пусть ε P r0, 1s —
произвольное число, а uptq P U , t P T произвольное допустимое управление.

Через upt, εq обозначим произвольное допустимое управление, такое, что xpt, εq является
решением уравнения

xpt ` 1,εq “
tÿ

τ“t0

fpt,τ,xpτ,εq,upτ,εqq ”
tÿ

τ“t0

fpt,τ,xpτ,εq, p1 ´ εquoptq ` εupτqq. (29)

При этом, возмущенное уравнение для ypt, εq будет иметь вид

ypt` 1,εq “
tÿ

τ“t1

gpt,τ,ypτ,εq,v0pτqq, (30)

ypt1,εq “ Gpxpt1,εqq. (31)

Пусть

αptq “ Bzpt,εq
Bε

ˇ̌
ˇ̌
ε“0

,

βptq “ Bypt,εq
Bε

ˇ̌
ˇ̌
ε“0

.

В силу условий гладкости, наложенные на правые части уравнений (1), (2) из (29)–(31)
получаем, что pαptq, βptqq является решением системы уравнений в вариациях

αptq “
tÿ

τ“t0

rfxpt,τ,x0pτq,u0pτqqαpτq ` fupt,τ,x0pτq,u0pτqqpupτq ´ u0pτqqs, (32)

βpt ` 1q “
tÿ

τ“t1

gypt,τ,y0pτq,v0pτqqβpτq. (33)

βpt1q “ Gxpx0pt1qqαpt1q. (34)

Используя уравнения в вариациях (32), (33), (34) по аналогии с доказательством разло-
жения (24) доказывается, что

∆uSεpu0,v0q “ Spu0 ` εpu ´ u0q,v0q ´ Spu0,v0q “

“ ´ε
t1ÿ

t“t0

pH 1
upt,x0ptq,u0ptq,ψ0ptqqpuptq ´ u0ptqq ` opεq. (35)

Теперь предположим, что µ P r0, 1s — произвольное число, а vpτq P V , T P T2 — произволь-
ное допустимое управление.

В этом случае по аналогии с (26) можно доказать, что

∆vSµpu0,v0q “ Spu0,v0 ` µpv ´ v0qq ´ Spu0,v0q “
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“ ´µ
t2´1ÿ

t“t1

pM 1
vpt,y0ptq,v0ptq,p0ptqqpvptq ´ v0ptqq ` opµq. (36)

С помощью разложений (35), (36) доказывается справедливость следующего утверждения.
Теорема 2 (аналог линеаризованного условия максимума). Если в рассматрива-

емой задаче множества U и V выпуклы, то для оптимальности допустимого управления
pu0ptq, v0ptqq необходимо чтобы неравенства

t1ÿ

t“t0

H 1
upt,x0ptq,u0ptq,ψ0ptqqpuptq ´ u0ptqq ď 0,

t2´1ÿ

t“t1

M 1
vpt,y0ptq,v0ptq,p0ptqqpvptq ´ v0ptqq ď 0,

выполнялись для всех vptq P V , t P T2 и vptq P V , t P T2 соответственно.
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