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Аннотация. Исследуется весовой частно-интегральный оператор в Rn в весовом про-
странстве Лебега Lγ

ppDq с мерой интегрирования
śn

i“1
x
γi

i dxi, γi ą ´1. Формально опре-
делен геометрический смысл и вводится понятие порядка весового частно-интегрального
оператора. Получено достаточное условие ограниченности таких операторов в Lγ

p . Дока-
зывается существование и единственность решения весового частно-интегрального урав-
нения Фредгольма второго рода.

Ключевые слова: частный интеграл, порядок частного интеграла, весовой частно-
интегральный оператор, весовое анизотропное пространство Лебега, уравнение Фредголь-
ма второго рода.

FREDHOLM EQUATION WITH WEIGHTED
PARTIAL-INTEGRAL OPERATOR OF POSITIVE ORDER

L. N. Lyakhov, N. I. Trusova

Abstract. We study the weighted partial integral operator in Rn in the weighted Lebesgue
space Lγ

ppDq with the measure of integration
śn

i“1
x
γi

i dxi, γi ą ´1. The geometric meaning
is formally defined and the concept of the order of a weighted partial integral operator is
introduced. A sufficient condition for such operators to be bounded in Lγ

p is obtained. The
existence and uniqueness of the solution of the weighted Fredholm partial integral equation of
the second kind is proved.

Keywords: partial integral, order of partial integral, weighted partial integral operator,
weighted anisotropic Lebesgue space, Fredholm equation of the second kind.

1. ВЕСОВЫЕ ЧАСТНО-ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ОПЕРАТОРЫ.
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЙ СМЫСЛ

Пусть D “ tx : 0 ă xi ă biu — конечный параллелепипед в Rn, α и α — мультииндексы,
состоящие из m и n´m различных натуральных чисел, дополняющих друг друга до набора
p1,2, . . . ,nq, и D “ Dα ˆ Dα, где частные параллелепипеды Dα и Dα имеют общую вершину
в начале координат и прилегают к гиперплоскостям xα “ 0 и xα “ 0 соответственно.

Определение. Выражение

pKαuqpxq “
ż

Dα

kαpx; tαqupxᾱ, tαq dµγαptαq, x “ pxα,xᾱq , (1)
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dµγαptαq “
mź

i“1

t
γαi
αi dtαi

, γαi
ą ´1 , α “ pα1, . . . ,αmq, 1 ď m ă n,

будем называть весовым частно-интегральным оператором в Rn.
В отличие от определения классических частно–интегральных операторов (см. [1], [2]), в

(1) не включены случаи α “ 0 (K0 — оператор умножения на функцию) и α “ p1, . . . ,nq
(Kp1,...,nq — интегральный оператор).

Частные интегралы функций от сферической симметрии. Частный интеграл по
шару с центром в начале координат от сферически симметричной функции приводит к весо-
вому одномерному частному интегралу со степенным весом:

ż

|xăR|

fp|x|,yq dx “ |S1pnq|
Rż

0

fpr,yq rn´1 dr, |S1pnq| “
ż

|x|“1

dS.

Выражение
Rş
0

fpx,yqxγ dx можно понимать как интеграл по шару дробной размерности.

Действительно, правосторонний интеграл Римана—Лиувилля

Iαb´pτq “ 1

Γpαq

bż

τ

fptq
pt´ τq1´α

dt , τ ă b

целого порядка α “ n, рассматриваемый как определенный интеграл при τ “ 0, можно
представить в виде интеграла по шару в Rn:

Γpαq Iαb´p0q “ |S1pnq|
|S1pnq|

bż

0

fptq tα´1 dt “ 1

|S1pnq|

ż

tx: |x|ăbuPRn

fp|x|q dx . (2)

Теперь вместо формулы площади единичной сферы применим формулу „площади нагружен-
ной сферы“1q

|S1pnq|γ “ 2n |S`
1 pnq|γ ,

где

|S`
1 pnq|γ “

ż

S`
1

pnq“t|Θ|“1, Θią0u

nź

i“1

Θ
γi
i dS “ 1

2n´1

śn
i“1 Γ

´
γi`1
2

¯

Γ
´
n`|γ|

2

¯ .

Тогда на основе двух равенств α “ n ` γ “ n ` 1 ` pγ ´ 1q, где n — целая часть числа α,

а дробная часть tαu “ γ представлена в виде γ “
nř
i“1

γi, 0 ď γi ă 1, получим две формы

формулы (1):

Γpαq Iαb´p0q “ |S1pnq|γ
|S1pnq|γ

bż

0

fptq tα´1 dt “ (3)

“ 1

|S1pnq|γ

ż

t|x|ăbuPRn

fp|x|q xγ dx , xγ “
nź

i“1

|xi|γi

1q Эта формула справедлива для произвольных γi ą ´1 (см. [3], с. 360) и была использована для опреде-
ления оператора Киприянова-Бельтрами в [4] на сфере дробной размерности.
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для α “ n` γ и

Γpαq Iαb´p0q “ |S1pn` 1q|´β
|S1pn` 1q|´β

bż

0

fptq tα´1 dt “

“ 1

|S1pn` 1q|´β

ż

t|x|ăbuPRn`1

fp|x|q x´β dx , x´β “
n`1ź

i“1

|xi|´βi (4)

для α “ n` 1 ´ β, где β “ 1 ´
nř
i“1

γi.

Геометрический смысл весового интеграла. Из (3) видим, что определенный инте-
грал Римана—Лиувилля дробного порядка α при γ Ñ 0 окажется интегралом по шару в
Rn, а из (4) при γ Ñ 1 — интегралом по шару в Rn`1. Следовательно, число α“n`γ, рав-
ное порядку определенного дробного интеграла Римана—Лиувилля, оказывается (формально)
дробной размерностью шара в евклидовом пространстве. Каждая координатная ось xi —
радиальная в неком пространстве точек дробной размерности 1`γi, γi ą ´1.

Выражение (1) представляет собой оператор дробного порядка |αm| ` m, а каждая его
интегральная переменная может интерпретироваться как радиальная в пространстве точек
дробной размерности равной 1`γi ą 0. Отметим, что частно-интегральные операторы, рас-
сматриваемые ранее в [1], [2] при γ “ 0, имеют порядок равный единице.

Весовое пространство Лебега LγppDq определено нормой

}f}Lγ
ppDq “

¨
˝

ż

D

|fpxq|pdµγpxq

˛
‚

1

p

, dµγpxq “
nź

i“1

x
γi
i dx , γi ą ´1.

Далее будем полагать 1 ď p ď 8, 1{p` 1{q “ 1.
Для функций f P LγppDq и g P Lγq pDq справедливо неравенство Гёльдера

ż

D

| fpxq gpxq | dµγpxq| ď

¨
˝

ż

D

|fpxq|p dµγpxq

˛
‚

1

p
¨
˝

ż

D

|gpxq|q dµγpxq

˛
‚

1

q

“ (5)

“}f}Lγ
ppDq }g}Lγ

q pDq .

Пусть мультииндекс γ “ pγ1,γ2, . . . ,γnq состоит из фиксированных чисел γią´1, и пусть
Di “ p0,biq, D “ D1 ˆ . . . ˆ Dn. Следуя [5] (с. 9), введем весовое анизотропное пространство
Лебега LγppDq, p “ pp1,p2, . . . ,pnq, pi ě 1:

u P LγppD1 ˆ . . . ˆDnq, если конечна норма }u}Lγ
ppDq “

“

¨
˚̋

ż

Dn

¨
˚̋

ż

Dn´1

. . .

ˆ ż

D2

„ ż

D1

|upxq|p1xγ11 dx1

 p2
p1

x
γ2
2 dx2

˙ p3
p2

. . . . . . x
γn´1

n´1 dxn´1

¸ pn
pn´1

xγnn dxn

¸ 1

pn

.

2. КРИТЕРИЙ ОГРАНИЧЕННОСТИ ОПЕРАТОРА Kα В L
γ
p

Все переменные, входящие в (1), разбиваем на три группы. Первая tα — переменные ин-
тегрирования, вторая xα — переменные, имеющие номера переменных интегрирования и xᾱ
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— оставшиеся переменные. Каждая из этих групп переменных принадлежит трем паралле-
лепипедам, размерности которых равны m, m и n ´ m соответственно. Эти области будем
обозначать: Dtα , Dxα , Dxᾱ и тогда D “ Dxα ˆDxᾱ . Положим xγ “ x

γᾱ
ᾱ x

γα
α .

Достаточные условия (критерий) ограниченности оператора Kα сформулированы в сле-
дующей теореме.

Теорема 1. Оператор Kα при 1 ď m ă n ограничен в L
γ
ppDq, если его ядро и функция

принадлежат анизотропным лебеговским пространствам соответственно

kα “ kαpxα,xᾱ; tαq P Lpγα,γα,γᾱq
pq,p,pqq pDtα ˆDxα ˆDxᾱq ,

u “ upxα, tαq P Lpγα,γαq
pp,p2q

pDtα ˆDxαq.

При этом

}Kpmq
α u}Lγ

p
ď Cα }u}

L
pγα,γαq

pp,p2q
pDtαˆDxᾱq

, (6)

где

Cα “ }kα}
L

pγα,γα,γᾱq
pq,p,pqq

pDtαˆDxαˆDxᾱq
.

Схема доказательства этой теоремы аналогична используемой в работах [6], [7], где обыч-
ное неравенство Гёльдера надо заменить неравенством (5), и мы не приводим доказательство
теоремы 1.

Обозначения областей интегрирования в (6)удобно заменить на более короткие:
Dtα ˆDxα ˆDxᾱ “ Dtα,xα,xᾱ и Dtα ˆDxᾱ “ Dtα,xᾱ.
В некоторых случаях анизотропные пространства Лебега удобно представлять в виде про-

странств функций со значениями в банаховых пргостранствах, см. [8] (с. 19). Тогда неравен-
ство (6) примет вид

}Kαu}Lγ
p

ď }kα}
L
γᾱ
pq pDxᾱ ;L

pγα,γαq
pq,pq

pDtα,xα qq
}u}Lγᾱ

p2
pDxᾱ ;L

γα
p pDtα qq . (7)

2.1. НАТУРАЛЬНЫЕ СТЕПЕНИ ОПЕРАТОРА Kα.
КРИТЕРИЙ ОГРАНИЧЕННОСТИ

Имеет место следующий критерий ограниченности оператора Kr
α, r “ 1,2, . . . .

Теорема 2. Пусть

kαpx; tαq P LγᾱprqpDxᾱ ;L
pγα,γαq
pq,pq pDtα,xαqq, fpxq P Lγᾱ

pr`1pDxᾱ ;L
γα
p pDtαqq, 1

p
` 1

q
“ 1.

Тогда pKr
αfqpxq P LγpDq. При этом

}Kr
αf}Lγ

ppDq ď
rź

i“1

}kα}
L
γᾱ

piq
pDxᾱ ;L

pγα,γαq
pq,pq

pDtα,xαqq
¨ }f}Lγᾱ

pr`1
pDxᾱ ;L

γα
p pDtα qq. (8)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Имеем

}Kr
αf}Lγ

ppDq “

›››››››

ż

Dtα

kαpx; tαqpKr´1
α fpxᾱ, tαqq dµγαptαq

›››››››
L
γ
ppDq

.
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Применив неравенствго (5), получим

}Kr
αf}Lγ

ppDq ď

»
—–

ż

Dxᾱ

„ ż

Dxα

ˆ ż

Dtα

|kαpx; tαq|q dµγαptαq
˙ p

q

ˆ

ˆ
ˆ ż

Dtα

|Kr´1
α fpxᾱ, tαq|p dµγαptαq

˙ p
p

dµγαpxαq
p

p

dµγᾱpxᾱq

fi
ffifl

1

p

ď

ď

»
—–

ż

Dxᾱ

ˆ ż

Dtα

|Kr´1
α fpxᾱ, tαq|p dµγαptαq

˙ p
p

ˆ

ˆ
„ ż

Dxα

ˆ ż

Dtα

|kαpx; tαq|q dµγαptαq
˙ p

q

dµγαpxαq
 p

p

dµγᾱpxᾱq

fi
ffifl

1

p

.

Теперь применим неравенство (5) к внешнему интегралу. Тогда

}Kr
αf}Lγ

ppDq ď

»
—–

ż

Dxᾱ

ˆ ż

Dtα

|Kr´1
α fpxᾱ, tαq|p dµγαptαq

˙ p2

p

dµγᾱpxᾱq

fi
ffifl

1

p2

ˆ

ˆ

»
—–

ż

Dxᾱ

„ ż

Dxα

ˆ ż

Dtα

|kαpx; tαq|q dµγαptαq
˙ p

q

dµγαpxαq
 pq

p

dµγᾱpxᾱq

fi
ffifl

1

pq

.

Отсюда
}Kr

αf}Lγ
ppDq ď }kα}

L
γᾱ
pq pDxᾱ ;L

pγα,γαq
pq,pq

pDtα,xαqq
}Kr´1

α f}Lγᾱ

p2
pDxᾱ ;L

γα
p pDtαqq .

Применяя поочередно данное неравенство, получим цепочку неравенств

}Kr
αf}Lγ

ppDq ď }kα}
L
γᾱ
pq pDxᾱ ;L

pγα,γαq
pq,pq

pDtα,xαqq
}Kr´1

α f}Lγᾱ

p2
pDxᾱ ;L

γα
p pDtαqq ď

ď }kα}
L
γᾱ
pq pDxᾱ ;L

pγα,γαq
pq,pq

pDtα,xαqq
}kα}

L
γᾱ

p2q
pDxᾱ ;L

pγα,γαq
pq,pq

pDtα,xα qq
}Kr´2

α f}Lγᾱ

p3
pDxᾱ ;L

γα
p pDtα qq ď . . .

. . . ď
rź

i“1

}kα}
L
γᾱ

piq
pDxᾱ ;L

pγα,γαq
pq,pq

pDtα,xαqq
}f}Lγᾱ

pr`1
pDxᾱ ;L

γα
p pDtαqq,

т. е. справедливо неравенство (8).
Доказательство закончено.

2.2. ИТЕРИРОВАННОЕ ЯДРО ОПЕРАТОРА Kα

Введем следующую последовательность итерированных ядер оператора Kα. Первая ите-
рация совпадает с самим ядром оператора

kp1q
α px; tαq “ kαpx; tαq.
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Вторая итерация — это действие оператора Kα на ядро kp1q
α :

kp2q
α px; tαq “

ż

Dτα

kαpx; ταqkαpτα, xᾱ; tαq dµγαpταq.

r-Итерация имеет вид

kprq
α px; tαq “

ż

Dτα

kpr´1q
α px; ταqkαpτα, xᾱ; tαq dµγαpταq

и называется r-итерированным ядром оператора Kα.
Для оператора Kr

α, воспользовавшись оценками (7), получим следующее неравенство

}Kr
αu}Lγ

p
ď }kprq

α }
L
γᾱ
pq pDxᾱ ;L

pγα,γαq
pq,pq

pDtα,xαqq
}u}Lγᾱ

p2
pDxᾱ ;L

γα
p pDtα qq . (9)

Теорема 3. r-Итерированное ядро оператора Kr
α удовлетворяет неравенству

}kprq
α }

L
γᾱ
pq

´
Dxᾱ ;L

pγα,γαq
pq,pq

pDtα,xαq
¯ ď

ď }kα}
L
γᾱ
pqr

´
Dxᾱ ;L

pγα,γαq
pq,pq

pDτα,xαq
¯
r´1ź

i“1

}kα}
L
γᾱ

p2qi

´
Dxᾱ ;L

pγα,γαq
pp,qq

pDτα,tαq
¯. (10)

Д о к а з а т е л ь с т в о . По определению r-итерированного ядра имеем

}kprq
α }

L
γᾱ
pq

´
Dxᾱ ;L

pγα,γαq
pq,pq

pDtα,xαq
¯ “

“
››››

ż

Dτα

kpr´1q
α px; ταqkαpτα, xᾱ; tαq dµγαpταq

››››
L
γᾱ
pq

´
Dxᾱ ;L

pγα,γαq
pq,pq

pDtα,xαq
¯ .

Применяя неравенство (5), получим

}kprq
α }

L
γᾱ
pq

´
Dxᾱ ;L

pγα,γαq
pq,pq

pDtα,xαq
¯ ď

››››
ˆ ż

Dτα

|kpr´1q
α px; ταq|q dµγαpταq

˙ 1

q

ˆ

ˆ
ˆ ż

Dτα

|kαpτα, xᾱ; tαq|p dµγαpταq
˙ 1

p
››››
L
γᾱ
pq

´
Dxᾱ ;L

pγα,γαq
pq,pq

pDtα,xαq
¯ “

“

»
—–

ż

Dxᾱ

„ ż

Dxα

ˆ ż

Dtα

ˆ ż

Dτα

|kpr´1q
α px; ταq|q dµγαpταq

˙ q
q

ˆ

ˆ
ˆ ż

Dτα

|kαpτα, xᾱ; tαq|p dµγαpταq
˙ q

p

dµγαptαq
˙ p

q

dµγαpxαq
 pq

p

dµγᾱpxᾱq

fi
ffifl

1

pq

.

Подынтегральную функцию
ş

Dτα

|kpr´1q
α px; ταq|q dµγαpταq можно вынести за знак интеграла по

переменной tα, следовательно

}kprq
α }

L
γᾱ
pq

´
Dxᾱ ;L

pγα,γαq
pq,pq

pDtα,xαq
¯ ď

»
—–

ż

Dxᾱ

„ ż

Dxα

ˆ ż

Dτα

|kpr´1q
α px; ταq|q dµγαpταq

˙ p
q

ˆ
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ˆ
ˆ ż

Dtα

ˆ ż

Dτα

|kαpτα, xᾱ; tαq|p dµγαpταq
˙ q

p

dµγαptαq
˙ p

q

dµγαpxαq
 pq

p

dµγᾱpxᾱq

fi
ffifl

1

pq

.

Функция

ˆ ş
Dtα

ˆ ş
Dτα

|kαpτα, xᾱ; tαq|p dµγαpταq
˙ q

p

dµγαptαq
˙ p

q

не зависит от xα, поэтому

}kprq
α }

L
γᾱ
pq

´
Dxᾱ ;L

pγα,γαq
pq,pq

pDtα,xαq
¯ ď

ď

»
—–

ż

Dxᾱ

„ ż

Dxα

ˆ ż

Dτα

|kpr´1q
α px; ταq|q dµγαpταq

˙ p
q

dµγαpxαq
 pq

p

ˆ

ˆ
„ ż

Dtα

ˆ ż

Dτα

|kαpτα, xᾱ; tαq|p dµγαpταq
˙ q

p

dµγαptαq
 pq

q

dµγᾱpxᾱq

fi
ffifl

1

pq

.

Снова применим неравенством (5) с теми же показателями p и q. Предыдущее неравенство
примет вид

}kprq
α }

L
γᾱ
pq

´
Dxᾱ ;L

pγα,γαq
pq,pq

pDtα,xαq
¯ ď

ď

»
—–

ż

Dxᾱ

„ ż

Dxα

ˆ ż

Dτα

|kpr´1q
α px; ταq|q dµγαpταq

˙ p
q

dµγαpxαq
 pq2

p

dµγᾱpxᾱq

fi
ffifl

1

pq2

ˆ

ˆ

»
—–

ż

Dxᾱ

„ ż

Dtα

ˆ ż

Dτα

|kαpτα, xᾱ; tαq|p dµγαpταq
˙ q

p

dµγαptαq
 p2q

q

dµγᾱpxᾱq

fi
ffifl

1

p2q

.

Отсюда

}kprq
α }

L
γᾱ
pq

´
Dxᾱ ;L

pγα,γαq
pq,pq

pDtα,xαq
¯ ď }kpr´1q

α }
L
γᾱ

pq2

´
Dxᾱ ;L

pγα,γαq
pq,pq

pDτα,xαq
¯}kα}

L
γᾱ

p2q

´
Dxᾱ ;L

pγα,γαq
pp,qq

pDτα,tαq
¯.

(11)
Таким образом, норма r-итерированного ядра оценивается через pr´1q-итерированное яд-

ро. В неравенстве (11) заменив r на r´1 и пространство Lγᾱpq на пространство Lγᾱ
pq2

, получим

}kpr´1q
α }

L
γᾱ

pq2

´
Dxᾱ ;L

pγα,γαq
pq,pq

pDτα,xαq
¯ ď

ď }kpr´2q
α }

L
γᾱ

pq3

´
Dxᾱ ;L

pγα,γαq
pq,pq

pDτα,xαq
¯}kα}

L
γᾱ

p2q2

´
Dxᾱ ;L

pγα,γαq
pp,qq

pDτα,tα q
¯ .

Аналогично продолжая оценки для r´2, r´3 и т.д. итерированных ядер, в конце придем
к следующей оценке ядра kp2q

α px; ταq:

}kp2q
α }

L
γᾱ

pqr´1

´
Dxᾱ ;L

pγα,γαq
pq,pq

pDtα,xα q
¯ ď

ď }kα}
L
γᾱ
pqr

´
Dxᾱ ;L

pγα,γαq
pq,pq

pDτα,xαq
¯}kα}

L
γᾱ

p2qr´1

´
Dxᾱ ;L

pγα,γαq
pp,qq

pDτα,tαq
¯.

Как видим, полученные оценки совпадают с (10).
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Доказательство закончено.
Следствие. Пусть

kα P
!
L
γᾱ
pqr

´
Dxᾱ ;L

pγα,γαq
pq,pq pDτα,xαq

¯
X L

γᾱ
p2qr´1

´
Dxᾱ ;L

pγα ,γαq
pp,qq pDτα,tαq

¯)
,

тогда
}Kr

αu}Lγ
ppDq ď

ď }kα}
L
γᾱ
pqr

´
Dxᾱ ;L

pγα,γαq
pq,pq

pDτα,xαq
¯
r´1ź

i“1

}kα}
L
γᾱ

p2qi

´
Dxᾱ ;L

pγα,γαq
pp,qq

pDτα,tαq
¯}u}Lγᾱ

p2
pDxᾱ ;L

γα
p pDtαqq . (12)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как оператор Kr
α отвечает r-итерированному ядру kprq

α , то
воспользовавшись неравенствами (9) и (10), получим (12).

Доказательство закончено.

3. ВЕСОВОЕ ЧАСТНО-ИНТЕГРАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ ФРЕДГОЛЬМА

3.1. РЕЗОЛЬВЕНТА ЯДРА kα

Правая часть неравенства (12) содержит произведение r множителей: первый

принадлежит анизотропному пространстве L
γᾱ
pqr

´
Dxᾱ ;L

pγα ,γαq
pq,pq pDτα ,xαq

¯
, а второй —

L
γᾱ
p2qi

´
Dxᾱ ;L

pγα,γαq
pp,qq pDτα,tαq

¯
, i “ 1, . . . , r ´ 1. Как видим при неограниченном росте r

мы вынуждено придем к существенно ограниченным функциям по соответствующим пе-
ременным. Т. е. необходимо потребовать принадлежности ядра kα пространствам вида

L
γα
8

´
Dxᾱ ;L

pγα,γαq
pq,pq

pDτα,xαq
¯

X L
γᾱ
8

´
Dxᾱ ;L

pγα,γαq
pp,qq

pDτα,tαq
¯
.

Известно, что пространство LkpDq вложено в LspDq, если область D конечна и k ą s, то
есть справедливо неравенство

}u}LspDq ď rµpDqs
1

s
´ 1

k }u}LkpDq

(см. [9], «Вложение функциональных пространств», Л.П. Купцов, стр. 123, или [10], стр. 72).
В случае весовых Lγp - норм мы имеем неравенство вида

}u}Lγ
s pDq ď rµγpDqs

1

s
´ 1

k }u}Lγ
k

pDq , µγpDq “
ż

D

xγdx.

Следовательно,

}kα}
L
γᾱ
pqr

´
Dxᾱ ;L

pγα,γαq
pq,pq

pDτα,xαq
¯ ď Aα}kα}

L
γᾱ
8

´
Dxᾱ ;L

pγα,γαq
pq,pq

pDτα,xα q
¯,

}kα}
L
γᾱ

p2qi

´
Dxᾱ ;L

pγα,γαq
pp,qq

pDτα,tαq
¯ ď Aα}kα}

L
γᾱ
8

´
Dxᾱ ;L

pγα,γαq
pp,qq

pDτα,tαq
¯,

где константа Aα зависит от области интегрирования и равна

Aα “ sup
1ďiďr´1

"
pµγᾱpDxᾱqq

1

p2qi , pµγᾱpDxᾱqq
1

pqr

*
.

Введем обозначение

Sα “ max

"
}kα}

L
γᾱ
8

´
Dxᾱ ;L

pγα,γαq
pq,pq

pDτα,xαq
¯, }kα}

L
γᾱ
8

´
Dxᾱ ;L

pγα,γαq
pp,qq

pDτα,tα q
¯
*
,
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тогда неравенство (10) примет вид

}kprq
α }

L
γᾱ
pq

´
Dxᾱ ;L

pγα,γαq
pq,pq

pDtα,xαq
¯ ď

ď}kα}
L
γᾱ
pqr

´
Dxᾱ ;L

pγα,γαq
pq,pq

pDτα,xαq
¯
r´1ź

i“1

}kα}
L
γᾱ

p2qi

´
Dxᾱ ;L

pγα,γαq
pp,qq

pDτα,tα q
¯ďArαSrα.

Пусть функция Vrpxᾱq определена следующим образом

Vrpxᾱq “ }kprq
α pxᾱq}

L
pγα,γαq
pp,qq

pDτα,tαq
.

Рассмотрим ряд

V pxᾱ;λq “
8ÿ

r“0

λr Vr`1pxᾱq. (13)

Если λ выбрано так, что |λ|Aα Sα ă 1, то ряд (13) сходится абсолютно и равномерно и
является регулярным.

Резольвентой ядра kαpx; tαq оператора Kα называется функция

rαpx; tα;λq “
8ÿ

r“0

λr kpr`1q
α px; tαq P Lγᾱ8

´
Dxᾱ ;L

pγα,γαq
pp,qq pDτα,tαq

¯
.

3.2. ЧАСТНО-ИНТЕГРАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ ФРЕДГОЛЬМА
С ОПЕРАТОРОМ Kα

При решении уравнений методом последовательных приближений возникнет необходи-
мость в бесконечных итерациях ядер весовых частно-интегральных операторов. Это при-
водит к требованию принадлежности ядра по соответствующим переменным пространству
существенно ограниченных функций.

Известно (см., например монографию С.М. Никольского [11], с. 13), что если функция f

существенно ограничена на ограниченном измеримом множестве D, то существует конечный
предел

lim
pÑ8

}f}LppDq.

Соответствующий класс функций обозначается L8pDq.
Через Lγ8pDq будем обозначать множество существенно ограниченных функций вида ϕ “

xγ{p fpxq, xγii ą ´1, для которых существует конечный предел

lim
pÑ8

}f}Lγ
ppDq.

Пространство таких функций обозначим L
γ
8pDq.

Частно-интегральным уравнением Фредгольма второго рода с весовыми частно-
интегральными операторами (1) называется уравнение

ϕpxq “ λKαϕpxq ` fpxq, x P Rn . (14)

Такое уравнение с непрерывными ядрами в пространстве непрерывных функций в R2 изуча-
лось в [1], [2].

Решение уравнения (14) ищем методом последовательных приближений. Вначале за нуле-
вое приближение примем ϕp0qpxq “ fpxq. Подставив нулевое приближение в уравнение (14),
определим ϕp1qpxq :

ϕp1qpxq “ fpxq ` λpKαϕ
p0qqpxq “ fpxq ` λ

ż

Dtα

kαpx; tαqϕp0qpxᾱ,tαqdµγαptαq “
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“ fpxq ` λ

ż

Dtα

kp1q
α px; tαqfpxᾱ,tαqdµγαptαq .

Выразим ϕp2qpxq через первое приближение ϕp1qpxq:

ϕp2qpxq “ fpxq ` λpKαϕ
p1qqpxq “

“ fpxq ` λ

ż

Dτα

kαpx; ταq

»
—– fpxᾱ,ταq ` λ

ż

Dtα

kp1q
α pτα,xᾱ; tαqfpxᾱ,tαqdµγαptαq

fi
ffifl dµγαpταq “

“ fpxq ` λ

ż

Dtα

kαpx; tαqfpxᾱ,tαqdµγαptαq ` λ2
ż

Dtα

kp2q
α px; tαqfpxᾱ,tαqdµγαptαq.

Аналогично устанавливается ν-е приближение ϕpνqpxq:

ϕpνqpxq “ fpxq ` λpKαϕ
pν´1qqpxq “ fpxq ` λ

ż

Dtα

kαpx; tαqϕpν´1qpxᾱ,tαqdµγαptαq.

Функцию ϕpνqpxq можно представить в виде конечной суммы

ϕpνqpxq “
νÿ

r“0

λrpKprq
α fqpxq, (15)

где pKr
αfqpxq определяется равенством (1).

Таким образом, естественно ожидать, что мы получим решение уравнения (14) в виде ряда
Неймана

ϕpxq “
8ÿ

r“0

λr pKr
αfq pxq . (16)

Пусть

Mα “ sup
1ďiďr´1

"
pµγᾱpDxᾱqq

1

p2qi , pµγᾱpDxᾱqq
1

pqr

*8

r“1

,

Nα “ sup
r

!
pµγᾱpDxᾱqq

1

prq

)8

r“1
, Gα “ maxtMα, Nαu,

Sα “ max

"
}kα}

L
γᾱ
8

´
Dxᾱ ;L

pγα,γαq
pq,pq

pDτα,xαq
¯, }kα}

L
γᾱ
8

´
Dxᾱ ;L

pγα,γαq
pp,qq

pDτα,tα q
¯
*
.

Cправедлива следующая теорема.
Теорема 4. Пусть ядро kα оператора (1) и правая часть неравенства (8) удовлетворяют

условию:

Pα “ sup

"
}kα}

L
γxᾱ
prq

pDᾱ;L
pγα,γαq
pq,pq

pDtα,xαqq

*8

r“1

ă 8,

}f}Λα “ sup

"
}f}Lγᾱ

pr`1
pDxᾱ ;L

γα
p pDtα qq

*8

r“1

ă 8,

и пусть |λ|Gα Sα ă 1. Тогда в L
γ
ppDq существует предел Φ “ limrÑ8 Φν функциональной

последовательности

Φνf “ ϕpνqpxq “
νÿ

i“0

λiKi
αfpxq .
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Оператор Φ действует ограниченно из L
pγα,γᾱq
pp,8q pDq в LγppDq и удовлетворяет неравенству

}Φ}Lγ
ppDq ď lim

νÑ8
}Φν}Lγ

ppDq. (17)

Решение уравнения Фредгольма с весовым частно интегральным-оператором (1) существу-
ет в виде операторного ряда Неймана

ϕpxq “
8ÿ

r“0

λrKr
αf ,

причем

}ϕ}Lγ
p

ď }f}Λα

1 ´ |λ|Gα Sα
.

Это решение единственно.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Покажем, что последовательность (15) является фундамен-
тальной в Lγp pDq. Пусть ℓ — произвольное натуральное число. Тогда

}ϕpν`ℓq ´ ϕpνq}Lγ
ppDq “

›››››
ν`ℓÿ

r“ν`1

λr pKr
αfq pxq

›››››
L
γ
ppDq

ď

ď
ν`ℓÿ

r“ν`1

|λ|r }pKr
αfq pxq}Lγ

ppDq .

Используя неравенства (9) и(10), имеем

}ϕpν`ℓq ´ ϕpνq}Lγ
ppDq ď

ν`ℓÿ

r“ν`1

|λ|r }kα}
L
γᾱ
pqr

´
Dxᾱ ;L

pγα,γαq
pq,pq

pDτα,xαq
¯ˆ

ˆ
r´1ź

i“1

}kα}
L
γᾱ

p2qi

´
Dxᾱ ;L

pγα,γαq
pp,qq

pDτα,tαq
¯}f}

L
γᾱ

p2
pDxᾱ ;L

γα
p pDtα qq.

Учитывая обозначения введенные для Gα и Sα, получим

}ϕpν`ℓq ´ ϕpνq}Lγ
ppDq ď }f}

L
γᾱ

p2
pDxᾱ ;L

γα
p pDtα qq

ν`ℓÿ

r“ν`1

|λ|r Grα Srα “

“ }f}
L
γᾱ

p2
pDxᾱ ;L

γα
p pDtα qqp|λ|Gα Sαqν

ℓÿ

r“1

|λ|r Grα Srα ď

ď }f}
L
γᾱ

p2
pDxᾱ ;L

γα
p pDtα qqp|λ|Gα Sαqν

8ÿ

r“1

|λ|r Grα Srα .

Таким образом

}ϕpν`ℓq ´ ϕpνq}Lγ
ppDq ď }f}

L
γᾱ

p2
pDxᾱ ;L

γα
p pDtα qqp|λ|Gα Sαqν 1

1 ´ |λ|Gα Sα
.

При увеличении ν величина p|λ|Gα Sαqν стремится к нулю. Таким образом, мы показали, что
последовательность (15) является фундаментальной в LγppDq. Далее покажем, что функция
ϕ P LγppDq, определенная рядом (16), будет являтся решением уравнения (14).
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Введем оператор

Φνf “ ϕpνqpxq “
νÿ

i“0

λiKi
αfpxq . (18)

Положим Φ8 “ Φ:

Φfpxq “ ϕpxq “
8ÿ

r“0

λrKr
αf. (19)

Из (18), (19) и (8) следует, что

lim
νÑ8

}Φνf ´ Φf}Lγ
ppDq “ lim

νÑ8

›››››
8ÿ

i“ν`1

λiKi
αf

›››››
L
γ
ppDq

“

lim
νÑ8

›››››λ
ν`1Kν`1

α

8ÿ

i“0

Ki
αf

›››››
L
γ
ppDq

“ lim
νÑ8

››λν`1Kν`1
α ϕ

››
L
γ
ppDq

ď

ď lim
νÑ8

p|λ|Gα Sαqν`1}ϕ}
L
γᾱ

pν`2pDxᾱ ;L
γα
p pDtα qq .

Следовательно
lim
νÑ8

}Φνf ´ Φf}Lγ
ppDq “ 0 ,

т.е. существует сильный предел функциональной последовательности Φνf , который обозна-
чим s- lim

νÑ8
Φνf “ Φf (см. [12], с. 104, определение).

В силу существования сильного предела, заключаем что предельный оператор Φ “ Φ8

ограничен (см. [12], c. 104, следствие 1 (теорема о резонансе) и следствие 2) и выполняется
неравенство (17).

Подставляя в правую часть уравнения (14) функцию ϕpxq “
8ř
r“0

λr pKr
αfq pxq , получим

λKα

˜
8ÿ

r“0

λr pKr
αfq pxq

¸
` f “

8ÿ

r“1

λr pKr
αfq pxq ` f “

“
8ÿ

r“0

λr pKr
αfq pxq “ ϕpxq .

Следовательно, функция ϕpxq — решение уравнения (14).
Из ограниченности

lim
νÑ8

}Φνf}Lγ
ppDq “ lim

νÑ8
}ϕpνq}Lγ

ppDq ď }f}Λα

1 ´ |λ|GαSα
и существования предела

ϕpxq “ lim
νÑ8

Φνfpxq “ lim
νÑ8

˜
νÿ

i“1

λνKν
α

¸
fpxq “ Φfpxq ,

следует ограниченность оператора }Φ} (см.[12], с. 104, следствие 1 (теорема о резонансе)) и
выполнение неравенства

}Φ}Lγ
ppDq ď lim

νÑ8
}Φν}Lγ

ppDq

([12], с. 104, следствие 2) и существует обращающий оператор Φ “ limνÑ8 Φν , отображающий
L
γ
ppDq в LγppDq.
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Таким образом, функция

ϕ “ lim
νÑ8

ϕpνq “ lim
νÑ8

νÿ

r“0

λrKr
αf “

8ÿ

r“0

λrKr
αf

является решением уравнения (14).
Покажем единственность решения (16), следуя монографии [13] (см. стр. 435).
Пусть ψpxq P Lγᾱ8 pDxᾱ ;L

γα
p pDtαqq — любое решение уравнения (14) и пусть ωpxq разность

решений ψpxq и ϕpxq, т.е. ωpxq “ ψpxq ´ ϕpxq. Докажем, что ωpxq ” 0 почти всюду при
|λ|GαSα ă 1. Подставляя функцию ψpxq “ ϕpxq ` ωpxq в (14), получим

ϕpxq ` ωpxq “ λ

ż

Dtα

kαpx; tαqpϕpxᾱ,tαq ` ωpxᾱ,tαqq dµγαptαq ` fpxq “

“ λ

ż

Dtα

kαpx; tαqϕpxᾱ,tαq dµγαptαq ` fpxq ` λ

ż

Dtα

kαpx; tαqωpxᾱ,tαq dµγαptαq.

Следовательно, ωpxq — решение однородного уравнения

ωpxq “ λ

ż

Dtα

kαpx; tαqωpxᾱ,tαq dµγαptαq.

Так как ωpxq P Lγᾱ8 pDxᾱ ;L
γα
p pDtαqq, то }ωpxq}Lγᾱ

8 pDxᾱ ;L
γα
p pDtαqq “ Fα ă 8. Тогда

}ωpxq}Lγ
ppDq “

››››λ
ż

Dtα

kαpx; tαqωpxᾱ, tαq dµγαptαq
››››
L
γᾱ
p pDxᾱ ;L

γα
p pDtα qq

ď

ď |λ|}kα}
L
γᾱ
pq pDxᾱ ;L

pγα,γαq
pq,pq

pDtα,xαqq
}ω}Lγᾱ

p2
pDxᾱ ;L

γα
p pDtα qq “

“ |λ|}kα}
L
γᾱ
pq pDxᾱ ;L

pγα,γαq
pq,pq

pDtα,xαqq

››››λ
ż

Dtα

kαpx; tαqωpxᾱ, tαq dµγαptαq
››››
L
γᾱ

p2
pDxᾱ ;L

γα
p pDtαqq

ď

ď |λ|2}kα}
L
γᾱ
pq pDxᾱ ;L

pγα,γαq
pq,pq

pDtα,xαqq
}kα}

L
γᾱ

p2q
pDxᾱ ;L

pγα,γαq
pq,pq

pDtα,xαqq
}ω}Lγᾱ

p3
pDxᾱ ;L

γα
p pDtαqq ď . . . . . . .

В силу неравенства (8) получим

}ωpxq}Lγ
ppDq ď |λ|r

rź

i“1

}kα}
L
γᾱ

piq
pDxᾱ ;L

pγα,γαq
pq,pq

pDtα,xαqq
}ω}Lγᾱ

pr`1
pDxᾱ ;L

γα
p pDtαqq ,

где
}kα}

L
γᾱ

piq
pDxᾱ ;L

pγα,γαq
pq,pq

pDtα,xαqq
ď Gα}kα}

L
γᾱ
8 pDxᾱ ;L

pγα,γαq
pq,pq

pDtα,xαqq
“ GαSα,

}ω}Lγᾱ

pr`1
pDxᾱ ;L

γα
p pDtα qq ď Gα}ω}Lγᾱ

8 pDxᾱ ;L
γα
p pDtα qq “ GαFα.

Следовательно,
}ωpxq}Lγ

ppDq ď p|λ|GαSαqrGαFα.

Так как |λ|GαSα ă 1, то при r Ñ 8 имеем p|λ|GαSαqr Ñ 0. Отсюда следует, что ωpxq ” 0

почти всюду на D.
Доказательство закончено.
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