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Аннотация. В статье излагаются как известные, так и новые свойства спектральной
абсциссы и логарифмической нормы. Доказываются различные оценки для указанных ве-
личин. В комплексной гильбертовой алгебре рассматривается алгебраическое уравнение
Ляпунова при условии спектральной разделенности его коэффициентов. Доказывается,
что для любой правой части из гильбертовой алгебры уравнение имеет единственное ре-
шение, и оно может быть представлено по приводимой явной формуле. Эта формула
показывает, что решение эрмитово, если правая часть уравнения эрмитова, и решение
неотрицательно (положительно), если правая часть уравнения неотрицательна (положи-
тельна).
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логарифмическая норма; свойства спектральной абсциссы и логарифмической нормы;
гильбертова алгебра; алгебраическое уравнение Ляпунова.

ON THE SPECTRAL ABSCISSA OF THE LOGARITHMIC
NORM AND THE ALGEBRAIC LYAPUNOV EQUATION

I. D. Kostrub

Abstract. The article presents both known and new properties of spectral abscissa and
logarithmic norm. Various estimates for these quantities are proved. In complex Hilbert algebra,
the Lyapunov algebraic equation is considered under the condition of spectral separation of
its coefficients. It is proved that for any right-hand part of the Hilbert algebra, the equation
has a unique solution, and it can be represented by an explicit formula. This formula shows
that the solution is Hermitian if the right side of the Hermitian equation, and the solution is
nonnegative (positive) if the right side of the equation is nonnegative (positive).
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СПЕКТРАЛЬНАЯ АБСЦИССА И ЛОГАРИФМИЧЕСКАЯ НОРМА

Пусть B— комплексная банахова алгебра [1, гл. 10], [2, гл. IV], [3]. Мы записываем ска-
лярные величины (комплексные числа) обычным шрифтом, а элементы банаховой алгебры —
полужирным шрифтом. Если a— элемент из B, то через Spaq и Rpaq обозначаются спектр
и резольвентное множество этого элемента соответственно. Spaq есть непустое ограничен-
ное замкнутое множество, а Rpaq есть непустое неограниченное открытое множество, причем
Spaq Y Rpaq “ C и Spaq X Rpaq “ ∅. Спектральная абсцисса элемента a из B определяется
равенством

spa a “ max
λPSpaq

Re λ. p1q
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Термин спектральная абсцисса (по аналогии со спектральным радиусом) был предложен в
статье [4, c. 23], а обозначение навеяно [5, c. 41]. Логарифмическая норма элемента a из B

соответственно определяется так

||a||log “ lim
0ătÑ0

||1 ` ta|| ´ ||1||
t

. p2q

Здесь и в дальнейшем выражения вида λ1, где λ— комплексное число, а 1— единица алгебры,
следуя Т. Като [5, с. 274] записываем в виде λ. Термин логарифмическая норма для матриц
впервые появился в статье [6], а обозначение заимствовано нами из книги [7]. Для линейных
ограниченных операторов в банаховом пространстве соответствующее определение дано в [8].
Существование и конечность предела в (2) непосредственно вытекает из выпуклости функции
||1 ` ta|| (t P R).

Нас интересует поведение матричной экспоненты

eta “ 1 `
8ÿ

k“1

tkak

k!
. p3q

Из (3) вытекает, что
e´t||a|| ď ||eta|| ď et||a|| при 0 ď t ă `8.

Выписанные константы ´||a|| и ||a||, вообще говоря, не являются точными. Пусть α и a—
наилучшие константы в оценке

etα ď ||eta|| ď eta при 0 ď t ă `8. p4q

Существование таких констант не вызывает сомнений, причем ´||a|| ď α ď a ď ||a||.
Теорема 1.1q Пусть α— наилучшая константа в оценке (4) снизу. Тогда

α “ inf
0ăt

ln ||eta||
t

“ lim
0ătÑ`8

ln ||eta||
t

“ max
λPSpaq

Re λ. p5q

Последнее равенство в (5) в полном соответствии с (1) говорит о том, что α является
спектральной абсциссой элемента a : α “ spa a.

˝ (Сравни с [8, гл. 1, теорема 4.1.]). Первое равенство в (5) является непосредственным
следствием определения числа α. Докажем, что

lim
0ătÑ`8

ln ||eta||
t

“ α. p6q

По произвольному фиксированному ε ą 0 найдем такое tε ą 0, для которого ln ||etεa|| ă
pα` εqtε. После этого произвольное неотрицательное t представляется в виде t “ ktε `∆, где
k— целое натуральное число и 0 ď ∆ ă tε. Так как ta “ ktεa ` ∆a, то

||eta|| ď ||ektεa||||e∆a||

||ektεa|| ď ||etεa||k ď ektεpα`εq, ||e∆a|| ď c p“ max
0ďsďtε

||esa||q.

Поэтому
||eta|| ď cept´∆qpα`εq.

Мы можем написать

α ď ln ||eta||
t

ď ln c

t
`

ˆ
1 ´ ∆

t

˙
pα ` εq “

1q Начало и конец доказательства обозначаются ˝ и � соответственно.
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“ ln c

t
` pα ` εq ´ ∆pα ` εq

t
“ ε ` pα ` εq ` ε

при tsa ă t ă `8, если tsa достаточно велико. Итак, равенство (6) установлено.
Докажем, что

lim
0ătÑ`8

ln ||eta||
t

“ max
λPSpaq

Re λ. p7q

Стоящую справа величину обозначим через β. Так как для любого ε ą 0 можно указать такое
cpεq ą 0, что справедлива оценка

||eta|| ď cpεqetpβ`εq при 0 ď t ă `8,

то α ď β ` ε, что в силу произвольности ε влечет за собой неравенство α ď β. Так как

pλ ´ aq´1 “
`8ż

0

etae´tλdλ при a ą λ ą α, p8q

то спектр Spaq лежит в полуплоскости Re λ ď α и поэтому β ď α. �

Теорема 2. Пусть a— наилучшая константа в оценке (4) сверху. Тогда

a “ sup
0ătă`8

ln ||eta||
t

“ lim
0ătÑ0

ln ||eta||
t

“ lim
0ătÑ0

ln ||1 ` ta||
t

“ lim
0ătÑ0

||1 ` ta|| ´ ||1||
t

. p9q

Последнее равенство в (9) в полном соответствии с (2) говорит о том, что a является
логарифмической нормой элемента a : a “ ||a||log. Все равенства цепочки (9) представляются
новыми. Теоремы 1 и 2 в матричном варианте изложены в [9].

˝ Рассмотрим логарифмическую функцию lnu на положительной полупрямой. В силу её
непрерывной дифференцируемости pln uq1 “ 1{u она локально удовлетворяет условию Лип-
шица. Поэтому для любого положительного ε ą 0 можно указать такое δ “ δpεq ą 0, что
| lnu ´ ln v| ď p1 ` εq|u ´ v| при |u ´ 1| ă δ и |v ´ 1| ă δ. Поэтому при выполнении условия
||| expptaq|| ´ 1| ă δ и |||1 ` ta|| ´ 1| ă δ имеем

| ln ||eta|| ´ ln ||1 ` ta||| ď p1 ` εq| ||eta|| ´ ||1 ` ta|| | ď

ď p1 ` εq||eta ´ p1 ` taq|| ď p1 ` εq
8ÿ

k“2

tk||a||k
k!

.

Поэтому

lim
0ătÑ0

ln ||eta||
t

“ lim
0ătÑ0

ln ||1 ` ta||
t

p10q

при условии, что хотя бы один из пределов существует.
Далее, полагая для краткости εptq “ ||1 ` ta|| ´ ||1||, мы можем написать

ln ||1 ` ta||
t

“ ||1 ` ta|| ´ ||1||
t

, при εptq “ 0;

ln ||1 ` ta||
t

“ lnp1 ` εptqq
εptq

||1 ` ta|| ´ ||1||
t

, при εptq ‰ 0,

откуда в силу известного соотношения lnp1 ` xq{x Ñ 1 при x Ñ 0 получаем

lim
0ătÑ0

ln ||1 ` ta||
t

“ lim
0ătÑ0

||1 ` ta|| ´ ||1||
t

p11q
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при условии, что хотя бы один из написанных пределов существует. Однако, как мы об этом
уже говорили выше, последний предел существует и служит для определения логарифмиче-
ской нормы.

Осталось доказать, что

sup
0ătă`8

ln ||eta||
t

“ lim
0ătÑ0

ln ||eta||
t

. p12q

Стоящая слева в (12) величина существует и конечна, она равна a. Стоящий справа предел по
доказанному существует и конечен; обозначим его через b. Из определения числа a вытекает,
что a ě b. Предположим на мгновение, что написанное неравенство строгое: a ą b. При
достаточно малом ε ą 0 мы можем написать a´ ε ě b` ε. По найденному ε ą 0 найдём такое
δ “ δpεq, чтобы

||eta|| ď etpb`εq при 0 ă t ď δ.

После этого рассмотрим произвольное фиксированное t ą 0. Подберём натуральное k так,
чтобы p0 ăqt{k ď δ. После этого оценим

||eta|| “
ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇek t

k
a
ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ ď

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇe t

k
a
ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ
k

ď e
t
k

pb`εqk “ etpb`εq ď etpa´εq.

Итак,
||eta|| ď etpa´εq при 0 ă t ă `8,

и это явно противоречит определению числа a. �
Из теорем 1 и 2 вытекает важное неравенство

α “ spa a ď ||a||log “ a. p13q

Свойства спектральной абсциссы. Согласно формуле (4) спектральная абсцисса spa a

элемента a из банаховой алгебры B является вещественным числом, могущим принимать
любое значение. Она обладает следующими свойствами:

1. spa pλ` aq “ Re λ ` spa a при λ из C и a из B;

2. spa pλaq “ λ spa a при λ ě 0 и spa pλaq “ ´λ spa p´aq при λ ă 0;

3. spa pa ` bq ď spa a ` spa b, если a и b коммутируют;
4. spa a ` spa p´aq ě 0 p“ spa aq;
5. |spa a| ď ||a||.
Свойства логарифмической нормы. Согласно формуле (2) логарифмическая норма

||a||log элемента a из B является вещественным числом, могущим принимать любые значения.
Она обладает следующими свойствами:

1. ||λ ` a||log “ Re λ` ||a||log при λ из C и a из B;

2. ||λa||log “ λ||a||log при λ ě 0 и ||λa||log “ ´λ|| ´ a||log при λ ă 0;

3. ||a ` b||log ď ||a||log ` ||b||log, предположение о коммутируемости
a и b здесь излишне;
4. ||a||log ` || ´ a||log ě 0 p“ ||0||logq;
5. |||a||log| ď ||a||.
Содержание этого раздела во многом перекликается со статьей [9].

АЛГЕБРАИЧЕСКОЕ УРАВНЕНИЕ ЛЯПУНОВА

Гильбертова алгебра. Комплексная банахова алгебра B, в которой определена операция
сопряжения (инволюции) x Ñ x˚, обладающая свойствами

px ` yq˚ “ x˚ ` y˚, pλxq˚ “ λx˚, pxyq˚ “ y˚x˚, x˚˚ “ x, p14q
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называется комплексной гильбертовой алгеброй и обозначается H.

Элемент x из H называется: самосопряженным или эрмитовым, если x˚ “ x; кососо-
пряженным или косоэрмитовым, если x˚ “ ´x; унитарным, если x˚x “ 1 и xx˚ “ 1 и
нормальным, если xx˚ “ x˚x (так, если x и x˚ коммутируют).

Так, например, эрмитовы x`x˚, xx˚ и x˚x, ipx´x˚q, а такие ipx`x˚q, ixx˚, ix˚x, x´x˚ —
косоэрмитовы. В коммутативной комплексной гильбертовой алгебре все элементы являются
нормальными.

Мы будем по мере надобности присоединять к выше названным свойствам еще, например,
такое как

||xx˚|| “ ||x||2.
Отсюда вытекает, что

||x|| “ ||x˚|| px P Hq.
Как это явствует из текста, мы отважились на нововведение — ввели новый термин — гиль-

бертова алгебра. Так мы назвали то, что в [2] названо (*)-алгеброй. Какие же у нас доводы
в пользу этого нововведения (за или pro?). Во-первых, соответствие x Ñ x˚ обладает всеми
свойствами перехода к сопряженному оператору в гильбертовом пространстве (речь, есте-
ственно, идет об ограниченных операторах). Во-вторых, приведенная выше классификация
элементов алгебры (эрмитов, унитарный или нормальный) характерна именно для операто-
ров в гильбертовом пространстве. Довод против или contra. Гильбертова алгебра, вообще
говоря, не является гильбертовым пространством, в то время как банахова алгебра всегда
является банаховым пространством.

Уравнение Ляпунова. В комплексной гильбертовой алгебре H рассмотрим алгебраиче-
ское уравнение Ляпунова

ua ` a˚u “ ´w. p15q
Здесь коэффициент a— заданный элемент из H, который предполагается гурвицевым, а эле-
менты u и w являются эрмитовыми из H— искомым и заданным соответственно (u˚ “ u и
w˚ “ w). Элемент называется гурвицевым, если его спектр лежит в открытой левой полу-
плоскости Re λ ă 0. Это уравнение в матричном варианте возникает в теории обыкновенных
дифференциальных уравнений при изучении устойчивости по Ляпунову линейных систем
дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами (см., например, [10] или [11];
отметим также [12] и [13]). Для дифференциальных уравнений в гильбертовом пространстве
операторное уравнение Ляпунова изучается в книге [8].

˝ Существование и единственность. Применим развитую в [14] теорию к уравнению
(15). Условие спектральной разделенности коэффициентов уравнения принимает вид

Spa˚q X Sp´aq “ ∅. p16q

Так как Spa˚q “ S˚paq “ Spaq (черта комплексного сопряжения), то спектр Spa˚q, как ком-
плексно сопряженный ко спектру Spaq гурвицева элемента a, лежит в открытой левой по-
луплоскости Re λ ă 0. Далее, так как Sp´aq “ ´Spaq, то спектр Sp´aq лежит в открытой
правой полуплоскости Re λ ą 0. Поэтому выполнено условие (16). Это означает, что уравне-
ние (15) при любом w из H имеет единственное решение u из H.

Явная формула. Единственное решение уравнения (15) представимо в интегральном
виде

u “
`8ż

0

eta
˚
wetadt. p17q

Проверим, прежде всего, что написанный несобственный интеграл абсолютно сходится. Пусть
α есть спектральная абсцисса элемента a из H. Тогда для любого ε ą 0 можно указать такую
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постоянную cpεq ą 0, для которой справедлива оценка

||eta|| ď cpεqetpα`εq при 0 ă t ă `8. p18q

Так как элемент a по предположению гурвицев, то α ă 0. Мы считаем ε ą 0 настолько
малым, что α ` ε ă 0. Из (18) вытекает оценка

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇeta˚

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ “

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ
`
eta

˘˚
ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ “ ||eta|| ď cpεqetpα`εq при 0 ă t ă `8. p19q

Из (18) и (19) вытекает, что
ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇeta˚

weta
ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ ď

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇeta˚

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ ||w||

ˇ̌ˇ̌
eta

ˇ̌ˇ̌
ď ||w||c2pεqet2pα`εq

и, следовательно,
`8ż

0

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇeta˚

weta
ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ dt ď ||w|| c2pεq

2p´pα ` εqq .

Абсолютная сходимость несобственного интеграла в (17) установлена.
Пусть u есть единственное решение уравнения (15) при указанном w. Помножим обе ча-

сти уравнения (15) слева на eta
˚
, справа на eta и проинтегрируем полученное выражение в

пределах от 0 до `8
`8ż

0

eta
˚ pua ` a˚uqetadt “ ´

`8ż

0

eta
˚
wetadt. p20q

(Отметим, что справа с точностью до знака стоит выражение (17)).
Имеем

`8ż

0

eta
˚
a˚uetadt “

`8ż

0

dpeta˚ queta “

(проинтегрируем по частям)

“ eta
˚
uaeta

ˇ̌
`8
0 ´

`8ż

0

eta
˚
dpuetaq “ ´u ´

`8ż

0

eta
˚
uaetadt.

Сравнение с (20) показывает, что имеет место формула (17).
Наличие формулы (17) доказывает, что если уравнение (15) имеет решение, то это решение

единственное.
Проверим, что формула (17) доставляет нам решение уравнения (15).

`8ż

0

eta
˚
wetadt a ` a˚

`8ż

0

eta
˚
wetadt “

`8ż

0

eta
˚
wetaadt`

`8ż

0

eta
˚
a˚wetadt “

“
`8ż

0

eta
˚
wdpetaq `

`8ż

0

dpeta˚ qweta.

Проинтегрируем первый интеграл по частям

`8ż

0

eta
˚
wdpetaq “ eta

˚
weta

ˇ̌
`8
0 ´

`8ż

0

dpeta˚ qweta `
`8ż

0

dpeta˚ qweta “ ´w.
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Эрмитовость. Проверим, что если w эрмитов (w˚ “ w), то и u эрмитов (u˚ “ u). Имеем
из формулы (17)

u˚ “

¨
˝

`8ż

0

eta
˚
wetadt

˛
‚

˚

“
`8ż

0

´
eta

˚
weta

¯˚
dt “

“
`8ż

0

`
eta

˘˚
w˚

´
eta

˚
¯˚
dt “

`8ż

0

eta
˚
wetadt “ u. �

Теорема 3. В комплексной гильбертовой алгебре H рассмотрим алгебраическое уравнение
Ляпунова (15). Пусть коэффициент a гурвицев. Тогда для любого w из H уравнение (15)
имеет единственное решение u из H и это решение может быть найдено по формуле
(17). Эта формула показывает, что решение u эрмитово, если w эрмитов, и решение u

неотрицательно (положительно), если w неотрицательно (положительно).
Неотрицательность и положительность. Спектр эрмитова элемента x из H— веще-

ственнен, т. е. лежит на вещественной прямой. Элемент x называют неотрицательным и
пишут x ě 0, если его спектр неотрицателен, т. е. лежит на неотрицательной полупрямой.
Элемент x называют положительным и пишут x ą 0, если его спектр положителен, т. е.
лежит на положительной полупрямой.

Отметим некоторые свойства неотрицательных элементов [15]:
1. xx˚ ě 0 для любого x из H;

2. если x и y из H, причем x ě 0 и y ě 0, то x ` y ě 0;

3. 1 ` xx˚ ě 0 обратим при любом x из H.

Отметим некоторые свойства положительных элементов. Так как неотрицательный эле-
мент положителен тогда и только тогда, когда он отрицателен, то:

1. xx˚ ą 0 для любого обратимого элемента x из H;

2. если x и y из H, причем x ą 0 и y ą 0, то x ` y ą 0;

3. 1 ` xx˚ ą 0 для любого x из H.

˝ Осталось показать, что если w ě 0, то и u ě 0, а если w ą 0, то и u ą 0.

Наиболее просто доказательство этого факта можно провести при дополнительном пред-
положении о коммутативности гильбертовой алгебры H ([1], [2]). Как известно, в этом случае
эрмитовость элемента x равносильна вещественности его преобразования Гельфанда xpmq, ес-
ли m P ∆, неотрицательность элемента x равносильна неотрицательности его преобразования
Гельфанда, а положительность элемента x равносильна положительности его преобразования
Гельфанда. Здесь ∆— множество максимальных идеалов m.

Из формулы (17) вытекает, что

upmq “

¨
˝

`8ż

0

eta
˚
wetadt

˛
‚pmq “

`8ż

0

´
eta

˚
weta

¯
pmqdt. p21q

Так как ´
eta

˚
weta

¯
pmq “ eta

˚pmqwpmqetapmq и

etapmq “
˜

8ÿ

k“0

tkak

k!
pmq

¸
“

8ÿ

k“0

tkakpmq
k!

“
8ÿ

k“0

tkpapmqqk
k!

“ etapmq,

то ´
eta

˚
weta

¯
pmq “ eta

˚pmqwpmqetapmq “ wpmq
ˇ̌
ˇetapmq

ˇ̌
ˇ
2

. p22q
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(Напомним, что a˚pmq “ apmq черта комплексного сопряжения). Поэтому

upmq “
`8ż

0

wpmq
ˇ̌
ˇetapmq

ˇ̌
ˇ
2

dt “ ´ wpmq
2 Re apmq . p23q

Так как Re apmq ă 0 при m из ∆, то из неотрицательности wpmq вытекает неотрицательность
upmq, а из положительности wpmq вытекает положительность upmq.

Возвращаясь к общему случаю, заметим, что так как w является эрмитовым и неотрица-
тельным (положительным), то извлекаемый квадратный корень

?
w является эрмитовым и

неотрицательным (положительным). Положим fptq “ ?
weta. Тогда формула (17) принимает

вид

u “
`8ż

0

f˚ptqfptqdt. p24q

Заметим, что eta
˚
weta “ eta

˚ ?
w

?
weta “ f˚ptqfptq. Если w ě 0, то f˚ptqfptq ě 0 при 0 ď

t ă `8. Поэтому согласно (24) u ě 0. Если w ą 0, то fptq обратима при произвольном
неотрицательном t и f˚ptqfptq ą 0 при 0 ď t ă `8. Поэтому u ą 0. �
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