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Аннотация. Классическая задача интерполяции состоит в отыскании функции дан-
ного класса, принимающей в заданных точках, узлах интерполяции, заданные значения.
При этом отдельным классом таких задач является задача свободной интерполяции, в
которой на узлы интерполяции накладываются естественные условия по отношению к ис-
комой функции. Одним из путей решений таких задач является построение каноническо-
го произведения множеств точек комплексной плоскости. В данной работе представлены
геометрические подходы к задаче свободной интерполяции. В частности, рассматривается
понятие слабо регулярных кратных множеств и их связь с задачами свободной интерпо-
ляции целыми функциями. На основе считающей меры множества построена считающая
функция слабо регулярного дивизора. Для этой функции доказаны условия ограничен-
ности, которые позволяют доказать, что такие слабо регулярные множества являются
интерполяционными в пространтсвах целых функций конечного порядка в комплексной
плоскости.

Ключевые слова: целая функция, дивизор, слабо регулярное множество, канониче-
ская функция, мера Дирака, задача интерполяции.

MULTIPLE REGULAR SETS IN SPACES OF ENTIRE
FUNCTIONS OF FINITE ORDER

M. V. Kabanko

Abstract. The classical interpolation problem is to find a function of a given class,
receiving at the given points, interpolation nodes, the given values. Wherein a separate class
of such problems is the free interpolation problem, in which natural conditions are imposed
on the interpolation nodes with respect to the desired function. One of the ways to solve such
problems is to construct a canonical product sets of points of the complex plane. The paper
presents geometric approaches to the problem of free interpolation. In particular, the concept
of weakly regular multiple sets and their connection with problems of free interpolation by
entire functions. A counting function of a weakly regular divisor is constructed on the basis
of the counting measure of a set. For this function, boundedness conditions are proved, which
make it possible to prove that such weakly regular sets are interpolation sets in spaces of entire
functions finite order in the complex plane.

Keywords: entire function, divisor, weakly regular set, canonical function, Dirac measure,
interpolation problem.

ВВЕДЕНИЕ

Понятие регулярного множества в комплексной плоскости впервые было введено Б. Я. Ле-
виным [1, c. 126]. При этом предполагалось, что множество не имеет кратных точек и являет-
ся правильно распределенным при заданном уточненном порядке. Было доказано, что такие
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множества являются интерполяционными в пространстве целых функций вполне регулярного
роста с индикатором меньше заданного при данном уточненном порядке. Далее, это понятие
обобщалось в нескольких направлениях. В частности, в работе [2] было введено понятие сла-
бо регулярного множества в пространствах целых функций ненулевого конечного порядка
и в пространствах целых функций типа не выше чем нормальный относительно ненулевого
конечного порядка. В работе [3] понятие слабо регулярного множества было распространено
на пространство целых функций типа не выше чем нормальный относительно нулевого ко-
нечного порядка. Во всех отмеченных работах предполагалось, что регулярные множества
не имеют кратных точек. Однако, во многих задачах теории функций (например, при по-
строении канонических произведений множеств, задачах интерполяции и др.) приходится
рассматривать множества с кратными точками. Целью данной работы является обобщение
понятий регулярных множеств в пространстве целых функций конечного порядка на случай
с точками, имеющими кратности, вообще говоря, отличные от единицы и доказательство их
интерполяционности.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Введем необходимые определения и обозначения. Через N и C будем обозначать, соот-
ветственно, множество натуральных чисел и множество комплексных чисел. Через Cpz,tq
обозначим замкнутый круг с центром в точке z радиуса t: Cpz,tq “ tw P C : |w ´ z| ď tu.

Пусть fpzq — целая функция. Через Mpf,rq обозначим максимум модуля функции fpzq на
окружности |z| “ r:

Mpf,rq “ max
0ďϕă2π

|fpreiϕq| .

Число

ρf “ lim sup
rÑ8

ln lnMpf,rq
ln r

называется порядком функции fpzq.
В дальнейшем, как обычно, через rρ,8s обозначается пространство целых функций, поря-

док которых не превышает ρ, ρ ě 0, то есть таких, что ρf ď ρ.
Пусть D “ tan,qnu8

n“1, qn P N, — дивизор в комплексной плоскости C, т.е. множество
различных комплексных чисел tan “ rne

iθnu8
n“1 Ă C вместе с их кратностями tqnu8

n“1 Ă N.
В дальнейшем будем предполагать, что an ‰ 0, n “ 1,2, . . . , так как в рамках рассматри-

ваемых вопросов это ограничение всегда легко снимается.
Если дивизор D удовлетворяет условию:

8ÿ

n“1

qn

|an|ρ`ε
ă 8 для любого ε ą 0 , (1)

то функция

Epzq :“ EDpzq “
8ź

n“1

¨
˝

ˆ
1 ´ z

an

˙
exp

¨
˝

rρsÿ

j“1

ˆ
z

an

˙j

˛
‚

˛
‚
qn

принадлежит пространству rρ,8s. Здесь, как обычно, через rρs обозначается целая часть
числа ρ. Функция EDpzq называется канонической функцией дивизора D.

По заданному дивизору D определим меру:

µDpzq “
8ÿ

n“1

qnδpz ´ anq ,

где δp¨q — дельта функция Дирака.
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Определим семейство функций

rΦDpz,αq “ pµDpCpz,α|z|qq ´ qnq`, 0 ă α ă 1{2 ,

где qn – кратность ближайшей к z точки дивизора D (если таких точек несколько, то берем
точку с наибольшей кратностью; если и таких несколько — любую из них, например, точку
с наибольшей мнимой частью), a` “ maxt0; au. Таким образом, функция rΦDpz,αq является
локальной мерой, определяемой дивизором D.

Для обоснованности введения следующего определения рассмотрим лемму, доказательство
которой не представляет сложностей и приводится для полноты рассуждений. Обозначим

ln` a “
"

ln a , a ą 1,

0 , a ď 1 .

Лемма 1. Если функция f P rρ,8s, то выполняется неравенство

lim sup
|z|Ñ8

1

ln |z| ln
` ln` |f pk´1qpzq|

pk ´ 1q! ď ρ, k P N . (2)

Доказательство. Пусть функция f P rρ,8s, т.е. ρf ď ρ. Тогда |Mpf,rq| ď exprrρ`εs, если
r ą rε. Из формулы Коши для производной, интегрируя по окружности C “ BCpz,1q (BG
означает границу множества G), получаем неравенство:

|f pk´1qpzq| ď pk ´ 1q!
2π

ż

C

ˇ̌
ˇ̌ fpζq
pζ ´ zqk

ˇ̌
ˇ̌ dζ ď pk ´ 1q!

2π

2πż

0

exprp|z| ` 1qρ`εs dt “

“ pk ´ 1q! exprp|z| ` 1qρ`εs ,

для всех z, таких что |z| ą rε ` 1.
Из этого соотношения следует, очевидно, неравенство (2).
Следующее определение — это определение интерполяционности дивизора D из работы

[4] (см. также обзорную статью [5]).
Определение 1. Дивизор D “ tan,qnu8

n“1 называется интерполяционным в простран-
стве rρ,8s, если для любой последовательности комплексных чисел tbn,ku, k “ 1,2, . . . ,qn,

n P N, удовлетворяющих условию

lim sup
nÑ8

1

ln |an| ln
` ln` sup

1ďkďqn

|bn,k|
pk ´ 1q! ď ρ ,

существует функция F P rρ,8s со свойством :

F pk´1qpanq “ bn,k, k “ 1,2, . . . ,qn, n P N . (3)

Поскольку из леммы 1 следует, что неравенство(2) справедливо для любой функции
f P rρ,8s, то в такой постановке задача интерполяции относится к задачам свободной ин-
терполяции, когда на значения интерполирующей функции в узлах накладываются мини-
мальные ограничения, связанные с необходимостью получения решения в заданном классе.

В работе К. Г. Малютина и О. А. Боженко [4] (см. также [5, Теорема 2.1]) были найдены
необходимые и достаточные условия интерполяционности дивизора D в пространстве rρ,8s в
случае нулевого порядка (т.е. когда ρ “ 0) в терминах канонического произведения дивизора
D и в терминах семейства функций rΦDpz,αq. Однако, рассуждения этой работы дословно
распространяется на случай любого ρ ě 0. В частности, справедлива следующая теорема.
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Теорема 1. (Малютин, Боженко) Следующие три утверждения эквивалентны.
1q Дивизор D является интерполяционным в классе rρ,8s.
2q Каноническая функция EDpzq дивизора D удовлетворяет условию

lim
nÑ8

1

ln |an| ln
` ln` qn!

|Epqnq
D panq|

ď ρ .

3q Для любого ε ą 0 выполняются неравенства

8ÿ

n“1

qn

|an|ρ`ε
ă 8, lim sup

nÑ8

ln qn

ln |an| ď ρ ,

и

lim sup
zÑ8

1

ln |z| ln
`

1{2ż

0

rΦDpz,αq
α

dα ď ρ .

Заметим, что задача (3) рассматривалась Г. П. Лапиным [6]. При этом Г. П. Лапин рас-
сматривал только случай ρ ą 0 и получил критерии разрешимости задачи (3) в терминах
канонических произведений. Кроме того, 3адачу (3) Г. П. Лапин рассматривал при следую-
щих ограничениях на значения в узлах интерполяции:

lim sup
nÑ8

1

ln |an| ln
` ln` sup

1ďkďqn

|bn,k| ď ρ .

Таким образом, в такой постановке задача (3) не является задачей свободной интерполяции.
Отметим также, что случай простой свободной интерполяции (т. е. qn “ 1, n “ 1,2, . . . )

рассматривал А. Ф. Леонтьев [7], который нашел критерии ее разрешимости в терминах
канонической функции узлов интерполяции.

Введем следующее определение.
Определение 2. Дивизор D “ tan,qnu8

n“1 называется слабо регулярным дивизором или,
короче, WRpρq-дивизором при порядке ρ ě 0, если для любого ε ą 0 выполняется соотноше-
ние p1q и выполняется одно из следующих условий pCq или pC 1q :

pCq Точки an расположены внутри конечного числа попарно непересекающихся углов уг-
лов с общей вершиной в начале координат так, что для любого ε ą 0 и для любых двух точек
последовательности tanu, расположенных внутри одного из углов, выполняется условие

|an`1| ´ |an| ě rn “ qn|an|1´pρ`εq ,

если |an| ą rpεq.
pC 1q Для любого ε ą 0 кружки радиусов

rn “ ?
qn|an|1´pρ`εq{2 ,

с центрами в точках an не пересекаются, если |an| ą rpεq.
При фиксированном ε ą 0 при выполнении условия pC 1q кружки Cpan,rnq будем называть

исключительными кружками WRpρq-дивизора (EWRpρ,εq-кружками).
Основным результатом данной работы является следующая теорема.
Теорема 2. Слабо регулярный при порядке ρ ě 0 дивизор D “ tan,qnu8

n“1 является ин-
терполяционным в пространстве rρ,8s.
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 2

Предварительно сформулируем три леммы.
Лемма 2. Пусть дивизор D “ tan,qnu8

n“1 является слабо регулярным при порядке ρ ě 0,

и выполняется условие pCq. Тогда для любого ε ą 0 кружки Cpan,qn|an|1´pρ`εqq не пересека-
ются для всех an таких, что |an| ą rε.

Доказательство дословно повторяет доказательство леммы 3.9 из [2] и мы его опускаем.
При фиксированном ε ą 0 при выполнении условия pCq кружки из леммы 2 будем также

называть исключительными кружками WRpρq-дивизора (EWRpρ,εq-кружками).
Лемма 3. Пусть дивизор D “ tan,qnu8

n“1 является слабо регулярным при порядке ρ ě 0,.
Тогда для любого ε ą 0 и для всех z таких, что |z| ą rε при выполнении условия pCq будет
верно неравенство

rΦDpz,αq ď α|z|ρ`ε .

Доказательство. Зафиксируем ε ą 0. Предположим, что выполняется условие pCq. Пусть
rε из условия pCq и

qn ď |an|ρ`ε, |an| ą rε . (4)

Пусть точка z “ reiθ, r ą 2rε, не принадлежит ни одному из EWRpρ,εq-кружков. Опишем из
точки z круг Cpz,α|z|q, 0 ă α ă 1{2 радиусом α|z|. Так как точка z не принадлежит ни одному
из EWRpρ,εq-кружков, то исключительные кружки, соответствующие точкам дивизора D

попавшим в круг Cpz,α|z|q, принадлежат кругу Cpz,2α|z|q. Спроектируем отрезки

ran; an ` qn|an|1´pρ`εqei arg ans ,

соответствующие точкам дивизора D попавшим в круг Cpz,α|z|q, на полуось tζ : arg ζ “
arg zu. Здесь под arg ζ мы понимаем главное значение аргумента: 0 ď arg ζ ă 2π. Поскольку
выполняется условие pCq, то проекции этих отрезков не пересекаются и их сумма меньше
2α|z|, т.е. получаем ÿ

anPCpz,α|z|q

qn|an|1´pρ`εq ď 2α|z|, |an| ą rpεq .

Поскольку an P Cpz,α|z|q и 0 ă α ă 1{2, то |an| ě |z|{2, тогда

ÿ

anPCpz,α|z|q

qn

ˆ |z|
2

˙1´pρ`εq

ď
ÿ

anPCpz,α|z|q

qn|an|1´pρ`εq ď 2α|z|, |an| ą rpεq .

Отсюда получаем неравенство

rΦDpz,αq “
ÿ

anPCpz,α|z|q

qn ď 21´ρα|z|ρ`ε, |an| ą rpεq ,

из которого следует утверждение леммы.
Лемма 4. Пусть дивизор D “ tan,qnu8

n“1 является слабо регулярным при порядке ρ ě 0,.
Тогда для любого ε ą 0 и для всех z таких, что |z| ą rε при выполнении условия pC 1q будет
верно неравенство

rΦDpz,αq ď α2|z|ρ`ε .

Доказательство. Пусть теперь выполняются условия p2q и pC 1q точка z не принадлежит
ни одному из CWRpρ,εq-кружков. Как и при доказательстве леммы 3 опишем из точки z

круг Cpz,α|z|q, 0 ă α ă 1{2 радиусом α|z|. Так как центр этого круга не входит ни в один
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исключительный кружок, то радиусы исключительных кружков с центрами внутри этого
круга меньше величины α|z|. Поскольку исключительные кружки не пересекаются, то сумма
площадей исключительных кружков с центрами внутри круга Cpz,α|z|q меньше площади
круга Cpz,2α|z|q, т.е.

ÿ

anPCpz,α|z|q

πqn|an|2´pρ`εq ď 4πpα|z|q2, |an| ą rpεq .

Аналогично, так как an P Cpz,α|z|q и 0 ă α ă 1{2, то |an| ě |z|{2. Отсюда и из предыдущего
неравенства получаем, что

rΦDpz,αq “
ÿ

anPCpz,α|z|q

qn ď 24´ρα2|z|ρ`ε, |an| ą rpεq .

Из последнего неравенства, очевидно, следует утверждение леммы.
Доказательство теоремы 2. Требуемое утверждение легко получить, используя дока-

занные леммы 3 и 4.
Действительно, пусть выполняется условие pCq. Тогда

lim sup
zÑ8

1

ln |z| ln
`

ż 1{2

0

rΦDpz,αq
α

dα ď lim sup
zÑ8

1

ln |z| ln
`

ż 1{2

0

21´ρα|z|ρ`ε

α
dα “

“ lim sup
zÑ8

ˆ
pρ ` εq ´ ρ ln 2

ln |z|

˙
“ ρ` ε .

Аналогично, если выполняется условие pC 1q, то получаем

lim sup
zÑ8

1

ln |z| ln
`

1{2ż

0

rΦDpz,αq
α

dα ď lim sup
zÑ8

1

ln |z| ln
`

1{2ż

0

24´ρα2|z|ρ`ε

α
dα “

“ lim sup
zÑ8

ˆ
pρ` εq ´ ρ ln 2

2 ln |z|

˙
“ ρ` ε.

Теорема полностью доказана.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Регулярные множества с простой кратностью (qn “ 1, n “ 1,2, . . . ) использовались многи-
ми авторами при построении канонических произведение и при решении задач интерполяции
в различнiх классах аналитических функций конечного порядка. Укажем лишь несколько
работ: Б. Я. Левин [1], А. Ф. Леонтьев [8], А. Ф. Гришин [9], К. Г. Малютин [10, 11] и мн. др.

Леммы 3 и 4 имеют и самостоятельное значение. Так, используя стандартные рассуждения
из работы [1, с. 163–167], можно показать, что если дивизор D является слабо регулярным при
порядке ρ ě 0, то вне исключительных EWRpρ,εq-кружков выполняется асимптотическая
оценка

|EDpzq| ě expp´|z|ρ`εq, |z| ą rε .

Это неравенство является обобщением известной теоремы А. Картана [12] об оценке снизу
модуля многочлена на случай канонической функции слабо регулярного при порядке ρ ě 0

дивизора D (см. также [1, глава 1, §7, Теорема 10]).
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