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Аннотация. В настоящей работе исследуется начально-краевая задача с граничны-
ми условиями гистерезисного типа, описывающая колебательный процесс струнной си-
стемы на геометрическом графе-звезда с упругой опорой в узле. Предполагается, что на
движение упруго закрепленных концов струн установлены ограничители, которые могут
перемещаться в перпендикулярном к плоскости графа направлении. Соответствующие
граничные условия имеют вид ´uixpl,tq ´ γiu

ipl,tq P NCiptqpuipl,tqq. Здесь функция uipx,tq
описывает форму струны на i-м ребре графа (i “ 1,2,...,n); множество NCiptqpuipl,tqq обо-
значает внешний нормальный конус к ограниченному замкнутому выпуклому множеству
Ciptq в точке uipl,tq P Ciptq; множество Ciptq определяет движение ограничителей. Полу-
чен аналог формулы Даламбера.

Ключевые слова: волновое уравнение, колебания струны, гистерезис, геометриче-
ский граф.

MODELING OF OSCILLATIONS OF A STRING SYSTEM ON
A GRAPH WITH CONDITIONS OF PERTURBED SWEEPING

PROCESSES TYPE
M. B. Zvereva

Abstract. In this paper we study an initial-boundary value problem with boundary
conditions of the hysteresis type, which describes the process of oscillations of a string system
on a geometric graph-star with an elastic support at a node. It is assumed that the movement
of the elastically fixed ends of the strings is equipped with limiters that can move in the
perpendicular to the plane of the graph direction. The corresponding boundary conditions are
´uixpl,tq ´ γiu

ipl,tq P NCiptqpuipl,tqq. Here the function uipx,tq describes the string form on the
i-th edge of the graph (i “ 1,2,...,n); the set NCiptqpuipl,tqq denotes the outward normal cone
to the bounded closed convex set Ciptq at the point uipl,tq P Ciptq; the set Ciptq determines
the movement of the limiters. An analogue of the d’Alembert formula is obtained.

Keywords: wave equation, string oscillations, hysteresis, geometric graph.

1. ВВЕДЕНИЕ

Дифференциальные уравнения на пространственных сетях (геометрических графах), при-
влекшие внимание математиков несколько десятилетий назад, актуальны в самых разных
разделах техники и естествознания. Они возникают при описании явлений в непрерывных
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системах сетеподобной структуры (электрических, гидравлических, акустических сетях, теп-
ловодах, волноводах, нейронных и вычислительных системах, упругих решетчатых конструк-
циях, электронных системах и т. д.).

Значительные результаты для задач на графах с линейными краевыми условиями полу-
чены научной школой Ю. В. Покорного (см., например, [1]–[8]).

В данной работе получена формула представления решения начально-краевой задачи, опи-
сывающей колебательный процесс струнной системы, расположенной вдоль геометрического
графа-звезда с упругой опорой в узле и с граничными условиями гистерезисного типа. Такие
условия возникают за счет сосредоточенных в граничных точках ограничителей r´hi,his на
движение упруго закрепленных концов струн.

Математическая модель задачи имеет вид
$
’’’’’’’’’’’’’’’&
’’’’’’’’’’’’’’’%

B2ui
Bx2 “ B2ui

Bt2 , 0 ă x ă l, t ą 0pi “ 1,2,...,nq
uipx,0q “ ϕipxq,
Bui
Bt px,0q “ 0,

u1p0,tq “ u2p0,tq “ ...unp0,tq,
nř
i“1

Bui
Bx p0,tq “ γu1p0,tq,

´Bui
Bx pl,tq ´ γiu

ipl,tq P NCiptqpuipl,tqq,
uipl,tq P Ciptq.

(1)

Здесь функция uipx,tq описывает форму i-й струны в момент времени t. Начальная форма
задана функциями ϕipxq. Начальная скорость предполагается равной нулю. В узле графа
(точка x “ 0) прикреплена пружина жесткости γ. В граничных вершинах каждого ребра
установлены пружины жесткости γi. Отображение Ciptq “ r´hi,his ` ξiptq задает движение
ограничителей в перпендикулярном к плоскости графа направлении. В ходе колебательного
процесса конец каждой струны uipl,tq находится внутри ограничителя, т. е. выполнено условие

uipl,tq P Ciptq. (2)

Пока uipl,tq является внутренней точкой Ciptq, выполняется условие

ui
1

xpl,tq ` γiu
ipl,tq “ 0.

Если конец i-й струны касается граничных точек ограничителя, то некоторое время выпол-
нены условия uipl,tq “ ξiptq ` hi или uipl,tq “ ξiptq ´ hi. Этот факт может быть описан с
помощью включения

´Bui
Bx pl,tq ´ γiu

ipl,tq P NCiptqpuipl,tqq, i “ 1,2,...,n (3)

где множество NCiptqpuipl,tqq — внешний нормальный конус к Ciptq в точке uipl,tq.
Аналог данной задачи с граничными условиями вида

´Bui
Bx pl,tq P NCiptqpuipl,tqq

был рассмотрен в работе [9].

2. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

В этом разделе мы напоминаем некоторые понятия и определения из [10], [11], которые
нам понадобятся в дальнейшем.
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Пусть H — гильбертово пространство. Скалярное произведение в H будем обозначать x¨,¨y.
Для замкнутого выпуклого множества C Ă H и x P C множество

NCpxq “ tξ P H : xξ,c ´ xy ď 0 @c P Cu

обозначает внешний нормальный конус к C в точке x.
Заметим, что всегда 0 P NCpxq, Ntxupxq “ H, и NCpxq “ t0u для x P intC, где intC —

множество внутренних точек C ( предполагается, что intC ‰ ∅). Последнее соотношение
показывает, что внешний нормальный конус нетривиален только при x P BC, где BC — гра-
ница множества C.

Хаусдорфово расстояние dHpC1,C2q между замкнутыми множествами C1 и C2 задается
формулой

dHpC1,C2q “ maxt sup
xPC2

distpx,C1q, sup
xPC1

distpx,C2qu,

где distpx,Cq “ inft}x´ c}, c P Cu. Рассмотрим так называемый возмущенный sweeping про-
цесс.

´x1ptq P NCptqpxptqq ` fpt,xptqq, t P rT0,T s (4)

xpT0q “ x0, (5)

где Cp¨q – многозначное отображение из I “ rT0,T s в H, NCptqpxptqq – внешний нормальный
конус к Cptq в точке xptq.

Функция x : I Ñ H называется решением задачи (4),(5) если
(a) xpT0q “ x0;
(b) xptq P Cptq для всех t P I;
(c) x дифференцируема для почти всех t P I;
(d) ´x1ptq P NCptqpxptqq ` fpt,xptqq для почти всех t P I.

Далее мы будем использовать следующую теорему ( Теорема 1 из [11]).
Теорема 1. Пусть для каждого t P I множество Cptq Ă H является непустым, за-

мкнутым и выпуклым. Множество Cptq изменяется абсолютно непрерывно, т. е. суще-
ствует абсолютно непрерывная на I функция vptq такая, что хаусдорфово расстояние
dHpCptq, Cpsqq удовлетворяет неравенству

dHpCptq, Cpsqq ď |vptq ´ vpsq|

для любых s,t P I. Пусть f : I ˆH Ñ H –измеримое отображение на I такое, что
(i) для любого η ą 0 существует неотрицательная функция kηp¨q P L1pI,Rq такая, что для
всех t P I и для любых px,yq P Br0,ηs ˆBr0,ηs выполняется

}fpt,xq ´ fpt,yq} ď kηptq}x´ y},

где Br0,ηs обозначает замкнутый шар радиуса η с центром в 0;
(ii) существует неотрицательная функция βp¨q P L1pI,Rq такая, что для всех t P I и для
всех x P Ť

sPI
Cpsq верно }fpt,xq} ď βptqp1 ` }x}q.

Тогда для любого x0 P CpT0q возмущенный sweeping процесс (4),(5) имеет одно и только одно
абсолютно непрерывное решение xp¨q.

В настоящей работе будем рассматривать случай, когда движение множества Cptq зада-
ется точкой vptq, т. е. Cptq “ r´h,hs ` vptq, где t P I. Заметим, что если vptq — абсолютно
непрерывная на I функция, то dHpCptq, Cpsqq ď |vptq ´ vpsq|. В самом деле, зафиксируем
x P Cpsq. Тогда y “ px´ vpsqq ` vptq P r´h,hs ` vptq “ Cptq. Значит, distpx,Cptqq ď |vptq ´ vpsq|.
Следовательно, sup

xPCpsq
distpx,Cptqq ď |vptq´vpsq|. Аналогично, sup

yPCptq
distpy,Cpsqq ď |vptq´vpsq|,

и мы получаем требуемое.
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3. ЗАДАЧА НА ГРАФЕ С ГРАНИЧНЫМИ УСЛОВИЯМИ
ГИСТЕРЕЗИСНОГО ТИПА

Пусть точки O, A1, A2,...,An принадлежат горизонтальной плоскости π. Рассмотрим ме-
ханическую систему, состоящую из n струн, которые в положении равновесия совпадают с
отрезками OA1, OA2,...,OAn. Пусть концы струн связаны в точке O. Предположим, что в
точке O дополнительно прикреплена пружина жесткости γ. Граф Γ состоит из ребер (ин-
тервалов) OA1, OA2,...,OAn и вершин O, A1, A2,...,An . Мы будем использовать понятия и
терминологию из [3]. Под воздействием внешней силы, направленной перпендикулярно плос-
кости π, струны отклоняются от положения равновесия. Мы предполагаем, что отклонение
всех точек параллельно прямой, перпендикулярной плоскости π и рассматриваем случай ма-
лых отклонений от положения равновесия. Введем систему координат OXY, чтобы описать
деформации струн. Ось Oxi для i-й струны (i “ 1,2,...,n) содержит отрезок OAi и направлена
от O к Ai. Ось OY направлена перпендикулярно к плоскости π. Пусть uipx,tq описывает от-
клонение i-й струны от положения равновесия в момент времени t. Будем предполагать, что
длины всех струн равны l, т.е. 0 ď x ď l. Таким образом, колебания каждой струны системы
могут быть описаны волновым уравнением

B2ui
Bx2 “ B2ui

Bt2 .

Соединение струн в узле означает, что

u1p0,tq “ uip0,tqpi “ 1,2,...,nq. (6)

Условие упругой опоры в узле имеет вид

nÿ

i“1

Bui
Bx p0,tq “ γu1p0,tq. (7)

Мы предполагаем, что концы струн uipl,tq упруго закреплены, и на их движение установлены
ограничители r´hi, his, которые, в свою очередь, могут перемещаться в перпендикулярном к
плоскости π направлении так, что их движение задано Ciptq “ r´hi,his ` ξiptq, где функции
ξiptq являются абсолютно непрерывными для всех t ě 0 (i “ 1,2,...,n). Таким образом, для
всех t выполнено условие (2). При этом граничные условия могут быть записаны в виде (3),
т. е.

´Bui
Bx pl,tq ´ γiu

ipl,tq P NCiptqpuipl,tqq, i “ 1,2,...,n.

Для каждого фиксированного t множество NCiptqpuipl,tq) определено как

NCiptqpuipl,tqq “ tξ P R1 : ξ ¨ pc ´ uipl,tqq ď 0 @c P Ciptqu.

Заметим, что если uipl,tq —внутренняя точка Ciptq, то NCiptqpuipl,tqq “ t0u, и получаем
условие uixpl,tq ` γiu

ipl,tq “ 0. Когда конец струны соприкасается с граничными точка-
ми ограничителя, то возникает сила реакции опоры fiptq, блокирующая этот конец так,
что ´uixpl,tq ´ γiu

ipl,tq “ ´fiptq P NCiptqpuipl,tqq. Причем, NCiptqpuipl,tqq “ p´8, 0s, если
uipl,tq “ ´hi ` ξiptq, и NCiptqpuipl,tqq “ r0,`8q, если uipl,tq “ hi ` ξiptq.

В начальный момент времени начальная форма и начальная скорость струн заданы как

uipx,0q “ ϕipxq, (8)

Bui
Bt px,0q “ 0, (9)
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где ϕ1p0q “ ϕ2p0q “ ...ϕnp0q,
nř
i“1

Bϕi
Bx p0q “ γϕ1p0q, ϕiplq P Cip0q, ´ϕi1 plq ´ γiϕ

iplq P NCip0qpϕiplqq.
Таким образом, математическая модель задачи имеет вид (1).

Обозначим через QT прямоугольник QT “ r0 ď x ď ls ˆ r0 ď t ď T s. Воспользуемся клас-
сом функций, введенным В.А. Ильиным [12]. Полагаем, что функция v принадлежит классу
xW 1

1 pQT q, если функция vpx, tq непрерывна в замкнутом прямоугольнике QT и имеет в нем
обобщенные частные производные v1

xpx, tq и v1
tpx, tq, каждая из которых не только принадле-

жит классу L1pQT q, но и принадлежит классу L1r0 ď x ď ls для любого фиксированного t из
отрезка r0, T s и принадлежит классу L1r0 ď t ď T s для любого фиксированного x из отрезка
r0, ls.

Решением задачи (1) будем называть функцию upx,tq такую, что:
1) сужения upx,tq на ребра совпадают с uipx,tq (i “ 1,2,...,n).
2) Для всех t ě 0 выполнены условия (2), (6).
3) Для почти всех t ě 0 выполнены условия (3), (7).
4) Условия (8), (9) выполнены для всех x P r0,ls и для почти всех x P r0,ls соответственно.
5) Для всех T ą 0 функции ui P xW 1

1 pQT q, и интегральное равенство

nÿ

i“1

ż l

0

ż T

0

uipx,tqrB2Ψi

Bt2 px,tq ´ B2Ψi

Bx2 px,tqsdxdt `
nÿ

i“1

ż l

0

BΨi

Bt px,0qϕipxqdx` (10)

`
nÿ

i“1

ż T

0

puipl,tqBΨi

Bx pl,tq ´ Ψipl,tqBui
Bx pl,tqqdt “ 0

выполняется для любых Ψi P C2pQT q (i “ 1,2,...,n), таких, что
nř
i“1

BΨi

Bx p0,tq “ γΨ1p0,tq,

Ψipx,T q “ 0,
BΨi

Bt px,T q “ 0, Ψ1p0,tq “ Ψ2p0,tq “ ...Ψnp0,tq.
Рассмотрим функции Φi следующего вида:

Если x P r0,ls то Φipxq “ Φi0pxq “ ϕipxq;
Для всех i “ 1,2,...,n и j P N , если x P rjl,pj ` 1qls то

Φipxq “ Φijpxq “ 2gij´1px´ lq ´ Φi1´jp2l ´ xq,

где gij´1 — решение задачи
$
&
%

´ d

dt
gij´1ptq P NCiptqpgij´1ptqq ` γig

i
j´1ptq ` Φi

1

1´jpl ´ tq,
gij´1ppj ´ 1qlq “ gij´2ppj ´ 1qlq, t P rpj ´ 1ql,jls.

Если x P r´jl,p´j ` 1qls то

Φipxq “ Φi´jpxq “ 2

n

nÿ

k“1

Φkj´1p´xq ´ Φij´1p´xq ` 2γ

n2
e

γx
n

nÿ

k“1

xż

p´j`1ql

Φkj´1p´τqe´γτ
n dτ`

`e
γpx`pj´1qlq

n

n

˜
nÿ

k“1

Φk´j`1pl ´ jlq ´
nÿ

k“1

Φkj´1pjl ´ lq
¸
.

Теорема 2. Пусть функции ξiptq являются абсолютно непрерывными для всех t ě 0;
функции ϕipxq являются абсолютно непрерывными на r0,ls. Тогда решение задачи (1) мо-
жет быть представлено в виде

uipx,tq “ Φipx ´ tq ` Φipx` tq
2

, (11)
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где i “ 1,2,...,n.
Доказательство. Предположим формально, что решение задачи (1) имеет вид (11). Тогда

uipx,0q “ Φipxq “ Φi0pxq “ ϕipxq, где x P r0,ls. Из (6), (7) имеем равенство

n

nÿ

i“1

uixp0,tq “ γ

nÿ

i“1

uip0,tq.

Тогда

n

nÿ

i“1

Φi
1p´tq ` n

nÿ

i“1

Φi
1ptq “ γ

nÿ

i“1

Φip´tq ` γ

nÿ

i“1

Φiptq. (12)

Обозначим vptq “
nř
i“1

Φiptq. Тогда vp´tq “
nř
i“1

Φip´tq, и равенство (12) может быть представ-

лено в виде
nv1ptq ` nv1p´tq “ γvp´tq ` γvptq.

Если функция vptq известна для t ě 0, то из последнего равенства можем определить vp´tq.
Обозначим s “ ´t. Тогда

nv1psq ´ γvpsq “ γvp´sq ´ nv1p´sq.

Таким образом, имеем

vpsq “ vp´sq ` 2γ

n
e

γs
n

sż

a

e
´γτ
n vp´τqdτ ` e

γps´aq
n pvpaq ´ vp´aqq,

где a — произвольное число. Тогда

nÿ

i“1

Φipsq “
nÿ

i“1

Φip´sq ` 2γ

n
e

γs
n

sż

a

e
´γτ
n

nÿ

i“1

Φip´τqdτ ` e
γps´aq

n p
nÿ

i“1

Φipaq ´
nÿ

i“1

Φip´aqq. (13)

Из (6) следует равенство

Φ1psq ` Φ1p´sq “ Φ2psq ` Φ2p´sq “ ... “ Φnpsq ` Φnp´sq. (14)

Тогда (13) может быть переписано как

nΦ1psq ` nΦ1p´sq “ 2γ

n
e

γs
n

sż

a

e
´γτ
n

nÿ

k“1

Φkp´τqdτ ` e
γps´aq

n p
nÿ

k“1

Φkpaq ´
nÿ

k“1

Φkp´aqq`

`2

nÿ

k“1

Φkp´sq.

Следовательно,

Φ1psq “ ´Φ1p´sq ` 2

n

nÿ

k“1

Φkp´sq ` 2γ

n2
e

γs
n

nÿ

k“1

sż

a

Φkp´τqe
´γτ
n dτ`

`e
γps´aq

n

n

˜
nÿ

k“1

Φkpaq ´
nÿ

k“1

Φkp´aq
¸
.
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Аналогично, для всех i “ 1,2,...,n имеем

Φipsq “ ´Φip´sq ` 2

n

nÿ

k“1

Φkp´sq ` 2γ

n2
e

γs
n

nÿ

k“1

sż

a

Φkp´τqe´γτ
n dτ` (15)

`e
γps´aq

n

n

˜
nÿ

k“1

Φkpaq ´
nÿ

k“1

Φkp´aq
¸
.

Последнее равенство позволяет нам определить значение функции Φipxq для x ď 0, если нам
известно Φipxq для x ě 0. В частности, если x P r´l,0s, то полагая a “ 0, получим

Φipxq “ Φi´1pxq “ ´ϕip´xq ` 2

n

nÿ

k“1

ϕkp´xq ` 2γ

n2
e

γx
n

nÿ

k“1

xż

0

ϕkp´τqe
´γτ
n dτ.

Так как функции ϕkpxq (k “ 1,2,...,n) являются абсолютно непрерывными на r0,ls, то функция
Φi´1pxq абсолютно непрерывна на r´l,0s. Заметим также, что Φi´1p0q “ Φi0p0q “ ϕip0q.

Воспользуемся сейчас условием (3). Если решение задачи имеет вид (11), то

´uitpl,tq P NCiptqpuipl,tqq ` γiu
ipl,tq ` Φi

1pl ´ tq. (16)

Рассмотрим случай, когда t P r0,ls. Обозначим gi0ptq “ uipl,tq. Тогда gi0ptq —решение задачи

#
´ d

dt
gi0ptq P NCiptqpgi0ptqq ` γig

i
0ptq ` ϕi

1 pl ´ tq,
gi0p0q “ ϕiplq, t P r0,ls.

(17)

Покажем, что последняя задача имеет единственное решение. Рассмотрим функцию wiptq “

gi0ptq `
tş
0

ϕi
1 pl ´ sqds и множество Diptq “ r´hi,his ` ξiptq `

tş
0

ϕi
1pl ´ sqds. Функция viptq “

ξiptq `
şt
0
ϕ1pl ´ sqds абсолютно непрерывна r0,ls. Следовательно,

dHpDiptq,Dipsqq ď |viptq ´ vipsq|.

Заметим, что NCiptqpgi0ptqq “ NDiptqpwiptqq. Таким образом, получаем задачу:

´ d

dt
wiptq P NDiptqpwiptqq ` γiw

iptq ´ γi

tż

0

ϕi
1pl ´ sqds,

wip0q “ ϕiplq P Dip0q, t P r0,ls.
Воспользуемся теоремой 1. Здесь

fipt,wiptqq “ γiw
iptq ´ γi

ż t

0

ϕi
1pl ´ sqds.

Тогда
|fipt,xq ´ fipt,yq| “ γi|x´ y|;

|fipt,xq| ď βip1 ` |x|q,

где βi “ maxtγi, γi
lş
0

|ϕi1 pl ´ sq|dsu. Согласно теореме 1, последняя задача имеет единственное

абсолютно непрерывное на r0,ls решение wiptq. Таким образом, для всех i “ 1,2,...,n задача
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(17) имеет единственное абсолютно непрерывное решение gi0ptq, причем gi0ptq P Ciptq. С другой
стороны,

Φipl ´ tq ` Φipl ` tq “ 2gi0ptq.
Значит,

Φipxq “ Φi1pxq “ 2gi0px ´ lq ´ ϕip2l ´ xq,
где x P rl,2ls. Заметим, что функция Φipxq абсолютно непрерывна на rl,2ls, и Φi1plq “ ϕiplq.

Определим Φipxq для x P r´2l, ´ ls, воспользовавшись равенством (15). Возьмем a “ ´l.
Имеем

Φipxq “ Φi´2pxq “ ´Φi1p´xq ` 2

n

nÿ

k“1

Φk1p´xq ` 2γ

n2
e

γx
n

nÿ

k“1

xż

´l

Φk1p´τqe´γτ
n dτ`

`e
γpx`lq

n

n

˜
nÿ

k“1

Φk´1p´lq ´
nÿ

k“1

Φk1plq
¸
.

Заметим, что Φi´2pxq является абсолютно непрерывной на r´2l,´ ls. Покажем, что Φi´2p´lq “
Φi´1p´lq. Имеем

Φi´2p´lq “ ´Φi1plq ` 2

n

nÿ

k“1

Φk1plq ` 1

n

˜
nÿ

k“1

Φk´1p´lq ´
nÿ

k“1

Φk1plq
¸

“

“ ´Φi1plq ` 1

n

˜
nÿ

k“1

Φk´1p´lq `
nÿ

k“1

Φk1plq
¸
.

Поскольку для всех k верно Φk´1p´lq ` Φk1plq “ Φi´1p´lq ` Φi1plq получаем, что Φi´2p´lq “
Φi´1p´lq.

Рассмотрим случай, когда t P rl,2ls. Определим gi1ptq “ uipl,tq. Рассмотрим задачу

#
´ d

dt
gi1ptq P NCiptqpgi1ptqq ` γig

i
1ptq ` Φi

1

´1pl ´ tq,
gi1plq “ gi0plq, t P rl,2ls.

Аналогично задаче (17) последняя задача имеет единственное абсолютно непрерывное реше-
ние gi1ptq, причем gi1ptq P Ciptq. Определим Φipxq на промежуток r2l,3ls как

Φipxq “ Φi2pxq “ 2gi1px´ lq ´ Φi´1p2l ´ xq.

Заметим, что функции Φi2pxq являются абсолютно непрерывными на r2l, 3ls. Покажем, что
Φi2p2lq “ Φi1p2lq. Имеем

Φi2p2lq “ 2gi1plq ´ Φi´1p0q “ 2gi0plq ´ ϕip0q “ Φi1p2lq.

Покажем, что для всех j P N , если x P rjl,pj ` 1qls то

Φipxq “ Φijpxq “ 2gij´1px´ lq ´ Φi1´jp2l ´ xq,

где gij´1 —решение задачи

$
&
%

´ d

dt
gij´1ptq P NCiptqpgij´1ptqq ` γig

i
j´1ptq ` Φi

1

1´jpl ´ tq,
gij´1ppj ´ 1qlq “ gij´2ppj ´ 1qlq, t P rpj ´ 1ql,jls.
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Причем, функции Φij абсолютно непрерывны на rjl,pj ` 1qls, и верно равенство Φijpjlq “
Φij´1pjlq, где i “ 1,2,...,n. Если x P r´jl,p´j ` 1qls то

Φipxq “ Φi´jpxq “ 2

n

nÿ

k“1

Φkj´1p´xq ´ Φij´1p´xq ` 2γ

n2
e

γx
n

nÿ

k“1

xż

p´j`1ql

Φkj´1p´τqe
´γτ
n dτ`

`e
γpx`pj´1qlq

n

n

˜
nÿ

k“1

Φk´j`1pl ´ jlq ´
nÿ

k“1

Φkj´1pjl ´ lq
¸
,

где функции Φi´j абсолютно непрерывны на r´jl,p´j`1qls, и верно равенство Φi´jp´pj`1qlq “
Φi´j`1pp´j ` 1qlq, где i “ 1,2,...,n.

Для j “ 1,2 предположение доказано. Пусть оно верно для j ď m. Покажем справедли-
вость для j “ m` 1.

Рассмотрим случай, когда t P rml,pm` 1qls. Определим gimptq “ uipl,tq. Рассмотрим задачу

#
´ d

dt
gimptq P NCiptqpgimptqq ` γig

i
mptq ` Φi

1

´mpl ´ tq,
gimpmlq “ gim´1pmlq, t P rml,pm ` 1qls.

Последняя задача имеет единственное решение gimptq, где функция gimptq абсолютно непре-
рывна на rml,pm` 1qls, и gimptq P Ciptq. Тогда

Φipxq “ Φim`1pxq “ 2gimpx ´ lq ´ Φi´mp2l ´ xq.

Заметим, что Φim`1pxq абсолютно непрерывна на rpm`1ql, pm`2qls. Покажем, что Φim`1ppm`
1qlq “ Φimppm ` 1qlq. Имеем

Φim`1ppm` 1qlq “ 2gimpmlq ´ Φi´mpl ´mlq “ 2gim´1plq ´ Φi1´mpl ´mlq “ Φimppm` 1qlq.

Полагая a “ ´ml в равенстве (15), получим

Φipxq “ Φi´pm`1qpxq “ 2

n

nÿ

k“1

Φkmp´xq ´ Φimp´xq ` 2γ

n2
e

γx
n

nÿ

k“1

xż

´ml

Φkmp´τqe´γτ
n dτ`

`e
γpx`mlq

n

n

˜
nÿ

k“1

Φk´mp´mlq ´
nÿ

k“1

Φkmpmlq
¸
.

Таким образом, функции Φi´pm`1qpxq абсолютно непрерывны на r´pm` 1ql,´mls. Покажем,

что равенство Φi´pm`1qp´mlq “ Φi´mp´mlq верно для всех i “ 1,2,...,n. Имеем

Φi´pm`1qp´mlq “ ´Φimpmlq ` 2

n

nÿ

k“1

Φkmpmlq ` 1

n

nÿ

k“1

Φk´mp´mlq ´ 1

n

nÿ

k“1

Φkmpmlq “

“ ´Φimpmlq ` 1

n

nÿ

k“1

´
Φkmpmlq ` Φk´mp´mlq

¯
.

Поскольку Φkmpmlq “ Φkm´1pmlq, то Φkmpmlq ` Φk´mp´mlq “ Φimpmlq ` Φi´mp´mlq. Получили
Φi´pm`1qp´mlq “ Φi´mp´mlq, и предположение доказано.

Таким образом, определим Φipxq для всех x P R. Покажем, что функции uipx,tq, опреде-
ленные равенством (11), являются решением задачи (1).
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Заметим, что функции uipx,tq P xW 1
1 pQT q для всех T ą 0, поскольку функции Φipxq абсо-

лютно непрерывны на всей оси.
Из равенства (15) получаем, что

Φ1p´tq ` Φ1ptq “ Φ2p´tq ` Φ2ptq “ ... “ Φnp´tq ` Φnptq, (18)

то равенство (6) верно для всех t ě 0.
Так как uipl,tq “ giptq и giptq P Ciptq, то равенство (2) верно для всех t ě 0.
Из равенства (15) имеем

nÿ

i“1

Φipxq “ ´
nÿ

i“1

Φip´xq ` 2

nÿ

k“1

Φkp´xq ` 2γ

n
e

γx
n

nÿ

k“1

xż

a

Φkp´τqe´γτ
n dτ`

`e
γpx´aq

n

˜
nÿ

k“1

Φkpaq ´
nÿ

k“1

Φkp´aq
¸

“

“
nÿ

i“1

Φip´xq ` 2γ

n
e

γx
n

nÿ

k“1

xż

a

Φkp´τqe´γτ
n dτ ` e

γpx´aq
n

˜
nÿ

k“1

Φkpaq ´
nÿ

k“1

Φkp´aq
¸
.

Тогда
nÿ

i“1

Φi
1pxq “ ´

nÿ

i“1

Φi
1p´xq ` 2γ2

n2
e

γx
n

nÿ

k“1

xż

a

Φkp´τqe
´γτ
n dτ`

`2γ

n

nÿ

k“1

Φkp´xq ` γ
e

γpx´aq
n

n

˜
nÿ

k“1

Φkpaq ´
nÿ

k“1

Φkp´aq
¸
,

и

n

nÿ

i“1

Φi
1pxq ` n

nÿ

i“1

Φi
1p´xq “ 2γ2

n
e

γx
n

nÿ

k“1

xż

a

Φkp´τqe´γτ
n dτ`

`2γ

nÿ

k“1

Φkp´xq ` γe
γpx´aq

n

˜
nÿ

k“1

Φkpaq ´
nÿ

k“1

Φkp´aq
¸

“ γnpΦ1pxq ` Φ1p´xqq.

Получаем, что
nÿ

i“1

Φi
1pxq `

nÿ

i“1

Φi
1p´xq “ γpΦ1pxq ` Φ1p´xqq. (19)

Таким образом, равенство (7) верно для почти всех t ě 0.
Поскольку для всех t ě 0 имеем

Φipl ´ tq ` Φipl ` tq “ 2giptq,

то для почти всех t
´Φi

1pl ´ tq ` Φi
1pl ` tq “ 2gi

1 ptq.
Так как ´gi1 ptq P NCiptqpgiptqq ` γipgiptqq ` Φi

1pl ´ tq, имеем

´ui1xpl,tq ´ γiu
ipl,tq P NCiptqpuipl,tqq,

и равенство (3) верно для почти всех t ě 0. Из (11) легко видеть, что uipx,0q “ ϕipxq, и
uitpx,0q “ 0.
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Покажем, что интегральное тождество (10) верно для всех Ψi P C2pQT q (i “ 1,2,...,n),

таких, что
nř
i“1

BΨi

Bx p0,tq “ γΨ1p0,tq, Ψipx,T q “ 0,
BΨi

Bt px,T q “ 0, Ψ1p0,tq “ Ψ2p0,tq “ ...Ψnp0,tq.
Интегральное равенство (10) может быть представлено как

nÿ

i“1

ż l

0

ˆż T

0

uipx,tqΨi
ttpx,tqdt

˙
dx´

nÿ

i“1

ż T

0

ˆż l

0

uipx,tqΨi
xxpx,tqdx

˙
dt`

`
nÿ

i“1

ż l

0

Ψi
tpx,0qϕipxqdx ´

nÿ

i“1

ż T

0

Ψipl,tquixpl,tqdt `
nÿ

i“1

ż T

0

Ψi
xpl,tquipl,tqdt “

“
nÿ

i“1

ż l

0

`
uipx,T qΨi

tpx,T q ´ uipx,0qΨi
tpx,0q

˘
dx ´

nÿ

i“1

ż l

0

ż T

0

uitpx,tqΨi
tpx,tqdtdx´

´
nÿ

i“1

ż T

0

`
Ψi
xpl,tquipl,tq ´ Ψi

xp0,tquip0,tq
˘
dt`

`
nÿ

i“1

ż T

0

ż l

0

uixpx,tqΨi
xpx,tqdxdt `

nÿ

i“1

ż l

0

Ψi
tpx,0qϕipxqdx´

´
nÿ

i“1

ż T

0

Ψipl,tquixpl,tqdt `
nÿ

i“1

ż T

0

Ψi
xpl,tquipl,tqdt “

“
nÿ

i“1

ż T

0

ż l

0

uixpx,tqΨi
xpx,tqdxdt ´

nÿ

i“1

ż l

0

ż T

0

uitpx,tqΨi
tpx,tqdxdt´

´
nÿ

i“1

ż T

0

Ψipl,tquixpl,tqdt `
nÿ

i“1

ż T

0

Ψi
xp0,tquip0,tqdt “

“
nÿ

i“1

ż T

0

ż l

0

uixpx,tqΨi
xpx,tqdxdt ´

nÿ

i“1

ż l

0

ż T

0

uitpx,tqΨi
tpx,tqdxdt´

´
nÿ

i“1

ż T

0

Ψipl,tquixpl,tqdt ` γ

ż T

0

u1p0,tqΨ1p0,tqdt “

“ 1

2

nÿ

i“1

ż T

0

ż l

0

´
Φi

1px ´ tq ` Φi
1px` tq

¯
Ψi
xpx,tqdxdt´

´1

2

nÿ

i“1

ż l

0

ż T

0

´
Φi

1px` tq ´ Φi
1px ´ tq

¯
Ψi
tpx,tqdtdx´

´
nÿ

i“1

ż T

0

Ψipl,tquixpl,tqdt ` γ

ż T

0

u1p0,tqΨ1p0,tqdt “

“ 1

2

nÿ

i“1

ż l

0

Ψi
xpx,T qp´Φipx ´ T q ` Φipx` T qqdx ´ 1

2

nÿ

i“1

ż l

0

Ψi
xpx,0qp´Φipxq ` Φipxqqdx´

´1

2

nÿ

i“1

ż T

0

ż l

0

Ψi
xtpx,tqpΦipx ` tq ´ Φipx´ tqqdxdt ´ 1

2

nÿ

i“1

ż T

0

Ψi
tpl,tqpΦipl ` tq ´ Φipl ´ tqqdt`

`1

2

nÿ

i“1

ż T

0

Ψi
tp0,tqpΦiptq ´ Φip´tqqdt` 1

2

nÿ

i“1

ż l

0

ż T

0

Ψi
txpx,tqpΦipx` tq ´ Φipx ´ tqqdxdt´
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´
nÿ

i“1

ż T

0

Ψipl,tquixpl,tqdt ` γ

ż T

0

u1p0,tqΨ1p0,tqdt “

´1

2

nÿ

i“1

ż T

0

Ψi
tpl,tqpΦipl ` tq ´ Φipl ´ tqqdt ` 1

2

nÿ

i“1

ż T

0

Ψi
tp0,tqpΦiptq ´ Φip´tqqdt`

`1

2
γ

ż T

0

pΦ1p´tq ` Φ1ptqqΨ1p0,tqdt ´ 1

2

nÿ

i“1

ż T

0

pΦi1pl ´ tq ` Φi
1pl ` tqqΨipl,tqdt “

“ ´1

2

nÿ

i“1

ż T

0

Ψi
tpl,tqpΦipl ` tq ´ Φipl ´ tqqdt ` 1

2

nÿ

i“1

ż T

0

Ψi
tp0,tqpΦiptq ´ Φip´tqqdt`

`1

2
γ

ż T

0

pΦ1p´tq ` Φ1ptqqΨ1p0,tqdt ` 1

2

nÿ

i“1

ż T

0

Ψi
tpl,tqpΦipl ` tq ´ Φipl ´ tqqdt “

“ 1

2

nÿ

i“1

ż T

0

pΦiptq ´ Φip´tqqdΨip0,tq ` 1

2
γ

ż T

0

pΦ1p´tq ` Φ1ptqqΨ1p0,tqdt “

“ 1

2

nÿ

i“1

pΦipT q ´ Φip´T qqΨip0,T q ´ 1

2

nÿ

i“1

pΦip0q ´ Φip0qqΨip0,0q´

´1

2

nÿ

i“1

ż T

0

pΦi1ptq ` Φi
1p´tqqΨip0,tqdt ` 1

2
γ

ż T

0

pΦ1p´tq ` Φ1ptqqΨ1p0,tqdt “

“ ´1

2

ż T

0

Ψ1p0,tq
˜

nÿ

i“1

pΦi1ptq ` Φi
1p´tqq ´ γpΦ1ptq ` Φ1p´tqq

¸
dt “ 0,

согласно равенству (19) и Ψ1p0,tq “ Ψ2p0,tq “ ...Ψnp0,tq. Теорема доказана.
Рассмотрим важный частный случай исследуемой задачи. Пусть вдоль отрезка r´l,ls на-

тянута струна. Функция upx,tq описывает отклонение струны от положения равновесия в
момент времени t. Предположим, что в точке x “ 0 прикреплена пружина жесткости γ, т.е.
выполнено равенство

u1
xp`0,tq ´ u1

xp´0,tq “ γup0,tq.
Концы струны в точках x “ ˘l упруго закреплены пружинами жесткости γi (i “ 1,2). При
этом на их движение установлены ограничители r´hi, his, где hi ą 0, которые могут, в свою
очередь, двигаться в перпендикулярном к оси Ox направлении, так что их движение задано

Ciptq “ r´hi,his ` ξiptq, i “ 1,2.

Пусть начальная скорость струны равна нулю; начальная форма определена абсолютно
непрерывной на r0,ls функцией ϕpxq. Мы предполагаем, что ϕ1p`0q ´ ϕ1p´0q “ γϕp0q,
ϕplq P C2p0q, ϕp´lq P C1p0q.

Математическая модель такой задачи имеет вид
$
’’’’’’’’’’’’’’’&
’’’’’’’’’’’’’’’%

B2u
Bx2 “ B2u

Bt2 , x ‰ 0, t ą 0,

upx,0q “ ϕpxq,
up´0,tq “ up`0,tq,
Bu
Bt px,0q “ 0,

u1
xp`0,tq ´ u1

xp´0,tq “ γup0,tq,
up´l,tq P C1ptq,
upl,tq P C2ptq,
´u1

xpl,tq ´ γ2upl,tq P NC2ptqpupl,tqq,
u1
xp´l,tq ´ γ1up´l,tq P NC1ptqpup´l,tqq.

(20)
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Покажем, что решение задачи (20) может быть представлено в виде

upx,tq “ Φpx´ tq ` Φpx` tq
2

.

В самом деле, данную задачу можем свести к задаче на графе-звезда из двух ребер с узлом
в точке x “ 0. Будем считать, что граф ориентирован от узла. Определим u1px,tq “ up´x,tq
и u2px,tq “ upx,tq, где x ą 0. Таким образом, получаем задачу

$
’’’’’’’’’’’’’’’&
’’’’’’’’’’’’’’’%

B2ui
Bx2 “ B2ui

Bt2 , 0 ă x ă l, t ą 0pi “ 1,2q
uipx,0q “ ϕipxq,
Bui
Bt px,0q “ 0

u1p0,tq “ u2p0,tq
2ř
i“1

Bui
Bx p0,tq “ γu1p0,tq

´Bui
Bx pl,tq ´ γiu

ipl,tq P NCiptqpuipl,tqq
uipl,tq P Ciptq,

где ϕ1pxq “ ϕp´xq, ϕ2pxq “ ϕpxq, x P r0,ls. Согласно теореме 2, решение последней задачи
имеет вид

uipx,tq “ Φipx ´ tq ` Φipx` tq
2

,

где i “ 1,2. Функции Φi имеют следующее представление:
Если x P r0,ls то Φipxq “ Φi0pxq “ ϕipxq;
Для всех i “ 1,2 и j P N , если x P rjl,pj ` 1qls имеем

Φipxq “ Φijpxq “ 2gij´1px´ lq ´ Φi1´jp2l ´ xq,

где gij´1 –решение задачи

$
&
%

´ d

dt
gij´1ptq P NCiptqpgij´1ptqq ` γig

i
j´1ptq ` Φi

1

1´jpl ´ tq,
gij´1ppj ´ 1qlq “ gij´2ppj ´ 1qlq, t P rpj ´ 1ql,jls

Если x P r´jl,p´j ` 1qls то

Φipxq “ Φi´jpxq “
2ÿ

k“1

Φkj´1p´xq ´ Φij´1p´xq ` γ

2
e

γx
2

2ÿ

k“1

xż

p´j`1ql

Φkj´1p´τqe´γτ
2 dτ`

`e
γpx`pj´1qlq

2

2

˜
2ÿ

k“1

Φk´j`1pl ´ jlq ´
2ÿ

k“1

Φkj´1pjl ´ lq
¸
.
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