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Аннотация. Для обыкновенного дифференциального уравнения Клеро нахождение
общего решения не представляет особого труда и подробно описано в теории обыкно-
венных дифференциальных уравнений. Кроме общего решения, представляющего собой
семейство линейных функций, для обыкновенного дифференциального уравнения Кле-
ро могут существовать особые решения, для нахождения которых не существует общих
методов. В особенности это касается уравнений Клеро в частных производных. О чем
свидетельствует весьма скудный перечень в доступной научной литературе типов урав-
нений Клеро, для которых особые решения могут быть явно построены. Представленная
статья посвящена поиску и исследованию особых решений уравнений Клеро в теории
обыкновенных дифференциальных уравнений и уравнений в частных производных. В
работе рассмотрена ситуация, когда можно установить связь между особыми решениями
уравнения Клеро в теории обыкновенных дифференциальных уравнений и уравнений в
частных производных.
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ON SINGULAR SOLUTIONS OF CLAIRAUT EQUATIONS IN
THEORY OF ORDINARY DIFFERENTIAL AND PARTIAL

DERIVATIVE EQUATIONS
L. A. Zhidova

Abstract. For ordinary differential Clairaut equation there is no problem to find the
general solution which is described in details in the theory of ordinary differential equations.
Besides the general solution being the family of linear functions, for ordinary differential
Clairaut equation there may exist singular solutions to find them there are no general methods.
This is especially true for the Clairaut partial differential equations. It is why that a poor list
of Clairaut-type equations exists for which singular solutions can be constructed. The present
paper is devoted to search and study of singular solutions to the Clairaut equation in the
theory of ordinary and partial differential equations. In the paper situation is considered when
one can find a connection between singular solutions to the Clairaut equation in the theory of
ordinary differential and partial derivative equations.
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ВВЕДЕНИЕ

Предлагаемая статья посвящена изучению дифференциальных уравнений Клеро в теории
обыкновенных дифференциальных уравнений и уравнений в частных производных и поиску
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их особых решений. Что касается описания общего решения уравнения Клеро, то здесь нет
никаких принципиальных проблем – оно всегда описывается в терминах семейства линейных
функций. Однако большой интерес представляют, так называемые, особые (сингулярные)
решения, для нахождения которых не существует общих методов, и поиск таких решений
всегда представляет собой некую изобретательность, поэтому привлекает внимание многих
исследователей. Поиск особых решений для различного вида функций остается актуальной
задачей, поскольку имеет большое практическое значение, в частности, в квантовой теории
калибровочных полей. Нами приведены основные понятия и решение уравнений Клеро в
теории обыкновенных дифференциальных уравнений и уравнений в частных производных.
Кроме того в настоящей статье высказано предположение о наличии связи между сингуляр-
ными решениями уравнения Клеро в теории обыкновенных дифференциальных уравнений
и уравнений в частых производных и представлено подтверждение этого предположения, а
именно в классе специальных зависимостей правых частей уравнения Клеро в теории урав-
нений в частных производных существует связь с особыми решениями уравнений Клеро в
теории обыкновенных дифференциальных уравнений.

1. ОБЫКНОВЕННЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ КЛЕРО

В теории обыкновенных дифференциальных уравнений уравнение Клеро

y ´ y1x “ ψ
`
y1

˘
(1)

принадлежит к классу уравнений первого порядка, не разрешенных относительно производ-
ной. Здесь y “ y pxq — неизвестная функция вещественной переменной x, ψ pzq — представляет
заданную функцию вещественной переменной z. Хорошо известно, что общее решение урав-
нения (1) представляет собой семейство линейных функций

y “ Cx` ψ pCq , (2)

где C — произвольная вещественная константа.
Однако особый интерес в теории уравнений Клеро представляют особые (сингулярные)

решения. Они возникают в тех случаях, когда

x` ψ1 pzq “ 0 (3)

имеет вещественное решение, выражающее переменную z как функцию переменной x.
Тогда

y “ xz pxq ` ψ pz pxqq (4)

представляет собой особое или сингулярное решение уравнения Клеро (1). Для их нахожде-
ния не существует общих методов, и поиск таких решений связан с известной изобретательно-
стью и находчивостью. В особенности это касается уравнений Клеро в частных производных.
Этим, в частности, объясняется весьма скудный перечень в доступной научной литературе
типов уравнений Клеро, для которых особые решения могут быть явно построены [1, 4].

В свою очередь, интерес к изучению особых решений уравнения Клеро связан с недавно
обнаруженным фактом [5, 6] в квантовой теории калибровочных полей с составными операто-
рами, выражающимся в том, что однопетлевое эффективное действие может быть выражено
в терминах особых решений уравнения Клеро.

2. УРАВНЕНИЯ ТИПА КЛЕРО В ТЕОРИИ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ
УРАВНЕНИЙ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ

В теории дифференциальных уравнений в частных производных рассматриваются урав-
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нения вида
y ´ y1

i x
i “ ψ

`
y1
1, y

1
2, ..., y

1
n

˘
(5)

где неизвестная функция y является функцией переменных x1, x2, ..., xn, а ψ pz1, z2, ..., znq
представляет собой заданную функцию переменных z1, z2, ..., zn, а по повторяющимся индек-
сам в левой части (5) подразумевается суммирование. Уравнения вида (5) известны в теории
уравнений в частных производных также как уравнения типа Клеро [1].

Как и в случае уравнения Клеро (1), общее решение уравнения (5) описывается семейством
линейных функций

y “ Ci x
i ` ψ pC1, C2, ..., Cnq , (6)

где Ci, (i “ 1, 2, ..., nq — произвольные вещественные постоянные. Если система следующих
уравнений

xi ` Bψ pz1, z2, ..., znq
Bzi

“ 0, i “ 1, 2, ..., n (7)

имеет вещественные решения, выражающие величины zi как функции переменных
x1, x2, ..., xn, то уравнение (5) имеет особое (сингулярное) решение

y “ xi zi pxq ` ψ pz1 pxq , z2 pxq , ..., zn pxqq , (8)

где мы для краткости записи обозначили zi pxq “ zi
`
x1, x2, ..., xn

˘
, i “ 1, 2, ..., n.

В [7, 8] нами были изучены способы нахождения особых решений уравнений Клеро в
теории уравнений в частных производных в классе специальных видов различных функций
ψ pz1, z2, ..., znq.

В связи с сингулярными решениями уравнения Клеро в теории обыкновенных дифферен-
циальных уравнений и уравнений в частных производных возникает естественный вопрос: А
существует ли какая-либо связь между этими классами особых решений?

3. УСТАНОВЛЕНИЕ СВЯЗИ ОСОБЫХ РЕШЕНИЙ УРАВНЕНИЙ
КЛЕРО В ТЕОРИИ ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ

УРАВНЕНИЙ И УРАВНЕНИЙ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ

В настоящей статье представлены результаты исследования по установлению связи между
сингулярными (особыми) решениями уравнения Клеро в теории обыкновенных дифференци-
альных уравнений и уравнений в частых производных.

Обратим внимание на систему n уравнений (7), предположив существование особых ре-
шений

xi ` Bψ
Bzi

“ 0, i “ 1, 2, ..., n,

zi pxq “ zi
`
x1, x2, ..., xn

˘
,

y “
ÿ

i

xizi
`
x1, x2, ..., xn

˘
` ψ

`
z1

`
x1, x2, ..., xn

˘
, z2

`
x1, x2, ..., xn

˘
, ..., zn

`
x1, x2, ..., xn

˘˘
.

Рассмотрим ситуацию, когда правая часть уравнения Клеро в теории дифференциальных
уравнений в частных производных имеет специальный вид

ψ pz1, z2, ..., znq “ g1 pz1q ` g2 pz2q ` ... ` gn pznq . (9)

Откуда Bψ
Bzi

“ Bgipziq
Bzi

“ dgipziq
dzi

.

Таким образом имеем xi ` dgipziq
dzi

“ 0, i “ 1, 2, ..., n.
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Тогда система уравнений распадается на систему несвязных уравнений, которые уже рас-
сматривались при интегрировании уравнения Клеро в теории обыкновенных дифференци-
альных уравнений

zi pxq “ zi
`
xi

˘
,

y “
ÿ

i

xizi
`
xi

˘
` ψ

`
z1

`
x1

˘
, z2

`
x2

˘
, ..., zn pxnq

˘
. (10)

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, впервые в известной нам литературе в классе специальных зависимостей
правых частей уравнения Клеро в теории уравнений в частных производных, найдена связь
между особыми решениями в теории обыкновенных дифференциальных уравнений, и осо-
быми решениями в теории уравнений Клеро в частных производных. Число таких решений
определяется числом известных особых решений уравнения Клеро в теории обыкновенных
дифференциальных уравнений и их всевозможными комбинациями.
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