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Аннотация. На примере модели Лоренца рассматриваются спектральные методы
анализа устойчивости систем с хаотическим поведением. Показана недостаточность тра-
диционного подхода исследования динамики возмущений основанного на анализе корней
классического спектрального уравнения. Предлагается для исследования нелинейных си-
стем также использовать метод построения спектральных уравнений с различными соб-
ственными значениями, позволяющей учесть хаотичность и множественность состояний.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Значительное количество публикаций посвященных нелинейным динамическим системам
со сложной хаотической динамикой и различным переходным процессам в них говорит о
неослабевающем интересе к этим системам и методам описания их [1–8].

К проблемам описания нелинейных систем со сложной динамикой приводят задачи раз-
личных сфер математики, механики, физики, теории управления и других наук. Например:
возникновение хаоса в детерминированной задаче трех тел; неустойчивость фазовых траек-
торий и как следствие возникновение сложных квазипериодических колебаний Ферми-Улама
в задачах статистической физики; проблема перехода к турбулентности в гидродинамике;
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возникновение хаотических колебаний в нелинейных задачах радиотехники и электроники и
др.

У истоков описания сложной динамики стояли стояли такие классики, как Пуанкаре,
Ферми, Ляпунов, Колмогоров, Андронов. Много сделано в изучении и понимании процессов
сложной динамики и возникновения хаоса в работах Синая, Шильникова, Гапонова-Грехова,
Ланде, Лоренца, Кузнецова, Рабиновича, Анищенко и др. [1–8].

Одним из основных методов анализа сложной динамики и условий возникновения хаоса
является расчет показателей Ляпунова [7, 8]. Определение Ляпуновских показателей явля-
ется непростой задачей в основном реализуемой численными методами. В настоящей работе
рассматриваются оценочные спектральные методы — классический и предлагаемая его моди-
фикация — метод различных собственных значений (РСЗ). Возможности методов сравнива-
ются на классической модели с хаотической динамикой- модели Лоренца.

2. КЛАССИЧЕСКИЙ СПЕКТРАЛЬНЫЙ МЕТОД
АНАЛИЗА УСТОЙЧИВОСТИ

Пусть уравнения (1), описывающие исследуемую на устойчивость систему, представляют
собой совокупность нелинейных автономных уравнений

dtaα ” daα

dt
“ Fα ptaαuq . (1)

Динамика возмущений системы (1) в этом случае описывается уравнениями

dtδ aα “
ÿ

β

δFα

δaβ
¨ δaβ ” eαβδ aβ, α,β “ 1 . . . n, (2)

где eαβ ptaα ptquq — элементы эволюционной матрицы E teαβu, зависящие от динамических
переменных. taαu и времени t.

Если все временные производные в (1) отрицательны, то возмущения затухают и система
устойчива по Ляпунову. Если существует хотя бы одна положительная производная, то фазо-
вые траектории разбегаются, система неустойчива. Соотношение знаков временных производ-
ных позволяет также определить возможность хаотического поведения и образования в фа-
зовом пространстве сложных локализованных конструкций — аттракторов [1, 8] (см. рис. 1).

Рис. 1. Аттрактор Лоренца для “классических” значений параметров σ “ 10, b “ 8{3, r “ 28.
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А именно: если знаки собственных значений pλ1, λ2, λ3q — временных производных (для
трехмерных систем) равны

aq Sgnpλ 1 ,λ 2 ,λ 3 q ñ p´, ´ , ´q ;
bq Sgnpλ 1 ,λ 2 ,λ 3 q ñ p0, ´ , ´q ;
cq Sgnpλ 1 ,λ 2 ,λ 3 q ñ p´, 0, `q ,

(3)

то динамический режим имеет характер соответственно
a— устойчивой точки;
b— предельного цикла;
c— аттрактора (хаотической динамики).

То есть хаотическое поведение характеризуется наличием в спектре особой точки седло-
фокуса и колебаний и выражается в нерегулярных неустойчивых колебаниях. Хаос подраз-
деляется на диссипативный и активный. Диссипативный хаос связан с наличием притяги-
вающих центров и уменьшением фазового объема системы (напр. хаос в модели Лоренца),
при активном хаосе фазовые траектории разбегаются и фазовый объем увеличивается (см.
модель Ресслера [8]).

Условием диссипативности — активности хаоса является дивергенция вектора скоростей
системы ~B pBtx, Bty, Btz q одновременно являющаяся одним из условий устойчивости

divB “ BBx

Bx ` BBy

By ` BBz

Bz . (4)

Если divB ă 0 фазовый объем уменьшается, траектории сближаются — хаос диссипативный.
Если divB ą 0, то фазовый объем увеличивается, траектории разбегаются — система активна.
Условие (4) сводится к условию

divB Ñ
ÿ
λi,

где λi — собственные значения. Для модели Лоренца условие (4) принимает вид (см. [9])

divB “ ´pσ ` b` 1q ă 0.

Согласно классическому спектральному методу знаки временных производных в системе (2)
соответствуют знакам корней спектрального уравнения — (СУ), которое представляет собой
условие разрешимости системы (2) и имеет вид полинома относительно спектрального пара-
метра λ

D “ det rδα,βλ´ Eα,βs “ λn `
nÿ

i“1

ai ¨ λn´i “ 0. (5)

Поэтому классический спектральный анализ сводится к анализу корней спектрального урав-
нения. А работах [9, 10] сформулированы критерии нейтральности, которые позволяют не ре-
шая спектральные уравнения по коэффициентам динамических или спектральных уравнений
получать условия возникновения неустойчивости и хаоса линейных систем (нейтральность —
промежуточное состояние между устойчивыми и неустойчивыми состояниями, условие ней-
тральности — λ “ 0).

Уравнения для собственных векторов эволюционной матрицы tχi pλkqu и решений системы
(2), в этом случае, соответственно имеют вид

pδimλk ´ eimq ¨ χim pλkq “ 0,

ai “ Cm ¨ χim pλkq ¨ exp pλktq .
(6)

Этот подход хорошо применим для линейных систем (их можно свести к одному уравнению
высшего порядка с одним значением спектрального параметра). Однако, применение класси-
ческого спектрального метода к нелинейным системам, особенно к системам с хаотической
динамикой вызывает ряд вопросов:
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а) n-мерные системы с хаотической динамикой характеризуются n числом вещественных
параметров — показателей Ляпунова, тогда как спектральный метод дает меньшее количе-
ство (например, для трехсистем с хаосом — три показателя Ляпунова а по спектральному
методу — один вещественный корень и два комплексно сопряженных, т. е. два вещественных
параметра);
б) из (5) следует, что все компоненты собственного вектора одинаково зависят от времени, то-
гда как в действительности поведение компонент различно (см. [3]). В традиционном анализе
это частично снимается линейной комбинацией собственных векторов (6);
в) классический подход указывает лишь границу устойчивости-неустойчивости (в том числе
перехода к хаосу), а действительности имеется чередование областей регулярной и хаотиче-
ской динамик, т. е. несколько различных динамических режимов.

Выше отмеченное указывает на недостаточность в традиционном варианте спектрального
метода для описания систем с хаотической динамикой и необходимости его модернизации.

Заметим, что метод L-критерия [9] описывает динамику n–мерных систем n–
вещественными параметрами.

Сформулируем для описания систем с хаотической динамикой метод различных собствен-
ных значений — РСЗ.

3. МЕТОД РСЗ

Предварительно отметим следующее: известно, что системы третьего порядка отражают
основные особенности динамики нелинейных систем, поэтому далее будем говорить только о
них.

Предположим, что в уравнении для возмущений (2) временные производные характери-
зуются различными спектральными параметрами λ, тогда спектральное уравнение для трех
системы принимает вид

det rδikλi ´ eiks “ λ1λ2λ3 ´ pλ1λ3e22 ` λ1λ2e33 ` λ3λ2e11q `
3ř

i“1

λiAi `D “ 0,

A1 “ e22e33 ´ e23e32, A2 “ e11e33 ´ e13e31 , A3 “ e11e22 ´ e12e21,

D “ e11 pe23e32 ´ e22e33q ` e33e12e21 ` e22e13e31 ´ e12e23e31 ´ e13e32e21.

p7.aq

Отметим что, спектральное уравнение в этом случае не имеет вид полинома, а представ-
ляет собой алгебраическую функцию трех взаимозависимых спектральных параметров — λi.

Полагая, например, λ1 “ Reλ1 “ λ, λ2,3 “ α˘i ω (хаос это неустойчивость с седлообразным
фокусом и нерегулярные колебания) из СУ (6) после выделения вещественной и мнимой
частей уравнения получаем:

`
α2 ` ω2

˘
¨ pλ´ e11q ´ λα pe22 ` e33q `A1λ` α pA2 `A3q `D “ 0,

ω rλ pe22 ´ e33q ` pA2 ´A3qs “ 0.
p7.bq

Из (7.b) для λ1, α имеем

λ1 “ A3´A2

e22´e33
, α2,3 “ ´M˘

?
M2´4NG
2N

,

N “ λ1 ´ e1, M “ ´λ1 pe22 ` e33q `A2 `A3 , G “ ω2 pλ1 ´ e11q ` λ1A1 `D.
(8)

Соотношения (8) дают нам три вещественных параметра, два из которых зависят от ча-
стоты — ω и ограничение для ω— (M2 ´ 4NG ě 0q. Также можно получить аналогичные (7),
(8) уравнения для случаев λ2 “ Reλ2 “ λ, λ3 “ Reλ3 “ λ. Это дает дополнительно два ди-
намических режима. Зависимость спектральных параметров от частоты и дополнительные
динамические режимы образуют области неустойчивости и хаоса.
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Продемонстрируем на модельной системе Лоренца эти методы (классический спектраль-
ный и РСЗ).

4. МОДЕЛЬ ЛОРЕНЦА

Задача Лоренца интересна тем, что к нелинейным уравнениям модели Лоренца сводятся
уравнения динамики ряда реальных физических систем: конвекция в слое жидкости подогре-
ваемом снизу, одномодовый лазер, водяное колесо и др. Кроме того, она явно демонстрирует
возникновение хаотической динамики. Уравнения модели Лоренца имеют вид [1, 8]

Btx “ σ py ´ xq ,
Bty “ rx´ y ´ xz,

Btz “ ´bz ` xy,

(9)

где x, y, z — динамические величины, σ, r, b— параметры, причем управляющим, играющим
смысл интенсивности, является параметр r ą 0.

Система (9) имеет три стационарных решения — стационарных состояния pxs, ys, zsq1,
pxs, ys, zsq2, нулевое и два симметричных (см. рис. 1 стационарные точки)

Btx “ 0 xs “ 0 xs “ ys
Bty “ 0 ñ 1q ys “ 0; 2,3q xs “ ˘

?
bzs “ ˘

a
b pr ´ 1q

Btz “ 0 zs “ 0 zs “ r ´ 1.

(10)

Линеаризация системы (9) относительно решения p rx, ry, rzq, в качестве которого может
быть выбрано любое, в том числе и стационарное, дает систему уравнений для возмущений
(2), где эволюционная матрица равна

"

E “

¨
˝

´σ σ 0

´rz` ´ 1 ´ rx
ry rx ´ b

˛
‚. (11)

Спектральное уравнение и его коэффициенты в стационарном случае равны (rz` ” rz ´ r)

det rδα,βλ´ Eα,βs “ λ3 ` a1λ
2 ` a2λ` a3 “ 0;

a1 “ p1 ` b` σq , a2 “ b` p1 ` b` z`q ¨ σ ` x2s, a3 “ σ
“
x2s ` xsys ` b p1 ` z`q

‰
. (12)

Метод НРИ [2 ] для СУ (12) дает два критических — нейтральных режима

1q ω “ 0, a3 “ 0, (13)

2q ω2 “ a2, a1a2 “ a3. (14)

Режим (13) реализуется для первого стационарного состояния (нулевая точка) и соответ-
ствует его неустойчивости при r ě 1, собственные значения (спектральные параметры) в этом
случае равны

λ1 “ ´b, λ2,3 “ ´σ ` 1

2
˘

dˆ
σ ` 1

2

˙2

` b pr ´ 1q. (15)

Режим (14) реализуется для второго и третьего стационарных состояний и при классиче-
ских значениях параметров Лоренца критические значения частоты и параметра r равны

ωcr “
a
b pr ` σq “ 9.62, rcr “ σ p3 ` b` σq

σ ´ 1 ´ b
“ 24.7. (16)
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При r ą rcr второе и третье стационарные состояния (стационарные точки на рис. 1)
становится неустойчивым, при этом (r “ rcr λ1 “ ´13,7, λ2,3 “ `0 ˘ 9.62iq вещественная
часть второго и третьего собственных значений становится положительной, т. е. появляются
слаборастущие хаотические колебания. Например, при

r “ 24.8 ñ λ1 “ ´13.62, λ2,3 “ 1.902 ¨ 10´3 ˘ 9.636i.

L–критерий [9] для состояний (10) соответственно дает выражения

p ´1qn`1 ¨ detp
"

Lq “ p ´1qn`1 ¨ det
”
δα,β

"

E `
"

I e˚
α,β

ı
“

ź

α, β“1n

´
rλ α ` rλ˚

β

¯ ąНУ0

ăУ0

Ñ

Ñ p´1q4 23σ pσ ` 1q2 bpr ´ 1q
ˆ
428

9
´ 10r

˙2 ąНУ0

Уă0
, (17)

detL “ p´1q4 5
ˆ
2

3

˙4 `
´2166 ¨ b3

˘
pr ´ 1q pr ´ 24.7q pr ´ 67.9q ą 0

ă 0
. (18)

Как и следовало ожидать, критерий (17) показывает неустойчивость первого стационар-
ного состояния (10) при r ą 1. Из (18) следует, что неустойчивость второго и третьего стаци-
онарных состояний наступает при r ą 24.7 и что согласуется с критерием НРИ и спектром.
В критерии (18) есть три множителя меняющие знак, что соответствует знакам трех вре-
менных производных в исходных уравнениях системы (9). При r “ 24.7 первый множитель-
положительный, второй равен нулю, третий — отрицательный. Таким образом комбинация
знаков производных соответствует условию возникновения хаотической динамики в системе
см. (3). По критерию (18) хаотические колебания существуют до значения r “ 67.9 после чего
в системе устанавливается режим нарастающих нерегулярных колебаний.

Отметим, что классический спектральный анализ этого порогового значения r не дает.
Коэффициенты спектрального уравнения по методу РСЗ (6) для эволюционной матрицы

(11) равны (x2s “ 8
3

¨ pr ´ 1q см. [10])

A1 “ 8

3
` x2s, A2 “ 80

3
, A3 “ 0, D “ 20 ¨ x2s. (19)

По методу РСЗ в данной системе существует три динамических режима (8):

1.λ1 “ ´16, α2,3 “ 8 ˘
?
64 ` 1.5G

´3
, G “ 4x2s ´ 43 ´ 6ω2, ωcr ď 4

3

?
r ´ 5. (20)

Из условия нейтральности (α2 “ 0 Ñ G “ 0q следует выражение для критической частоты
-ωcr, а интервал частот в этом режиме вытекает из вещественности α и равен ω P p0; 8q.
Условие диссипативности

ř
λi ă 0

λ1 ` α2 ` α3 “ ´16 ´ 2 ¨ 8
3

“ ´40

3

в этом режиме выполняется автоматически. Из условия вещественности α2,3 следует верхняя
граница частоты

4 ` 1.5G ě 0 Ñ ωmax “
a

p21 ` 4x2sq {6 “
c

31

18

c
1 ` 32

31
r.

Из (20) следует, что при r ą 5 в системе возникают и усиливаются колебания с частотами
ω P p0 ; ωmaxq, а комбинация знаков собственных значений (см. 3) соответствует хаотическим
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колебаниям. Интервалы возможных частот и параметра r (в которые входят и граничные
параметры по классическому анализу) говорят о некотором множестве состояний с хаотиче-
скими колебаниями.

Второй динамический режим (λ2 “ Re λ2 “ λ, λ1,3 “ α˘ i ωq . Из формул (7а,б), с учетом
(19), следует

λ2 “ 3¨x2
s`8

22
, α1,3 “ ´M˘

?
M2´4NG
2N

, N “ 3p10`x2
sq

22
,

M “ 30px2
s`8{3q
11

, G “ 1
22

“
520x2s ` 640 ` 3ω2

`
x2s ` 10

˘‰
.

(21)

Из (21) следует, что в системе при r P p1 ; 53q cуществуют неустойчивые колебания за-
висящие от частоты, которая также лежит в ограниченном интервале, это соответствует
неусточивости при r ą 1 в классическом анализе. Комбинация знаков собственных значений
p`,´ ,´q_ говорит об отсутствии хаоса в этом режиме.

Третий динамический режим (λ3 “ Re λ3 “ λ, λ1,2 “ α˘ i ωq. Из формул (7а,б), с учетом
(19), имеем

λ3 “ x2
s´24

9
, α1,2 “ ´M˘

?
M2´4NG
2N

, N “ 1
9
x2s,

G “ 1
9
p20 ` ω2qx2s , M “ 20

9
x2s.

(22)

Из (22) видно, что этот режим реализуется в диапазоне r P p1 ; 77q Неустойчивость возни-
кает при x2s ą 24 Ñ r ą 9 виде усиливающихся колебаний в диапазоне частот ω P

`
0 ;

?
80

˘
,

причем низкочастотные колебания усиливаются быстрее. Как и во втором режиме комбина-
ция знаков собственных значений p`,´ ,´q_ говорит об отсутствии хаотических колебаний.

Таким образом, из выше рассмотренного следует, что
а) Предлагаемый метод РСЗ дает более сложную картину динамики в модели Лоренца чем
классический.
б) Хаос существует в первом динамическом режиме при меньших пороговых значениях r,
чем по классической линейной теории.
в) Наличие интервалов возможных частот и параметров и множественность динамических
режимов указывает на существование областей неустойчивости и хаоса, что есть в действи-
тельности.
г) В целом предлагаемый метод изучении динамики нелинейных систем можно рассматривать
как дополнительный к методам основанным на расчетах показателей Ляпунова и классиче-
скому спектральному. А настоящую работу как дисскусионную.
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