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Аннотация. Рассматривается система дифференциально-алгебраических уравнений
в частных производных первого порядка в банаховом пространстве с вырожденными опе-
раторами. В работе система расщепляется на подсистемы, каждая из них решается с
условиями типа Шоуолтера в особых случаях. Построено решение поставленной задачи.
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Abstract. System of first-order partial differential algebraic equations in a Banach space
with degenerate operators is considered. In this work, the system splits into subsystems. Each
of which is solved with Showalter-type conditions in special cases. The solution of the problem
is constructed.
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ВВЕДЕНИЕ

Рассматривается уравнение

A

ˆBU
Bt ` αU

˙
“ B

ˆBUpt,xq
Bx ` βU

˙
` CUpt,xq ` fpt,xq, (1)

где A : E1 Ñ E2, E1, E2 — банаховы пространства; A— замкнутый линейный фредгольмов
оператор, с нулевым индексом, с плотной в E1 областью определения DpAq, domA “ domC “
E1; B,C P LpE1,E2q, B — необратимый; pt,xq P T ˆ X, T “ r0,tks,X “ r0,xks; fpt,xq — задан-
ная достаточно гладкая вектор-функция со значениями в E2; U “ Upt,xq искомая вектор-
функция, αpt,xq, βpt,xq — скалярные функции.

Дифференциально-алгебраические системы [1] также называют сингулярными система-
ми, обобщенными системами пространства состояний (или обобщенными системами), неяв-
ными системами или системами дескрипторов. Математическая теория дифференциально-
алгебраических систем начала развиваться в 1970-х годах в различных областях техники.
Можно упомянуть работу Нгуена [2], в которой получены определенные условия разрешимо-
сти задачи в регулярном случае. В более общем случае, чем конечномерная система, можно
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вспомнить монографию Кэмпбелла [3]. Вырожденные системы уравнений в частных произ-
водных встречаются в различных приложениях: гидродинамике (уравнения Навье-Стокса),
теплотехнике, электротехнике [2], [4].

Более того дескрипторные системы нашли свое применение в технических системах [5],
энергетических системах [6] и робототехники [7].

Наша цель — найти условия, при которых система (1) с условиями типа Шоуолтера раз-
решима.

В случае, когда оператор пучок A ´ λB, при λ достаточно малых по модулю, является
регулярным, то есть оператор Aλ “ pA ´ λBq´1A: domA Ñ E1 имеет число 0 нормальным
собственным числом [8], E1 разлагается в прямую сумму двух подпространств

E1 “ M ‘N, (2)

где N — корневое подпространство для Aλ, M — инвариантно относительно Aλ и такое, что
сужение ĂAλ оператора Aλ на M имеет обратный оператор pĂAλq´1.

Известные свойства фредгольмовского оператора A.
Свойство 1 [9]. Пространства E1 и E2 расщепляются в прямые суммы

E1 “ KerA‘ CoimA,E2 “ ImA‘ CokerA, (3)

где CoimA— прямое дополнение к ядру KerA в E1, CokerA— дефектное подпространство,
dimKerA “ dimCokerA ă 8. Сужение rA оператора A на CoimAXDpAq имеет ограниченный
обратный оператор rA´1.

Вводятся проекторы P0 и Q0 наKerA и CokerA соответственно, отвечающие разложениям
(3), и оператор A´ “ rA´1pI ´ Q0q : ImA Ñ CoimA X DpAq, A´ называемый полуобратным.
Здесь и далее через I обозначен единичный оператор в соответствующем пространстве.

Свойство 2 [10]. Уравнение

Av “ w, v P E1 XDpAq, w P E2, (4)

эквивалентно системе

Q0w “ 0, v “ A´w ` P0v, @P0v P KerAXDpAq.

Первое условие в последней системе является условием корректности уравнения (4).
Свойство 3 [10]. Цепочки Жордана B-присоединенных элементов оператора A имеют

максимальную длину p ă 8, тогда и только тогда, когда оператор Ap обратим (см. [10–12]),

Aj “ Sj´1Pj´1, T0 “ A´
0 B, pA´

0 “ A´q, S0 “ Q0B,

Sj “ QjSj´1Tj´1, Tj “ Tj´1 ´A´
j Sj´1Tj´1, pj “ 1,2, . . . ,pq, (5)

Обозначим A0 “ A, Q0 “ Q, P0 “ P . Операторы Pj и Qj в (5) — это проекторы на KerAj и
CokerAj, соответственно, отвечающие этим разложениям; A´

j “ rA´1
j pQj´1 ´Qjq.

Свойство 4 [10]. Пучок pA ´ λBq регулярен в том и только том случае, когда Dq P N

такое, что оператор Aq обратим. Число p— есть минимальное из таких q.
Число 0 является нормальным собственным числом оператора Aλ, при этом выполняется

(2), где
M “ ty P E1 : Siy “ 0, i “ 0,1,...,p ´ 1u. (6)

Сужение rAλ оператора Aλ на M имеет ограниченный обратный оператор rA´1
λ :

rA´1
λ “ I ´ λTp. (7)
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Свойство 5 [10]. B-присоединённые элементы vi определяются из соотношений

Av1 “ 0, Avi “ Bvi´1, i “ 1,2,...,p, (8)

Srvi “ 0, pr ` iq ă p. (9)

РАСЩЕПЛЕНИЕ УРАВНЕНИЯ

Пусть B “ 1

λ
pλB ´A`Aq, умножение уравнения (1) слева на pA ´ λBq´1 приведет к

Aλ

`BU
Bt ` αU

˘
“ Aλ ´ I

λ

`BU
Bx ` βU

˘
` pA ´ λBq´1

`
C ` fpt,xq

˘
. (10)

Поскольку Aλ имеет число 0 нормальным собственным числом вектор–функция Upt,xq, от-
вечающая разложению (2), принимает вид

Upt,xq “ QU ` PU, (11)

где P — проектор на подпространства N , Q— проектор на M .
Подставив (11) в (10), и учитывая, что подпространства N и M инвариантны относи-

тельно Aλ и что N X M “ t0u, получим, что все слагаемые расщепляются на слагаемые в
подпространствах M и N .

Уравнение расщепляется на уравнения в подпространствах M и N , после подстановки
P pA´ λBq´1CQ “ p0, т. е.

pA´ λBq´1CU “ QpA ´ λBq´1CpPU `QUq ` P pA ´ λBq´1CPU, (12)

где QpA ´ λBq´1CpPU `QUq P M , P pA´ λBq´1CPU P N .
Таким образом, уравнение в подпространстве N принимает вид

AλpBPU
Bt ` αPUq “ G

`BPU
Bx ` βPU

˘
` P pA ´ λBq´1

`
CPU ` f

˘
, (13)

где, G “ Aλ ´ P

λ
, и уравнение в подпространстве M —

rAλ

`BQU
Bt ` αQU

˘
“

rAλ ´Q

λ

`BQU
Bx ` βQU

˘
`QpA ´ λBq´1

`
CU ` f

˘
. (14)

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Уравнение (1) расщепляется на уравнения (13), (14) в подпространствах N и M , при вы-
полнении условия P pA´λBq´1CQ “ p0, каждое из них решается с условиями типа Шоуолтера

Upt,0q “ ψptq P N, (15)

Up0,xq “ ϕpxq P M. (16)

Из (11) следует
PUp0,xq “ p0, PUpt,0q “ ψptq. (17)

QUp0,xq “ ϕpxq, QUpt,0q “ p0. (18)
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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ В КОРНЕВОМ ПОДПРОСТРАНСТВЕ

Решение уравнений (13), (17) лежит в корневом подпространстве. Рассмотрим случай,
когда dimKerA “ 1. Разложим по базису tviu, i “ 1, 2,..., p, т. е.

PUpt,xq “
pÿ

i“1

cipt,xqvi, Pψptq “
pÿ

i“1

ψiptqvi, (19)

rCpt,x,λq “
pÿ

i“1

pÿ

j“1

aijcjpt,xqvi, aij “ 0 @i ą j, aij “ aijpλq P C, (20)

где rCpt,x,λq “ P pA´ λBq´1CPUpt,xq, оператор P pA´λBq´1CP является верхним треуголь-
ным оператором,

pA ´ λBq´1fpt,xq “ F pt,x,λq “
pÿ

i“1

fivi `QF, QF P M,

P pA ´ λBq´1fpt,xq “
pÿ

i“1

fipt,x,λqvi,
(21)

используется следующая формула

Aλvi “ ´
i´1ÿ

k“1

1

λi´k
vk. (22)

Используя (19)–(22), уравнение (13) примет вид

1

λ

pÿ

i“1

Bci
Bx vi “

pÿ

i“2

pBci
Bt ´ 1

λ

Bci
Bx q

i´1ÿ

k“1

1

λi´k
vk `

pÿ

i“1

pÿ

j“1

aijcjvi

`
pÿ

i“1

pα ´ β

λ
qci

i´1ÿ

k“1

1

λi´k
vk ´ β

λ

pÿ

i“1

civi `
pÿ

i“1

fivi.

(23)

Сравнение в этом равенстве коэффициентов при vi с одинаковыми индексами приводит к
соотношениям

Bcp
Bx “

`
λapp ´ βpt,xq

˘
cp ` λfp, (24)

Bci
Bx “ Bci`1

Bt `
`
λaii ´ βpt,xq

˘
ci ` αci`1

`
pÿ

j“i`1

pλaij ´ ai`1jqcj ` pλfi ´ fi`1q.
(25)

Лемма 1. Функции λfp, λfi ´ fi`1, i “ 1, ..., p не зависят от λ.

Доказательство. В силу (21),

pA´ λBq´1fpt,xq “
pÿ

i“1

fivi `QF,

где
QF “ QpA´ λBq´1fpt,xq.
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Отсюда

fpt,xq “
pÿ

i“1

fipA ´ λBqvi ` pA´ λBqQF. (26)

Используя определение vi, из (8) получаем

fpt,xq “
p´1ÿ

i“1

pfi`1 ´ λfiqBvi ´ λfpBvp ` pA ´ λBqQF,

откуда

AQF “ fpt,xq ` λBQF ´
p´1ÿ

i“1

pfi`1 ´ λfiqBvi ` λfpBvp. (27)

В силу свойства (2) соотношение (27) эквивалентно системе

Q0f ` λQ0BQF ´
p´1ÿ

i“1

pfi`1 ´ λfiqQ0Bvi ` pλfpqQ0Bvp “ 0,

QF “ A´f ` λA´BpQF q ´
p´1ÿ

i“1

pfi`1 ´ λfiqA´Bvi

`λfpA´Bvp ` P0pQF q.

(28)

В первом равенстве этой системы λQ0BQF “ λS0QF “ 0 в силу (6). Более того, в силу
свойства (5), Q0Bvi “ S0vi “ 0, для i “ 1,...,p ´ 1. Поэтому первое равенство принимает вид

Q0f ` pλfpqQ0Bvp “ 0,

поскольку Q0f и Q0Bvp не зависят от λ, то и λfp не зависит от λ.
Из второго равенства системы (28) P0pQF q “ 0. Тогда

QF “ λA´BpQF q ´
p´1ÿ

i“1

pfi`1 ´ λfiqA´Bvi `A´f ` λfpA
´Bvp. (29)

Применяя S1 к (29), в силу свойств (4), (5), получим

0 “ pλfp´1 ´ fpqA´BS1vp´1 ` λfpA
´BS1vp.

Но элементы последнего уравнения λfpA
´BS1vp, A´BS1vp´1 не зависят от λ. Поэтому,

pλfp´1 ´ fpq не зависит от λ. Итак, в силу свойств (4), (5), после применения Si к обеим
частям уравнения (29), вытекает, что элементы pλfp´i ´ fp´i`1q, i “ 1,...,p ´ 1, не зависят от
λ. �

Поэтому можно записать λfp и λfi ´ fi`1 вектор–функций P pA´ λBq´1fpt,xq в виде

λfp “ Φppt,xq, λfi ´ fi`1 “ Φipt,xq i “ 1,2,...,p ´ 1. (30)

Лемма 2. Элементы λarr, pλaij ´ ai`1jq, r “ 1,2,...,p, i “ 1,2,..., p´ 1, j “ i` 1, i` 2,..., p,
не зависят от λ.

Доказательство. С учетом уравнения (12), (20), имеем

CU “
pÿ

i“1

pÿ

j“1

aijcjpA ´ λBqvi ` pA ´ λBqdM ,
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aij “ 0 @i ą j, dM “ QpA´ λBq´1CU , отсюда, с силу свойством (5), вытекает

A

ˆ pÿ

i“2

pÿ

j“1

paij ´ λai´1jqcjvi ` dM

˙
“ CU ` λappcpBvp ` λBdM . (31)

В силу свойства (2), соотношение (31) эквивалентно системе

Q0CU ` λappcpQ0Bvp ` λQ0BdM “ 0,
pÿ

i“2

pÿ

j“1

paij ´ λai´1jqcjvi “ A´CU ` λappcpA
´Bvp ´GM ,

(32)

GM “ dM ´ λA´BdM ´ P0

` pÿ

i“2

pÿ

j“1

paij ´ λai´1jqcjvi ` dM
˘
.

В первом равенстве системы (32), Q0BdM “ S0dM “ 0 в силу свойства (4) подпространства
M , и поскольку Q0CU , Q0Bvp не зависят от λ, то и λapp не зависит от λ.

В силу свойства (4), P0dM “ 0, тогда во втором равенстве системы (32)

GM “ dM ´ λA´BdM ´ P0

pÿ

i“2

pÿ

j“1

paij ´ λai´1jqcjvi.

Применим к этому равенству слева A, получим

AGM “ pA ´ λBqdM , (33)

откуда dM “ AλGM .
Теперь второе равенство в системе (32) можно записать

pÿ

i“2

pÿ

j“1

paij ´ λai´1jqcjvi “ ´GM ` qpt,xq, (34)

где qpt,xq “ A´CU ` λappcpA
´Bvp не зависит от λ.

Теперь применив к обеим частям уравнения (34) слева S0, с учетом свойства (5), получим

`
´ λap´1p´1cp´1 ` papp ´ λap´1pqcp

˘
S0vp “ ´S0GM ` S0qpt,xq, (35)

с учетом свойства (4) S0GM “ 0, S0qpt,xq не зависит от λ, и поскольку элемент S0vp не зависит
от λ, в результате ´λap´1p´1cp´1 ` papp ´ λap´1pqcp не зависит от λ; но cp, cp´1 не зависит от
λ, поэтому элементы λap´1p´1, papp ´ λap´1pq не зависят от λ.

После применении S1 слева для уравнения (34), с учетом свойств (4), (5), вытекает, что
элементы λap´2p´2, pap´1p´1 ´ λap´2p´1q, pap´1p ´ λap´2pq не зависят от λ.

Тогда, после применении Si, i “ 1,2,...,p ´ 2 слева для уравнения (34), с учетом свойств
(4), (5), находим, что элементы λap´i´1p´i´1, pap´ip´j ´ λap´i´1p´jq, j “ 0,1,...,i, не зависят
от λ. �

На основании леммы 2 мы можем допустить

λarr “ γr, p´λaij`1 ` ai`1j`1q “ ´ζij`1, (36)

где γr, ζij`1 — числа, r “ 1,...,p, i “ 1,...,p ´ 1, j “ i,...,p ´ 1.
На основании (30) и (36), система (24), (25), имеет вид

Bcp
Bx “

`
γp ´ βpt,xq

˘
cp ` Φp, (37)
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Bci
Bx “ Bci`1

Bt `
`
γi ´ βpt,xq

˘
ci ` αci`1 `

pÿ

j“i`1

ζijcj ` Φi, (38)

де i “ 1,...,p ´ 1.

Уравнения (37), (38) решаются с условиями

cipt,0q “ ψiptq, cipt,0q “ 0, (39)

откуда, решение уравнения (37) с условием cipt,0q “ ψiptq, имеет вид

cppt,xq “
ż x

0

exp

ˆ ż x

τ

`
γp ´ βpt,sq

˘
ds

˙
Φppt,τqdτ ` exp

ˆ ż x

0

`
γp ´ βpt,sq

˘
ds

˙
ψpptq, (40)

отсюда следует, что cppt,xq принимает вид (40) при выполнении условия cppt,0q “ 0, т. е.

0 “
ż x

0

exp

ˆ ż x

τ

`
γp ´ βp0,sq

˘
ds

˙
Φpp0,τqdτ ` exp

ˆ ż x

0

`
γp ´ βp0,sq

˘
ds

˙
ψpp0q. (41)

Затем подставляем (40) в (38) с i “ p ´ 1, получим cp´1pt,xq. Этот процесс повторяется для
i “ p´ 2, p ´ 3, ...., 1, и находятся все элементы cipt,xq.

Решение уравнения (38) с условием cipt,0q “ ψiptq для i “ 1,...,p ´ 1, имеет вид

cipt,xq “
ż x

0

exp
` ż x

τ

βipt,sqds
˘
zipt,τqdτ ` exp

` ż x

0

βipt,sqds
˘
ψiptq, (42)

где,
βipt,sq “ γi ´ βpt,sq,

zipt,τq “ Bci`1

Bt pt,τq ` αpt,τqci`1pt,τq `
pÿ

j“i`1

ζijcjpt,τq ` Φipt,τq.

Также cipt,xq, для i “ 1,...,p ´ 1 принимает вид (42) при выполнении условия cipt,0q “ 0, т.е.

0 “
ż x

0

exp
` ż x

τ

βip0,sqds
˘
zip0,τqdτ ` exp

` ż x

0

βip0,sqds
˘
ψip0q, (43)

Пусть теперь dimKerA “ n ą 1. Из свойства (3) p— максимальная длина цепочек B-
присоединенных элементов для оператора A. Операторы Aj : KerAj´1 Ñ CokerAj´1 — конеч-
номерные операторы с соответствующими квадратными матрицами, следовательно, являют-
ся фредгольмовыми операторами, тогда

KerAj´1 “ CoimAj ‘KerAj,

CokerAj´1 “ ImAj ‘ CokerAj, j “ 1,2,3, . . . ,p ´ 1.
(44)

Обозначим длину B-жордановой цепочки элемента из CoimAj через pj:

pj ą pj`1.

Введем обозначения: dimKerA “ n, N — есть прямая сумма подпространств Nj, j “ 1,2,...,n,
P “ řn

j“1 Pj , Pj — проектор в N на Nj “ lintvji u, tvji u — элементы B-жордановых цепочек к

элементам v
j
1 ядра оператора A, то есть

Av
j
1 “ 0, Av

j
i “ Bv

j
i´1, j “ 2,...,pj ,

и уравнения Az “ Bvpj неразрешимы относительно z.
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Из (9) находим
Srv

j
i “ 0, r “ 0,1,...,p ´ 1, r ` i ă p.

Согласно (19)–(21)

PUpt,xq “
nÿ

j“1

pjÿ

i“1

c
j
i pt,xqvji , Pψptq “

nÿ

j“1

pjÿ

i“1

ψ
j
i ptqvji ,

P pA´ λBq´1fpt,xq “
nÿ

j“1

pjÿ

i“1

f
j
i pt,xqvji ,

P pA ´ λBq´1CPU “
nÿ

j“1

pjÿ

i“1

pjÿ

k“1

a
j
ikc

j
kpt,xqvji .

(45)

a
j
ik “ 0 @i ą k, a

j
ik “ a

j
ikpλq P C.

Аналогично, задача (13), решается с условиями

c
j
i pt,0q “ ψ

j
i ptq, c

j
i p0,xq “ 0, i “ 1,2,...,pj , j “ 1,...,n, (46)

и решение принимает вид

cjpj pt,xq “
ż x

0

exp

ˆ ż x

τ

`
γjpj ´ βpt,sq

˘
ds

˙
Φj
pj

pt,τqdτ ` exp

ˆ ż x

0

`
γjpj ´ βpt,sq

˘
ds

˙
ψj
pj

ptq, (47)

c
j
i pt,xq “

ż x

0

exp
` ż x

τ

β
j
i ds

˘
z
j
i pt,τqdτ ` exp

` ż x

0

β
j
i ds

˘
ψ
j
i ptq, (48)

i “ 1,...,pj ´ 1, j “ 1,...,n, где

λf jpj “ Φj
pj

pt,xq, λf
j
i ´ f

j
i`1 “ Φ

j
i pt,xq,

β
j
i “ β

j
i pt,sq “ γ

j
i ´ βpt,sq,

z
j
i pt,τq “

Bcji`1

Bt pt,τq ` αpt,τqcji`1pt,τq `
pjÿ

k“i`1

ζ
j
ikc

j
kpt,τq ` Φ

j
i pt,τq,

λajrr “ γjr , p´λajik`1 ` a
j
i`1k`1q “ ´ζjik`1,

где γjr , ζ
j
ik`1 P C, r “ 1,...,pj , i “ 1,...,pj ´ 1, k “ i,...,pj ´ 1.

Имеем

0 “
ż x

0

exp

ˆ ż x

τ

`
γjpj ´ βp0,sq

˘
ds

˙
Φj
pj

p0,τqdτ ` exp

ˆ ż x

0

`
γjpj ´ βp0,sq

˘
ds

˙
ψj
pj

p0q, (49)

0 “
ż x

0

exp
` ż x

τ

β
j
i p0,sqds

˘
z
j
i p0,τqdτ ` exp

` ż x

0

β
j
i p0,sqds

˘
ψ
j
i p0q, (50)

i “ 1,...,pj ´ 1, j “ 1,...,n.
Лемма 3. Если dimKerA “ n ą 1, и оператор P pA ´ λBq´1C действующий на подпро-

странство N является верхним треугольным оператором, и fpt,xq непрерывно дифферен-
цируема p ´ 1 раз по t и x, и ψptq — непрерывно дифференцируема p ´ 1 раз. Тогда решение
задачи p13q с условием p17q существует, единственно, не зависит от λ, определяется из
соотношений p47q, p48q при выполнении согласование условия p49q, p50q.
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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ В ПОДПРОСТРАНСТВЕ M

За счёт обратимости оператора Aλ на подпространстве M уравнение (14) принимает вид

BQUpt,xq
Bt ` αQUpt,xq “ Q´ ĂAλ

´1

λ

`BQUpt,xq
Bx ` βQUpt,xq

˘
` hpt,xq, (51)

hpt,xq “ H
`
CU ` fpt,xq

˘

H “ ĂAλ

´1
QpA ´ λBq´1,

HCU “ ĂAλ

´1
QpA ´ λBq´1C

`
QU ` PU

˘
,

в правой части выражения HCU , элемент PU является решением задачи в корневом под-
пространстве, в силу леммы 3, PU не зависит от λ, поэтому из (11) решение в M —QU не
зависит от λ; так как Upt,xq не зависит от λ.

Из свойства (3) и (4) оператор уравнения (51),
Q´ ĂAλ

´1

λ
“ Tp, не зависит от λ.

Лемма 4. Оператор H “ ĂAλ

´1
QpA´ λBq´1 не зависит от λ.

Доказательство. Все слагаемые уравнения (51) не зависят от λ, кроме hpt,xq “ H
`
CU `

fpt,xq
˘
, но CU и fpt,xq не зависят от λ; отсюда вытекает, что H не зависит от λ.�

Уравнение (51) разрешимо, если операторы ĂAλ

´1
и ĂAλ

´1
QpA ´ λBq´1CQ коммутируют.

Лемма 5. Если операторы QpA ´ λBq´1CQ и QpA ´ λBq´1AQ коммутируют, то ком-

мутируют и ĂAλ

´1
и ĂAλ

´1
QpA ´ λBq´1CQ.

QpA ´ λBq´1CQ “ QpA ´ λBq´1CQĂAλ
ĂAλ

´1
.

Операторы QpA´ λBq´1CQ и QpA ´ λBq´1AQ коммутируют, поэтому,

QpA ´ λBq´1CQ “ ĂAλQpA´ λBq´1CQĂAλ

´1
,

умножение последнего уравнения на pĂAλ

´1q2 нам дает требуемое

ĂAλ

´1 ĂAλ

´1
QpA ´ λBq´1CQ “ ĂAλ

´1
QpA ´ λBq´1CQĂAλ

´1
.�

Пусть
ĂAλ

´1
QpA´ λBq´1

`
CPU ` fpt,xq

˘
“ rhpt,xq.

Тогда, уравнение (51) эквивалентно

BQUpt,xq
Bt ` LQUpt,xq “ Tp

BQUpt,xq
Bx ` rhpt,xq. (52)

L “ Lpt,xq “ αpt,xqQ ´ βpt,xqTp ´HQ.

Решение задачи в M подпространстве является решением уравнения (52) с условием (18).
Решение уравнения (52) с QUp0,xq “ ϕpxq таково:

QUpt,xq “ exp

ˆ
´

ż t

0

Lps,D1qds
˙
ϕpD2q `

ż t

0

exp

ˆż τ

t

Lps,D1qds
˙

rhpτ,D3qdτ, (53)
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где D1 “ pt´ sqTp ` xQ, D2 “ tTp ` xQ, D3 “ pt´ τqTp ` xQ,

Lps,D1q “ ´1

2πi

¿

Γ

´
pt´ sqTp ` px ´ µqQ

¯´1

Lps,µqdµ,

ϕpD2q “ ´1

2πi

¿

Γ

´
tTp ` px´ µqQ

¯´1

ϕpµqdµ,

rhpτ,D3q “ ´1

2πi

¿

Γ

´
pt ´ τqTp ` px´ µqQ

¯´1rhpτ,µqdµ,

Γ— замкнутый спрямляемый жорданов контур, такой, что область, которую он ограничи-
вает, содержит спектры ограниченных операторов D1, D2 и D3. Итак, получен следующий
результат.

Лемма 6. Пусть P pA´λBq´1CQ “ 0, и выполнены условия пятой леммы. Тогда решение
QUpt,xq уравнения p14q с условием p18q с аналитической вектор-функций ϕpxq, существует,
и имеет вид (53), при выполнении условия

0 “ exp

ˆ
´

ż t

0

Lps, rD1qds
˙
ϕp rD2q `

ż t

0

exp

ˆż τ

t

Lps, rD1qds
˙

rhpτ, rD3qdτ, (54)

где rD1 “ pt´ sqTp, rD2 “ tTp, rD3 “ pt´ τqTp,

Lps, rD1q “ ´1

2πi

¿

Γ

´
pt´ sqTp ´ µQ

¯´1

Lps,µqdµ,

ϕp rD2q “ ´1

2πi

¿

Γ

´
tTp ´ µQ

¯´1

ϕpµqdµ,

hpτ, rD3q “ ´1

2πi

¿

Γ

´
pt ´ τqTp ´ µQ

¯´1

hpτ,µqdµ.

На основании результатов, полученных ранее, справедлива следующая теорема.
Теорема 1. Если оператор пучок pA ´ λBq обратим и выполнены леммы (3) и (6), то

решение задачи (1) с условиями (17), (18) существует, единственно и определяется по
формулами (11), (45), (47), (48) и (53), когда применяются условия (49), (50) и (54).

Пример 1. В пространстве ℓ2 решается задача для системы
$
’’’’’’’’’&
’’’’’’’’’%

0 “ BU3

Bx `
`
β ` 1

˘
U3pt,xq,

BU2

Bt `
`
α ´ 1

˘
U2 “

8ÿ

i“1

p´1qi`1

i

`BUi`3

Bx ` βUi`3

˘
,

BU3

Bt `
`
α ´ 1

˘
U3 “ BU1

Bx ` BU2

Bx ` β
`
U1 ` U2

˘
,

BUj

Bt `
`
α ´ 1

˘
Uj “ BUj

Bx ` BUj`1

Bx ` β
`
Uj ` Uj`1

˘
,

(55)

j “ 4, 6, ..., с условиями QUp0,xq “ ϕpxq, PUpt,0q “ ψptq, допустим, что ϕpxq и ψptq аналити-
ческие функции.

Пучок A ´ λB регулярен, так как цепочка v1, v2, ..., такая, что Av1 “ 0, Avi “ Bvi´1, i “
2, 3, ..., конечна. Действительно, v1 “ p1, 0, 0,0, ...q, v2 “ p0,0,1,0,...q и v3 не существует. Следо-
вательно dimN “ 2.
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Пространство ℓ2 разлагается в прямую сумму двух подпространств ℓ2 “ M `N , т. е.
¨
˚̊
˚̊
˝

U1

U2

U3

U4

. . .

˛
‹‹‹‹‚

“

¨
˚̊
˚̊
˝

c1 ` c2
0

c3
0

. . .

˛
‹‹‹‹‚

`

¨
˚̊
˚̊
˝

´U2M

U2M

0

U4M

. . .

˛
‹‹‹‹‚
. (56)

Q “

¨
˚̊
˚̊
˝

0 ´1 0 0 0 0 .....

0 1 0 0 0 0 .....

0 0 0 0 0 0 .....

0 0 0 1 0 0 .....

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .....

˛
‹‹‹‹‚
, P “

¨
˚̊
˚̊
˝

1 1 0 0 0 .....

0 0 0 0 0 .....

0 0 1 0 0 .....

0 0 0 0 0 .....

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

˛
‹‹‹‹‚
,

QpA´ λBq´1CP “ p0.
Система в N с p “ 2,

$
’’’&
’’’%

Bc3
Bx ` pβ ` 1qc3 “ 0,

Bpc1 ` c2q
Bx ` βpc1 ` c2q “ Bc3

Bx ` αc3,

(57)

решается с условиями
c3pt,0q “ ψ3ptq,

`
c1 ` c2

˘
pt,0q “ ψ1ptq,

откуда,
c3pt,xq “ e´xψ3ptq, (58)

pc1 ` c2q “
ż x

0

exp

ˆ ż τ

x

βpt,sqds
˙ˆBc3pt,τq

Bτ ` αc3pt,τq
˙
dτ

`exp
ˆ

´
ż x

0

βpt,sqds
˙
ψ1ptq,

(59)

где
Bc3pt,τq

Bτ “ ´ψ3ptqexp
ˆ

´
ż x

0

`
βpt,sq ` 1

˘
ds

˙ˆ ż x

0

B
`
βpt,sq ` 1

˘

dx
ds` βpt,xq ` 1

˙

rhpt,xq “ 0, поэтому задачи в M решается с условиями UiM p0,xq “ ϕipxq, i “ 2,4,5,..., решение
принимает вид

QUpt,xq “ exp

ˆ
´

ż t

0

Lps,D1qds
˙
ϕpD2q. (60)

ż t

0

Lps,D1qds “ W pt,xq “

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˝

0 ´w22 0 ´w24 ´w25 ´w26 . . .

0 w22 0 w24 w25 w26 . . .

0 0 0 0 0 0 . . .

0 0 0 w44 w45 w46 . . .

0 0 0 0 w44 w45 . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

˛
‹‹‹‹‹‹‚
,

где,

w22 “
ż t

0

´1

2πi

¿

Γ

αps,µq ´ 1

x´ µ
dµds, w24 “

ż t

0

´1

2πi

¿

Γ

´βps,µq
x´ µ

` α´ β ´ 1

x´ µ
b4dµds,

w2i “
ż t

0

´1

2πi

¿

Γ

p´1qi`1βps,µq
pi ´ 3qpx ´ µq ´ βps,µq

x´ µ
bi´1 ` α´ β ´ 1

x´ µ
bidµds, i “ 5,6,...
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b4 “ ´pt´ sq
t´ s` x´ µ

, bi “ p´1qi`1
i´3ÿ

j“1

p´b4qj
i ´ 2 ´ j

, i “ 5,6,...

w44 “
ż t

0

´1

2πi

¿

Γ

αps,µq ´ βps,µq ´ 1

t´ s` x´ µ
dµds,

w4i “
ż t

0

´1

2πi

¿

Γ

p´1qi
ˆ

βpt´ sqi´4´1

pt ´ s` x´ µqi´4
` pα ´ β ´ 1qpt ´ sqi´4

pt´ s` x´ µqi´4`1

˙
dµds

где i “ 5,6,7,...

ϕpD2q “

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̋

´ϕ2pxq ´
8ÿ

j“0

8ÿ

i“j`4

p´1qi`1

i´ j ´ 3

ˆ
ϕipxq ´ pt´ sqj

j!
ϕ

pjq
i pt ´ s` xq

˙

ϕ2pxq `
8ÿ

j“0

8ÿ

i“j`4

p´1qi`1

i´ j ´ 3

ˆ
ϕipxq ´ pt ´ sqj

j!
ϕ

pjq
i pt´ s` xq

˙

0
8ÿ

j“0

p´tqj
j!

ϕ
pjq
4`jpt` xq

8ÿ

j“0

p´tqj
j!

ϕ
pjq
5`jpt` xq

8ÿ

j“0

p´tqj
j!

ϕ
pjq
6`jpt` xq

. . .

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‚

.

QUpt,xq “ exp

ˆ
´W pt,xq

˙
ϕpD2q. (61)

Тогда
Upt,xq “ QUpt,xq ` PUpt,xq, (62)

PUpt,xq “

¨
˚̊
˚̊
˝

`
c1 ` c2

˘
pt,xq

0

c3pt,xq
0

. . .

˛
‹‹‹‹‚

,
`
c1 ` c2

˘
pt,xq и c3pt,xq принимают виды (59), (58) соответственно.
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