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Аннотация. Если функция имеет разрыв 1-го рода, а члены ряда Фурье является
непрерывными функциями, то в точке разрыва по поводу сходимости частных сумм ряда
Фурье носит особый характер.

Так как интерполяционный полином Лагранжа по корням полиномов Чебышева ве-
дут в некотором смысле аналогичным образом как ряды Фурье для некоторых классов
функций, то естественно изучить явление Гиббса в окрестности точек разрыва 1-го рода.

В данной работе мы доказываем наличие явления Гиббса для интерполяционного
полинома Лагранжа, построенного по корням полиномов Чебышева для функции fpxq “
signpx´ x0q (в любой точке x P p´1, 1q.

Ключевые слова: ряд Фурье, явление Гиббса, полином Лагранжа, полином Чебы-
шева, сумма ряда.

THE GIBBS PHENOMENON FOR POLYNOMIAL
INTERPOLATION OF LAGRANGE ON THE ROOTS OF

CHEBYSHEV POLYNOMIALS
A. G. Balamirzoev, S. A. Agakhanov, G. S. Ragimkhanova

Abstract. If the function has a discontinuity of the 1st kind and the terms of the Fourier
series are continuous functions, then at the discontinuity point about the convergence of the
partial sums of the Fourier series is of a special nature.

Since the Lagrange interpolation polynomial in the roots of Chebyshev polynomials leads
in some sense in the same way as the Fourier series for some classes of functions, it is natural
to study the Gibbs phenomenon in the vicinity of discontinuity points of the 1st kind.

In this paper we prove the presence of the Gibbs phenomenon for the Lagrange interpolation
polynomial constructed from the roots of Chebyshev polynomials for the function fpxq “
signpx´ x0q (at any point x P p´1,1q.

Keywords: Fourier series, Gibbs phenomenon, Lagrange polynomial, Chebyshev
polynomial, series sum.

ВВЕДЕНИЕ

Как известно из анализа, если функциональный ряд из непрерывных функций равномерно
сходится на некотором отрезке, то предельная функция является непрерывной функцией на
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этом же отрезке. В конце ХIХ века на частном примере тригонометрического ряда Гиббсом
(J. W. Gibbs) [1–5] было отмечено явление известное сейчас под названием явление Гибб-
са. Это явление состоит в следующем. Если взять ряд Фурье функции fpxq, определяемой
равенствами

fp´πq “ fp0q “ fpπq “ 0;

fpxq “ ´π

2
, ´π ă x ă 0;

fpxq “ π

2
, 0 ă x ă π,

т. е. ÿ

ν

1

2ν ´ 1
sinp2ν ´ 1qx, p1q

и обозначим через Snpxq сумму первых n членов ряда (1), тогда для любого x P r´π,πs будет

lim
nÑ8

Snpxq “ fpxq;

однако

lim
xÑ0`0,nÑ8

Snpxq ą π

2
.

Известны теоремы В. И. Крылова о поведении интерполяционных полиномов Лагранжа по
корням полиномов Чебышева для функции имеющиеся на отрезке r´1,1s ограниченную ва-
риацию последовательность интерполяционных полиномов Лагранжа по корням полиномов
Чебышева ведут аналогичным образом, как ряды Фурье для непрерывной функции.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть xpnq
k “ cos θ

pnq
k pθpnq

k “ 2k ´ 1

2n
π, 1 ď k ď πq нули Чебышева Tnpxq “ cospn ¨ arccos xq.

Обозначим через Lnpf,xq интерполяционный полином Лагранжа по узлам x
pnq
k для функции

fpxq, т. е.

Lnpf ;xq “
nÿ

k“1

fpxpnq
k q ¨ Tnpxq

px ´ x
pnq
k q ¨ Tnpxpnq

k q
.

Пусть

f0pxq “

$
&
%

´1, ´1 ď x ă x0,

0, x “ x0,

1, x0 ă x ď 1.

где x0 P p´1, 1q фиксированная точка.
Наша цель, показать, что Lnpfn;xq дает явление Гиббса в точке x0, т.е.

lim
xÑ0`0
nÑ8

“ Lnpf0;xq
f0pxq ą 0.

Доказательство. Будем различать два случая: 1-й случай x0 P p0, 1q (случай ´1 ă x ă 0

рассматривается аналогично); 2-й случай x0 “ 0.

1 случай. Пусть 0 ă x0 ă 1 и x0 “ cos θ0. Пока будем считать, что x0 ‰ x
pnq
k p1 ď k ď nq;

pn “ 1, 2, 3, . . .q. Допустим, что xpnq
k0`1 ă x0 ă x

pnq
k0

.

Положим xn “ cos θn, где θn “
θ

pnq
k0´1

` θ
pnq
k0

2
.
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Тогда

Lnpf0, xnq “ Tnpxnq

$
&
%

k0ÿ

1

1´
xn ´ x

pnq
k

¯
T

1
n

´
x

pnq
k

¯ ´
nÿ

k0`1

1´
xn ´ x

pnq
k

¯
T

1
n

´
x

pnq
k

¯

,
.
-

Так как

T
1
n

´
x

pnq
k

¯
“ n ¨

sin
´
n ¨ arccos xpnq

k

¯

b
1 ´ x

pnq2
k

“ n ¨
sinp2k ´ 1qπ

2

sin θ
pnq
k

“ n
p´1qk`1

sin θ
pnq
k

,

то

Lnpf0, xnq “ cosnθn

n

#
k0ÿ

1

p´1qk`1 sin θ
pnq
k

cos θn ´ cos θ
pnq
k

´
nÿ

k0`1

p´1qk`1 sin θ
pnq
k

cos θn ´ cos θ
pnq
k

+
.

Положим для краткости

A
pnq
k “ sin θ

pnq
k

cos θn ´ cos θ
pnq
k

и будем считать, что для определенности k0 “ 2 ¨N четным числом. Тогда будем иметь

Lnpf0,xnq “ cosnθn

n

#
2Nÿ

1

p´1qk`1A
pnq
k ´

nÿ

2N`1

p´1qk`1A
pnq
k

+
“

“ cosnθn

n

#
Nÿ

k“1

pApnq
2k´1

´An
2kq `

nÿ

k0`1

pApnq
2k ´A

pnq
2k´1

q ´Apnq
n

+
,

где m “ rn
2

s и при n четном в последней строке слагаемое Apnq
n надо опустить. Так как

θn “
θ

pnq
k0´1

` θ
pnq
k0

2
“ k0 ´ 1

n
π,

то cosnθn “ p´1qk0´1 “ ´1 поскольку k0 — четное число.
С другой стороны

A2k´1 ´A2k “
sin θ

pnq
2k´1

cos θn ´ cos θ
pnq
2k´1

´ sin θ
pnq
2k

cos θn ´ cos θ
pnq
2k

“

“

´
sin θ

pnq
2k´1 ´ sin θ

pnq
2k

¯
cos θn `

´
sin θ

pnq
2k cos θ

pnq
2k´1 ´ sin θ

pnq
2k´1 cos θ

pnq
2k

¯

´
cos θn ´ cos θ

pnq
2k´1

¯ ´
cos θn ´ cos θ

pnq
2k

¯ “

“

´
sin θ

pnq
2k´1 ´ sin θ

pnq
2k

¯
cos θn ` sin π

n´
cos θn ´ cos θ

pnq
2k´1

¯ ´
cos θn ´ cos θ

pnq
2k

¯ “ J
p1q
k

J
p2q
k

Поэтому

Lnpf0,xnq “ ´ 1

n

#
Nÿ

1

J
p1q
k

J
p2q
k

´
mÿ

N`1

J
p1q
k

J
p2q
k

´Apnq
n

+
.

Далее имеем

J
p1q
k “ 2 cos

θ
pnq
2k´1 ` θ

pnq
2k

2
sin

´
´ π

m

¯
cos θn ` sin

π

n
“ O

ˆ
1

n

˙
,
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где Op1q — абсолютная величина постоянная (вообще всюду) в дальнейшем Op1q либо абсо-
лютная постоянная, либо зависит только от x0.

Поэтому, положив ν “ rn
4

s получим

mÿ

v`1

J
p1q
k

J
p2q
k

´Apnq
n “ Opn´1q

#
mÿ

v`1

1

|J
p2q
k |

` |Apnq
n |

+
.

Отсюда, воспользовавшись тем, что для всех v ` 1 ď k ď m (равномерно) J p2q
k “ pxn ´

x
pnq
2k qpxn´xpnq

2k´1
q ě x2n ě x20 (поскольку xpnq

2k ď 0, x
pnq
2k´1

ď 0) и, кроме того, Apnq
n “ Op1q получим

mÿ

v`1

J
p1q
k

J
p2q
k

´Apnq
n “ O

ˆ
1

n

˙
tpm´ vq ` 1u “ Op1q.

Поэтому

Lnpf0, xnq “ ´ 1

n

#
Nÿ

1

J
p1q
k

J
p2q
k

´
vÿ

N`1

J
p1q
k

J
p2q
k

`O

ˆ
1

n

˙
.

+

Применение формулы Тейлора к разности sin θ
pnq
2k´1 ´ sin θ

pnq
2k дает для J p1q

k

J
p1q
k “ sin

π

n
` cos θn

ˆ
cos θ

pnq
2k

´
θ

pnq
2k´1 ´ θ

pnq
2k

¯
`O

ˆ´
θ

pnq
2k´1 ´ θ

pnq
2k

¯2
˙˙

“

“ sin
π

n
´ π

n
cos θn cos θ

pnq
2k `O

ˆ
1

n2

˙
“

“ π

n
`O

ˆ
1

n3

˙
´ π

n
cos θn cos θ

pnq
2k `O

ˆ
1

n2

˙
“ π

n

´
1 ´ cos θn cos θ

pnq
2k

¯
`O

ˆ
1

n2

˙
.

Но
1 ´ cos θn cos θ

pnq
2k “ 1 ´ cos2 θn ` cos θn

´
cos θn ´ cos θ

pnq
2k

¯
“

“ sin2 θn ` 2 cos θn ¨ sin θn ` θ
pnq
2k

2
sin

θ
pnq
2k ´ θn

2
“ sin2 θn `O

´
|θpnq

2k ´ θn|
¯
.

Поэтому

J
p1q
k “ π

2
sin2 θn `O

˜
|θpnq

2k ´ θn|
n

` 1

n2

¸
“ π

n
sin2 θn `O

˜
|θpnq

2k ´ θn|
n

¸

Так как 2π
n

|t| ă | sin t| ă |t| для |t| ď π
n
, то для этих же t будет 1

sin t
´ 1

t
“ Op|t|q, поэтому

!
J

p2q
k

)´1

“
#
4 sin

θn ` θ
pnq
2k´1

2
sin

θ
pnq
2k´1

´ θn

2
sin

θn ` θ
pnq
2k

2
sin

θ
pnq
2k ´ θn

2

+´1

“

“
#
2

´
θ

pnq
2k ´ θn

¯
sin

θn ` θ
pnq
2k´1

2
sin

θ
pnq
2k´1 ´ θn

2
sin

θn ` θ
pnq
2k

2

+´1

“ O

˜ˇ̌
ˇ̌
ˇ
θ

pnq
2k ´ θn

θ
pnq
2k´1

´ θn

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

¸
.

Здесь мы воспользовались еще тем, что

sin
θn ` θ

pnq
2k´1

2
sin

θn ` θ
pnq
2k

2
ě sin2

θn

2
для 1 ď k ď v. (1)

Применение еще раз аналогичного рассуждения дает

!
J

p2q
k

)´1

“
#´

θ
pnq
2k ´ θn

¯ ´
θ

pnq
2k´1 ´ θn

¯
sin

θn ` θ
pnq
2k´1

2
sin

θn ` θ
pnq
2k

2

+´1

`
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`O

#˜ˇ̌
ˇ̌
ˇ
θ

pnq
2k ´ θn

θ
pnq
2k´1 ´ θn

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

¸
`

˜ˇ̌
ˇ̌
ˇ
θ

pnq
2k´1 ´ θn

θ
pnq
2k ´ θn

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

¸+
.

Заметим, наконец, что

sin
θn ` θ

pnq
2k´1

2
sin

θn ` θ
pnq
2k

2
“ sin2

θn ` θ
pnq
2k

2
`O

ˆ
1

n

˙
“

“ 1

2

´
1 ´ cos

´
θn ` θ

pnq
2k

¯¯
`O

ˆ
1

n

˙
“

“ 1

2

!
1 ´ cos 2θn `

´
cos 2θn ´ cos

´
θn ` θ

pnq
2k

¯¯)
`O

ˆ
1

n

˙
“

“ sin2 θn `O

ˆˇ̌
ˇθn ´ θ

pnq
2k

ˇ̌
ˇ ` 1

n

˙
“ sin2 θn `O

´ˇ̌
ˇθn ´ θ

pnq
2k

ˇ̌
ˇ
¯
.

Отсюда, с учетом выражения (1), следует

!
J

p2q
k

)´1

“
!´
θ

pnq
2k ´ θn

¯ ´
θ

pnq
2k´1

´ θn

¯
sin2 θn

)´1

`

`O

#ˇ̌
ˇ̌
ˇ
θ

pnq
2k ´ θn

θ
pnq
2k´1 ´ θn

ˇ̌
ˇ̌
ˇ `

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
θ

pnq
2k´1 ´ θn

θ
pnq
2k ´ θn

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ` 1

|θpnq
2k ´ θn|

+
.

Так как
1

2
ă

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
θ

pnq
2k´1

´ θn

θ
pnq
2k ´ θn

ˇ̌
ˇ̌
ˇ “

ˇ̌
ˇ̌4k ´ 2k0 ´ 1

4k ´ 2k0 ` 1

ˇ̌
ˇ̌ ă 2 для 1 ď k ď v,

то !
J

p2q
k

)´1

“ 4n2

π2p4k ´ 2k0 ` 1qp4k ´ 2k0 ´ 1q sin2 θn
`O

ˆ
n

|4k ´ 2k0 ´ 1|

˙
. (2)

Отсюда, в частности, следует

!
J

p2q
k

)´1

“ O

ˆ
n2

|4k ´ 2k0 ´ 1|

˙
.

Поэтому вклад остаточного члена для J p1q
k дает для разности

Nÿ

1

J
p1q
k

J
p2q
k

´
vÿ

N`1

J
p1q
k

J
p2q
k

величину порядка

Op1q
vÿ

1

n2

p4k ´ 2k0 ´ 1q2 ¨ p4k ´ 2k0 ´ 1q
n2

“ Oplnnq.

Итак, окончательно, имеем

Lnpf0, xnq “ ´ 1

n

#
Nÿ

1

π sin2 θn

nJ
p2q
k

´
vÿ

N`1

π sin2 θn

nJ
p2q
k

+
`O

ˆ
lnn

n

˙
.

Остаточный член в формуле (2) дает для Lnpf0, xnq тоже величину порядка

Op1q
vÿ

1

1

n
¨ n

|4k ´ 2k0 ´ 1| “ O

ˆ
lnn

n

˙
.
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Следовательно,

Lnpf0, xnq “ ´ 4n

nπ

#
Nÿ

1

1

p4k ´ 2k0 ` 1qp4k ´ 2k0 ´ 1q´

´
vÿ

N`1

1

p4k ´ 2k0 ` 1qp4k ´ 2k0 ´ 1q

+
`O

ˆ
lnn

n

˙
“

“ ´ 4

π

#
´1 `

N´1ÿ

1

1

p16k2 ´ 1q ´
v´Nÿ

N`1

1

p16k2 ´ 1q

+
`O

ˆ
lnn

n

˙
.

Так как, в силу неравенств kpnq
k0`1 ă xn ă x

pnq
k0

, k0 “ θ0
π
n` λ, |λ| ď 1

2
, то

v ´N “
”n
4

ı
´ 1

2
k0 “ n

2
´ λ1 ´ θ0

2π
n´ 1

2
λ “

ˆ
1

2
´ θ0

π

˙
n

2
´ λ1 ´ λ

1
,

где 0 ď λ1 ă 1.
Поскольку θ0 ă π

2
, то для n Ñ 8 будет v ´N Ñ 8.

Поэтому

limLnpf0, xnq “ 4

π
ą 1,

ибо для N ´ 1 ą v ´N (случай N ´ 1 ď v ´N рассматривается аналогично)

N´1ÿ

1

1

p4kq2 ´ 1
´

v´Nÿ

N`1

1

p4kq2 ´ 1
“

N´1ÿ

v`1

1

p4kq2 ´ 1
“ O

ˆ
1

n

˙
.

В самом начале работы, мы считали, что x0 ‰ x
pnq
k для (1 ď k ď n); (n “ 1, 2, . . .).

Очевидно, что существует бесконечная последовательность n1 ă n2 ă . . . такая, что x0 ‰ x
pniq
k

для и i “ 1, 2, . . ., ибо в противном случае было бы x0 “ x
pnq
k при n ě N и некоторых k “ kpnq,

т. е. θ0
π

“ 2kpnq´1

2n
, что возможно только при θ0

π
рациональном.

Если же интерполяционный полином Лагранжа дает явление Гиббса во всех иррацио-
нальных точках, то из всюду плотности множества иррациональных чисел во множестве
действительных чисел следует наличие явления Гиббса и в любом рациональной точке.

2-й случай. Пусть x0 “ 0. Тогда положив x “ cos θ, n “ 2m (для определенности мы
считаем n четным) получим

Lnpf0, xq “ cosnθ

n

#
mÿ

1

p´1qk`1 sin θ
pnq
k

cos θ ´ cos θ
pnq
k

´
2mÿ

m`1

p´1qk`1 sin θ
pnq
k

cos θ ´ cos θ
pnq
k

+
.

Введя во второй сумме замену k “ 2m ´ rk ` 1 и заменив снова rk на k получим

Lnpf0, xq “ cosnθ

n

#
mÿ

1

p´1qk`1 sin θ
pnq
k

cos θ ´ cos θ
pnq
k

`
mÿ

1

p´1qk`1 sin θ
pnq
k

cos θ ` cos θ
pnq
k

+
.

Здесь мы воспользовались тем, что sin θ
pnq
2m´rk`1

“ sin θ
pnq
rk и cos θ

pnq
2m´rk`1

“ ´ cos θ
pnq
rk . Отсюда

следует

Lnpf0, xq “ cosnθ

n

mÿ

1

p´1qk`1 2 cos θ sin θ
pnq
k

cos θ ´ cos2 θ
pnq
k

.
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Пусть

θn “ 1

2

´
θ

pnq
m´1 ` θpnq

m

¯
“ 1

2

ˆ
2m ´ 3

2n
π ` 2m´ 1

2n
π

˙
“ 1

2
¨ 2n´ 4

2n
π “ π

2
´ π

n

и xn “ cos θn. Тогда

Lnpf0,xnq “ cosnθn

n

mÿ

1

p´1qk`1 2 cos θn sin θ
pnq
k

cos2 θn ´ cos2 θ
pnq
k

“ 2p´1qm sin π
n

n

mÿ

1

p´1qk 2 sin θ
pnq
k

sin2 θ
pnq
k ´ sin2 θn

.

Положим A
pnq
k “ sin2 θ

pnq
k ´ sin2 θn. Тогда

A
pnq
k “

´
sin θ

pnq
k ´ sin θn

¯ ´
sin θ

pnq
k ` sin θn

¯
“ 2 cos

θ
pnq
k ` θn

2
sin

θ
pnq
k ´ θn

2
ˆ

ˆ 2 sin
θ

pnq
k ` θn

2
cos

θ
pnq
k ´ θn

2
“ sin

´
θ

pnq
k ` θn

¯
sin

´
θ

pnq
k ´ θn

¯
.

Поэтому считая (для определенности) m “ 2N четным, получим

Lnpf0, xnq “ 2 sin π
n

p´1qm
n

“
Nÿ

1

˜
sin θ

pnq
2k

A2k
´

sin θ
pnq
2k´1

A2k´1

¸
“

“ 2 sin π
n

p´1qm
n

Nÿ

1

sin θ
pnq
2k

´
sin2 θ

pnq
2k´1

´ sin2 θn

¯
´ sin θ

pnq
2k´1

´
sin2 θ

pnq
2k ´ sin2 θn

¯

A2kA2k´1

“

“ 2 sin π
n

p´1qm
n

Nÿ

1

sin θ
pnq
2k´1

sin θ
pnq
2k

´
sin θ

pnq
2k´1

´ sin θ
pnq
2k

¯
` sin2 θn

´
sin θ

pnq
2k´1

´ sin θ
pnq
2k

¯

A2kA2k´1

“

“ 2 sin π
n

p´1qm
n

Nÿ

1

´
sin θ

pnq
2k ´ sin θ

pnq
2k´1

¯
´

´
sin2 θn ` sin θ

pnq
2k sin θ

pnq
2k´1

¯

sin
´
θ

pnq
2k ` θn

¯
sin

´
θ

pnq
2k ´ θn

¯
sin

´
θ

pnq
2k´1 ` θn

¯
sin

´
θ

pnq
2k´1 ´ θn

¯ .

Обозначим k–ое слагаемое в последней сумме через
J

p1q
k

J
p2q
k

. Так как

cos
θ

pnq
2k ` θ

pnq
2k´1

2
“ sin

˜
π

2
´
θ

pnq
2k ` θ

pnq
2k´1

2

¸
“ sin

n´ 4k ` 4

2n
π „ n´ 4k ` 4

2n
, (3)

то

J
p1q
k “ cos

θ
pnq
2k ` θ

pnq
2k´1

2
sin

π

n

´
sin2 θn ` sin θ

pnq
2k´1 sin θ

pnq
2k

¯
„ n´ 4k ` 4

2n
. (4)

Далее из равенства
1

sinx
“ 1

x
`Op|x|q для |x| ď C ă π

следует
1

sin
´
θ

pnq
2k ` θn

¯ “ 1

θ
pnq
2k ` θn

“ O
´ˇ̌

ˇθpnq
2k ` θn

ˇ̌
ˇ
¯
, (5)

1

sin
´
θ

pnq
2k´1

` θn

¯ “ 1

θ
pnq
2k´1 ` θn

“ O
´ˇ̌

ˇθpnq
2k´1 ` θn

ˇ̌
ˇ
¯
. (6)
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По той же причине из равенства

sin
´
θ

pnq
2k ` θn

¯
“ sin

n´ 4k ` 3

2n
πn sin

´
θ

pnq
2k´1 ` θn

¯
“ sin

n´ 4k ` 5

2n
π

следует из равенств

1

sin
´
θ

pnq
2k ` θn

¯ “ 2n

πpn´ 4k ` 3q `O

ˆ
n´ 4k ` 3

n

˙
, (7)

1

sin
´
θ

pnq
2k´1

` θn

¯ “ 2n

πpn´ 4k ` 3q `O

ˆ
n´ 4k ` 5

n

˙
. (8)

Если теперь в выражении для Lnpf0, xnq воспользуемся оценкой (4) и оценками (5)–(8), то
вклад остаточных членов будет

O

ˆ
1

n2

˙ Nÿ

1

n´ 4k ` 1

n2
¨

ˆ
n

n´ 4k ` 1

˙3

¨ n´ 4k ` 1

n
“ O

ˆ
1

n2

˙ Nÿ

1

1

n´ 4k ` 1
“ O

ˆ
ln

n2

˙
.

Поэтому

Lnpf0, xnq “ 2 sin π
n

p´1qm`1

n
ˆ

ˆ
Nÿ

1

16n4J
p1q
k

π4pn´ 4k ´ 1qpn ´ 4k ` 1qpn´ 4k ` 3qpn ´ 4k ` 5q `O

ˆ
lnn

n2

˙
.

Далее

J
p1q
k “

´
2 ´

`
1 ´ sin2 θn

˘
´

´
1 ´ sin θ

pnq
2k´1 sin θ

pnq
2k

¯¯ ´
sin θ

pnq
2k ´ sin θ

pnq
2k´1

¯
.

Так как1q

1 ´ sin2 θn “ cos2 θn “ sin2
´π
2

´ θn

¯
„ 1

n2
,

1 ´ sin θ
pnq
2k´1 sin θ

pnq
2k “

´
1 ´ sin θ

pnq
2k

¯
` sin θ

pnq
2k

´
1 ´ sin θ

pnq
2k´1

¯
“

“ 1 ´ cos
´π
2

´ θ
pnq
2k

¯
` sin θ

pnq
2k

´
1 ´ cos

´π
2

´ θ
pnq
2k

¯¯
“

“ 2 sin2
π
2

´ θ
pnq
2k

2
` 2 sin θ

pnq
2k sin2

π
2

´ θ
pnq
2k´1

2
“ O

ˆ´π
2

´ θ
pnq
2k

¯2
˙

“ O

ˆpn´ 4k ` 1q2
n2

˙
,

sin θ
pnq
2k ´ sin θ

pnq
2k´1

“ 2 cos
θ

pnq
2k ` θ

pnq
2k´1

2
sin

π

2n
“ 2 cos

θ
pnq
2k ` θ

pnq
2k´1

2

ˆ
π

2n
`O

ˆ
1

n3

˙˙
,

то

J
p1q
k “ 2π

n
cos

θ
pnq
2k ` θ

pnq
2k´1

2
`O

ˆ
1

n3
` pn´ 4k ` 1q2

n3

˙
“

“ 2π

n
cos

θ
pnq
2k ` θ

pnq
2k´1

2
`O

ˆpn´ 4k ` 1q2
n3

˙
.

1q Для двух последовательностей tanu и tbnu запись означает, что 0 ă C1 ă an

bn
ă C2 ă 8, где c1, c2 —

постоянные числа.
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Если заметить еще, что

cos
θ

pnq
2k ` θ

pnq
2k´1

2
“ sin

ˆ
π

2
´ 8k ´ 4

4n
π

˙
“ sin

n´ 4k ` 1

n
π “

“ n´ 4k ` 2

2n
π `O

˜ˆ
n´ 4k ` 2

n

˙3
¸
,

то окончательно получим

J
p1q
k “ π2

n2
pn´ 4k ` 2q `O

ˆpn´ 4k ` 1q2
n3

˙
.

Поэтому с учетом четности m имеем

Lnpf0, xnq “ ´2 sin π
n

n
¨ 16n

4

π4
¨ π

2

n2
ˆ

“
Nÿ

1

n´ 4k ` 2

pn´ 4k ` 1qpn ´ 4k ´ 1qpn ´ 4k ` 3qpn ´ 4k ` 5q `O

ˆ
1

n

˙
“

“ ´32

π

Nÿ

1

n´ 4k ` 2

pn´ 4k ` 1qpn ´ 4k ´ 1qpn ´ 4k ` 3qpn´ 4k ` 5q `O

ˆ
1

n

˙
“

“ ´32

π

#
´ 2

15
`

Nÿ

1

n´ 4k ` 2

pn ´ 4k ` 1qpn ´ 4k ´ 1qpn ´ 4k ` 3qpn ´ 4k ` 5q

+
`O

ˆ
1

n

˙
.

Положив N ´ k “ k и заменив снова k на k получим

Lnpf0,xnq “ 32

π

#
2

15
´ 1

64

N´1ÿ

1

k ` 1
2`

k2 ´ 1
16

˘ `
k ` 3

4

˘ `
k ` 5

4

˘
+

`O

ˆ
1

n

˙
.

Так как

N´1ÿ

1

k ` 1
2`

k2 ´ 1
16

˘ `
k ` 3

4

˘ `
k ` 5

4

˘ ď
N´1ÿ

1

1

k
`
k2 ´ 1

16

˘ ă 2

N´1ÿ

1

1

k3
“

8ÿ

1

1

k3
`O

ˆ
1

n2

˙
.

Отсюда следует, что
lim
xÑ8

Lnpf0,xnq ą 1,

значит Lnpf0,xnq в окрестности точки x0 даем явление Гиббса.
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