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Аннотация. Равновесные устойчивые и неустойчивые формы капель и капилляр-
ных трубок исследовались в работах H. Wente, R. Finn, Дао Чонг Тхи, А. Т. Фоменко.
Функции, задающие эти формы, являются решениями уравнения капиллярности и обыч-
но находятся итерационными методами, имея представление в виде рядов. Однако, если
размеры форм достаточно большие, либо фирмы подвергаются воздействию потенциала,
то нарушается сходимость итераций или полученные решения начинают противоречить
физическим экспериментам. При этом, разрешимость уравнения капиллярности в клас-
сах обобщённых функций была доказана Н. Н. Уральцевой.

Капиллярное уравнение возникает из вариационного принципа минимизации энерге-
тического функционала, состоящего из энергии поверхностного натяжения, потенциаль-
ной энергии силы тяжести и энегрии объёмных связей. Энергия поверхностного натя-
жения определяется функционалом площади, исследованию которого посвящены работы
А. Ю. Борисовича, Л. В. Стенюхина. Экстремали функционала площади определяют
минимизацию энергии поверхностного натяжения.

Настоящая работа посвящается исследованию существования решений капиллярного
уравнения при воздействии внешнего потенциала, приводящего к перестройкам поверхно-
сти. Вариационный принцип в банаховых и гильбертовых пространствах и операторный
подход позволяют находить такие решения, критические значения параметров и соответ-
ствующие формы капель и трубок.
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ANALYSIS OF THE EXISTENCE OF SPECIAL SOLUTIONS
TO THE CAPILLARITY PROBLEM

L. V. Stenyukhin

Abstract. Equilibrium stable and unstable forms of droplets and capillary tubes were
investigated by H. Wente, R. Finn, Dao Chong Thi, A. T. Fomenko. The functions specifying
these forms are solutions of the capillarity equation and are usually found by iterative methods,
having a representation in the form of series. However, if the sizes of the forms are large enough,
or firms are exposed to the potential, then the convergence of the iterations is violated or the
resulting solutions begin to contradict physical experiments. In this case, the solvability of the
capillarity equation in classes of generalized functions was proved by N. N. Uraltseva.

The capillary equation arises from the variational principle of minimizing the energy
functional, consisting of the energy of surface tension, the potential energy of gravity, and the
energy of volume bonds. The surface tension energy is determined by the area functional, the
investigation of which is discussed by A. Yu. Borisovich and L. V. Stenyukhin. The extremals
of the area functional determine the minimization of surface tension energy.

The present work is devoted to the investigation of the existence of solutions of the capillary
equation under the action of an external potential, which leads to surface rearrangements. The
variational principle in Banach and Hilbert spaces and the operator approach allow us to find
such solutions, critical values of the parameters, and the corresponding forms of droplets and
tubes.
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И КОММЕНТАРИИ К ПРЕДМЕТУ
ИССЛЕДОВАНИЯ

Рассмотрим связную каплю жидкости заданного объёма V , лежащую на горизонтальной
плоскости Π в поле силы тяжести, направленном вертикально вниз. Предположим, что ма-
териал жидкости однороден, так что угол контакта жидкости с плоскостью γ постоянен,
0 ď γ ď π. Как показал H.C. Wente [1], при этих условиях равновесная поверхность будет
поверхностью вращения с осью перпендикулярной плоскости Π.

Задача о лежащей малой капле на поверхности является следствием минимизации следу-
ющих энергий:
1) энергии поверхностного натяжения;
2) потенциальной энергии силы тяжести;
3) энергии объёмных связей (постоянства объёма V ).
Полная энергия определяется функционалом

Epuq “
ż

Ω

a
EG ´ F 2 dx ` 1

σ

ż

Ω

Υρu dx ` λ

ż

Ω

u dx,

E, G, F — коэффициенты первой квадратичной формы поверхности, σ— поверхностное натя-
жение, Υ— потенциальная энергия на единицу массы, ρ— плотность, λ – множитель Лагран-
жа, отвечающий за объём.

В точках верхней части свободной поверхности P капли высота upx,yq поверхности P над
Π удовлетворяет уравнению

div Tu “ χu` λ, p1.1q
где

Tu “ 1a
1 ` |∇u|2∇u, ∇u “ pux,uyq, p1.2q

χ “ ρg
σ

. Для нижней части свободной поверхности знак div Tu надо заменить на обратный.
Граничное условие задачи с постоянным углом контакта γ имеет вид

n Tu “ cos γ, p1.3q

n— единичная нормаль.
Замена u “ ´v ´ p1{χqλ переводит уравнение (1.1) в уравнение

div Tv “ χv, p1.4q

которое является уравнением свободной поверхности в капиллярной трубке. Каждому урав-
нению (1.1) с высотой капли в центре u0 соответствует решение уравнения (1.4) с высотой
подъёма жидкости в центре v0 “ ´pu0 ` λ{χq. В [10] показано, что симметричные решения
уравнения (1.4) однозначно определяются высотой подъёма жидкости в центре. Поэтому,
каждой симметрично лежащей капле отвечает единственная капиллярная поверхность, ко-
торая (локально) геометрически конгруэнтна границе капли. Обратно, каждой симметричной
капиллярной поверхности соответствует лежащая капля, определенная с точностью до адди-
тивной константы.

Множество всех симметричных капиллярных поверхностей является однопараметриче-
ским семейством с параметром центральной высоты u0 поверхности. Из принципа соответ-
ствия вытекает, что множество всех симметрично лежащих капель может быть описано с
помощью однопараметрического семейства кривых.
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Анализ существования особых решений задачи капиллярности

С учётом вышеизложенного, уравнение (1.1) можно записать в безразмерной форме

div Tu “ Bu, p1.5q

B — число Бонда, B “ ρga2

σ
, характеризующее размер конфигурации. Граничное условие (1.3)

остаётся.

2. ЧАСТНЫЕ СЛУЧАИ СУЩЕСТВОВАНИЯ ОСОБЫХ РЕШЕНИЙ

В [10] показано, что для симметрично лежащей капли, 0 ă γ ă π
2

и малого числа Бонда
B, уравнение (1.5) можно записать так

div
∇ua

1 ` |∇u|2 “ Bu´ 2 sin γ0. p2.1q

Решение ищется на круге Ω, u “ 0 на BΩ и капля постоянного объёма V0. Если капля под-
вергается воздействию внешнего потенциала ϕ, то

V0 “ πp2 ` cos γ0qp1 ´ cos γ0q2
3 sin3 γ0

, p2.2q

cos γ0 “ cos γ ` ϕ

σ
. p2.3q

Потенциал ϕ может быть, например, температурой вещества капли или давлением, воз-
действующим изнутри капли, либо температурой и давлением одновременно. Действие по-
тенциала приводит к изменению формы капли, в частности, к изменению угла контакта с
плоскостью Π, (2.3). При этом γ0 является единственным решением уравнения (2.2). Даль-
нейшее воздействие потенциала ϕ приведёт к изменению числа Бонда B и к перестройке
(бифуркации) самой капли.

Для описания дальнейших состояний капли положим в уравнении (2.1) B “ 0.

Теорема 1. При сделанных выше предположениях и B “ 0, существует точное решение
уравнения (2.1)

u0 “ ´ cos γ0 `
a

1 ´ r2 sin2 γ0

sin γ0
. p2.4q

Решение (2.4) проверяется непосредственной проверкой. Это решение послужит отправной
точкой для отыскания дальнейших состояний капли, подверженной воздействию потенциа-
ла ϕ.

Для ненулевых чисел B положим, что решение уравнения (2.1) примет вид

u “ ´ cos γ0 `
a

1 ´ pr ´ r0q2 sin2 γ0
sin γ0

, p2.5q

r0 — радиус кольца по центру, |r ´ r0| ď 1.

Непосредственным вычислением получим, что функция (2.5) является точным решением
уравнения

div
∇ua

1 ` |∇u|2 “ r0 sin γ0

r
´ 2 sin γ0 p2.6q

с нулевым граничным условием.
Найдём условия, при которых задача (2.6) эквивалентна задаче (2.1). Для этого

Bu “ r0 sin γ0

r
, p2.7q

ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2021. № 1 119



Л. В. Стенюхин

то есть
´ cos γ0 `

a
1 ´ pr ´ r0q2 sin2 γ0
sin γ0

“ r0 sin γ0

Br
. p2.8q

Последнее уравнение преобразуется к виду

ˆ
1 ` sin2 γ0

B2r2

˙
r20 ´ 2

´
r ´ cos γ0

Br

¯
r0 ` r2 ´ 1 “ 0. p2.9q

Разрешим уравнение (2.9) относительно r0, как гарант кольцеобразного состояния.

D1 “
´cos γ0

B
´ 1

¯2 ` 1 ´ r2

B2r2
. p2.10q

В решении (2.4) безразмерного уравнения (2.1) полярная координата r меняется в пределах
0 ď r ď 1, значит, с увеличением потенциала ϕ, у деформированной капли значение r “ 1

тоже существует. Равенство нулю выражения (2.10) для r “ 1 порождает условие

B “ cos γ0. p2.11q

Таким образом, получается следующая

Теорема 2. Если выполнено условие (2.11), то существует точное аналитическое решение
задачи (2.1) типа (2.5) с граничным условием (1.3).

3. РЕДУКЦИЯ ЗАДАЧИ ИЗ ФУНКЦИОНАЛА ПЛОЩАДИ

Рассмотрим основной энергетический функционал задачи

Epuq “
ż

Ω

a
EG ´ F 2 dx ` 1

σ

ż

Ω

Υρu dx ` λ

ż

Ω

u dx. p3.1q

Его первое слагаемое является функционалом площади. Пусть u0 – экстремаль (3.1). Близкие
к u0 поверхности будем задавать в системе координат нормального расслоения к u0. Это
приведет к одному скалярному уравнению для близкой поверхности:

ˆ
δS

δu
pu0 ` ηn̄q,n̄

˙
“ 0,

или
δS

δη
pηq “ 0, p3.2q

где δS
δu

— функциональная производная функционала площади, n̄— нормаль к поверхности
u0. Из уравнения (3.2) определяется нормальная координата η “ ηpx,yq.
Теорема 3. Функционал площади близких к u0 поверхностей Spηq и его оператор Эйлера
δS
δη

pηq имеет следующую аналитическую структуру

Spuq “
ż

Ω

a
EG ´ F 2 dxdy, p3.3q

δS

δu
pηq “ E3pEG ´ F 2q´ 3

2 pAηxx ´ 2Bηxy ` Cηyy `Gq. p3.4q
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Здесь E,G,F — коэффициенты первой квадратичной формы поверхности,

A “
6ÿ

p“1

aijkη
i
xη

j
xη

k ` 1, B “
6ÿ

p“1

bijkη
i
xη

j
yη

k, C “
6ÿ

p“1

cijkη
i
yη

j
yη

k ` 1,

G “
7ÿ

p“2

gijkη
i
xη

j
yη

k ` gη,

где i, j, k — целые неотрицательные числа, p “ i ` j ` k. Все коэффициенты
aijk, bijk, cijk, gijk, g— являются аналитическими функциями и находятся по формулам, по-
добным следующей

g “ pn̄,n̄xx ` n̄yyq ` 4

E

“pn̄,uxxq2 ` pn̄,uyyq2‰ . p3.5q

Линейная часть оператора Aηxx ´ 2Bηxy ` Cηyy `G равна

∆η ` gη, p3.6q

где ∆— лапласиан.
Первая вариация функционала энергии (3.1) равна

δE

δη
pηq “ δS

δη
pηq ` pΥρ

σ
` λqη “ E3pEG ´ F 2q´ 3

2 pAηxx ´ 2Bηxy ` Cηyy `Gq ` pΥρ
σ

` λqη.

Линейная часть первой вариации равна

Lη “ E3pEG ´ F 2q´ 3

2 p∆η ` gηq ` pΥρ
σ

` λqη,

где g определена равенством (3.5). Соотношение Υρ
σ

определяет число Бонда, B “ Υρ
σ
. Поэто-

му линеаризованная задача имеет вид

$
&
%

∆η ` pg ` E´3pEG ´ F 2q 3

2 pB ` λqqη “ 0,

η

ˇ̌
ˇ̌
BΩ

“ 0.
p3.7q

Линейный оператор (3.7) действует из W 2
2 pΩq в L2pΩq и самосопряжён в W̊ 2

2 pΩq относи-
тельно скалярного произведения в L2pΩq.

Приведём пример из параграфа 2. В задаче (2.1) — (2.3) функция (2.4) является её реше-
нием при нулевых чисел Бонда. Задача (3.7) в данном случае имеет вид

∆η “
˜a

p1 ´ px2 ` y2q sin2 γ0q3
p1 ´ y2 sin2 γ0q3 B ´ g

¸
η `

˜a
p1 ´ px2 ` y2q sin2 γ0q3

p1 ´ y2 sin2 γ0q3
¸
λη , p3.8q

g “ sin4 γ0p3x2 ` 3y2 ´ 3x2y2 sin2 γ0 ` 3x3y sin2 γ0 ` ypx` yqp1 ´ px2 ` y2q sin2 γ0qq
p1 ´ px2 ` y2q sin2 γ0q5 `

` 4 sin2 γ0p1 ` p1 ´ px2 ` y2q sin2 γ0q2q
p1 ´ y2 sin2 γ0qp1 ´ px2 ` y2q sin2 γ0q2 ,

η|BΩ “ 0.

Здесь Ω— единичный двумерный диск.
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На малом диске Ωε “ tx2 ` y2 ď εu около центра области Ω

g “ 8 sin2 γ0 ` opx,yq,
и задача (3.8) соответствует задаче

∆η “ pB ´ 8 sin2 γ0 ` λqη,
η|BΩε “ 0.

В результате получается следующая

Теорема 4. Если
B ´ 8 sin2 γ0 “ µn,

µn — собственное значение лапласиана ∆ на области Ωε, то капиллярная поверхность вбли-
зи начала координат задаётся функцией

un “ u0 ` εηn,

где u0 – функция (2.4), ηn — собственная функция, отвечающая собственному значению µn.

4. ЗАДАЧА КАПИЛЛЯРНОСТИ В КОНФОРМНЫХ КООРДИНАТАХ

Пусть поверхность капли upx,yq “ pu1px,yq,u2px,yq,u3px,yqq задана в конформных коорди-
натах, E “ G,F “ 0. Тогда функция upx,yq удовлетворяет условиям u2x “ u2y, uxuy “ 0. В
этом случае функционал энергии имеет вид

Epuq “
ż

Ω

E `G

2
dx`

ż

Ω

Budx ` λ

ż

Ω

u dx. p4.1q

Первая вариация функционала равна

δE

δu
pηq “ ∆η ` pB ` λqη.

Получаем задачу $
&
%

∆η ` pB ` λqη “ 0,

η

ˇ̌
ˇ̌
BΩ

“ 0.
p4.2q

Теорема 5. Собственные значения оператора ∆ `B ` λ задачи (4.2) являются rλn “ λn `
B ` λ, где λn — собственные значения оператора ∆ с нулевым граничным условием.

Таким образом, переход к конформным координатам упрощает нахождение спектра и соб-
ственных функций оператора капиллярности. Поверхность (2.4) стереографически спроеци-
руем на R

2. Пусть ru0prq соответствующая функция после проецирования,

ru0prq “ u0p0qr
u0p0q ´ u0prq , u0prq “ ´ cos γ0 `

a
1 ´ r2 sin2 γ0

sin γ0
, p4.3q

rηn — собственные функции для rλn оператора задачи (4.2). Тогда возмущения вида runprq “
ru0prq ` εrηnprq порождают совокупность капиллярных поверхностей

unprq “ u0p0qrunprq ´ r

runprq . p4.4q
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