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Аннотация. Исследуется задача распространения колебаний на несимметричном гео-
метрическом объекте — геометрическом графе с сингулярностями. При этом основной це-
лью в исследовании является описание решения через начальные данные посредством
конечного числа арифметических операций, элементарных функций, квадратур и про-
стых преобразований независимого аргумента (аналог метода Даламбера для задач на
отрезке). Рассматриваемая задача при этом осложнена своей несимметричностью и на-
личием сингулярностей двух типов.

Ключевые слова: уравнение гиперболического типа, сингулярность, открытый,
связный геометрический граф, аналог формулы Даламбера.

INVESTIGATION OF THE WAVE EQUATION WITH
SINGULARITY ON A NON-SYMMETRIC GRAPH

F. O. Naydyuk

Abstract. This paper deals with study of the problem of propagation of oscillations on an
asymmetric geometric object — a geometric graph with singularities. In this case, the main goal
of the study is to describe the solution through the initial data by means of a finite number
of arithmetic operations, elementary functions, quadratures, and simple transformations of an
independent argument (analogue of the d’Alembert method for problems on a segment). In
this case, the problem under consideration is complicated by its asymmetry and the presence
of singularities of two types.

Keywords: hyperbolic equation, the geometric graph, vibration of the string, singularities,
D’Alambert’s method.

1. ВОЛНОВОЕ УРАВНЕНИЕ С СИНГУЛЯРНЫМИ
КОЭФФИЦИЕНТАМИ НА СЕТИ

Тематика исследования эволюционных задач не нова, но от этого интерес к изучению задач
этого типа нисколько не ослабевает. Этот интерес продиктован прежде всего тем обстоятель-
ством, что к эволюционным уравнениям приводят задачи моделирования самых разных яв-
лений. Огромное число работ посвящено как исследованию существования (единственности)
решений эволюционных уравнений, так и нахождению этих решений. Результатов изучения
дифференциальных уравнений на отрезке и геометрических графах (пространственных се-
тях) на сегодняшний момент получено достаточно много в работах различных математиков,
из которых отдельно можно было бы выделить публикации Ильина В. А., Знаменской Л. Н.,
Покорного Ю. В., Боровских А. В., Пенкина О. М. ([1–4]). Основной целью исследования
в данной работе было обоснование существования и единственности решения задачи для
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волнового уравнения на геометрическом графе с соизмеримыми рёбрами и получения пред-
ставления решения в форме аналога Даламбера-Эйлера наподобие того, что было получено
для задачи Spℓ; k1; k2;ϕpyqq на отрезке r0,ℓs:

$
’’&
’’%

uyypy,tq “ uttpy,tq p0 ă y ă ℓ, t ą 0q
uyp0,tq ´ k1up0,tq “ 0

uypℓ,tq ` k2upℓ,tq “ 0
pt ą 0q

upy,0q “ ϕpyq, utpy,0q “ 0 p0 ď y ď ℓq
.

Пусть исследуемая задача в общем виде представляет из себя модель колебаний сетки
струн описываемая уравнением гиперболического типа:

uxxpx,tq ´ qpxqupx,tq “ uttpx,tq px P Γ, t ą 0q, p1q
в котором Γ— геометрический граф, а коэффициент qpxq есть конечная линейная комбинация
δ и δ1 функций с носителями в точках из Γ

qpxq “
ÿ

zPJ pΓqzY
kzδpx ´ zq `

ÿ

yPY

rkyδ1px ´ yq

(здесь в множестве внутренних вершин J pΓq графа Γ введено некоторое его подмножество
Y ). Для уравнения p1q далее рассматривается следующая смешанная задачу:

upx` 0 ¨ h,tq “ 0 px P BΓ, h P Dpxq, t ě 0q, p2q
upx,0q “ ϕpxq, utpx,0q “ 0 px P Γq, p3q

где ϕpxq P rC2pRpΓqq, причём для x P BΓ: ϕpxq “ 0, ϕ``
hh pxq “ 0, для любой z P J pΓqzY и

любых h, h1 P Dpzq: ϕ``
hh pzq “ ϕ``

h1h1
pzq, для z P J pΓqzY :

ř
hPDpzq

ϕ`
h pzq ´ kzϕpzq “ 0, и наконец,

для y P Y : ϕhpy ` 0 ¨ hq “ ř
ηPDpyqztηu

rky
ˆ
ϕpy ` 0 ¨ hq ´ ϕpy ` 0 ¨ ηq

˙
.

Уравнение p1q понимается также как в r2s и/или r5s.
Среди таких задач выделяются два класса задач сокращённо обозначенные сходным об-

разом с Spℓ; k1; k2;ϕpyqq, а именно: Bmpℓ;Y ; k1; k2;ϕpxqq и V2mpℓ;Y ; k1,k2,k3;ϕpxqq.
При этом под Bmpℓ;Y ; k1; k2;ϕpxqq понимается смешанная задача p1q-p3q на графе-звезде с

m рёбрами длины ℓ (m ě 2), где k1 — коэффициент из представления qpxq, определенный для
узла степени m, который обозначается через a (случай k1 “ `8 исключается из рассмотре-
ния), а k2 — коэффициент из представления qpxq, определенный для всех остальных вершин
графа-звезды Γ степени 1, обозначаемых через b1,b2, . . . ,bm (случай k2 “ `8 допускается).
Под V2mpℓ;Y ; k1,k2,k3;ϕpxqq понимается смешанная задача p1q-p3q на графе с 2m рёбрами
pm ě 2q длиной ℓ и pm ` 2q вершинами, две из них имеют степень равную m (именуются
как a1 и a2), а остальные — степень два (указаны символами b1,b2, . . . ,bm); при этом k1 и k2
есть коэффициенты из представления qpxq, определенные для вершин a1 и a2 соответственно,
а k3 есть коэффициент из представления qpxq, определенный для всех вершин b1,b2, . . . ,bm
(случаи k1 “ `8 и/или k2 “ `8 и/или k3 “ `8 не рассматриваются).

Замечание. Классы начальных данных (3) для задач Bmpℓ;Y ; k1; k2;ϕpxqq и
V2mpℓ;Y ; k1,k2,k3;ϕpxqq обозначаются соответственно KB

mpℓ;Y ; k1; k2q и KV
mpℓ;Y ; k1,k2,k3q

Замечание. Геометрический граф для задачи V2mpℓ;Y ; k1,k2,k3;ϕpxqq кратко будем назы-
вать графом-веретеном.

Замечание. Геометрический граф Γ в (1) есть граф с pm`4q рёбрами причём: Γ “ Γ1

Ť
Γ2.

При этом подграфы Γ1 и Γ2 представляют собой: Γ1 — граф-веретено с четырьмя рёбра-

ми длины
ℓ

2
, а Γ2 — граф-звезда с m рёбрами одинаковой длины ℓ. Предполагается, что
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Γ1

Ş
Γ2 “ ta2u (где RpΓ2q “

mŤ
i“1

pa2,biq, RpΓ1q “ pa2,rb1qŤprb1,a1qŤpa1,rb2qŤprb2,a2q). А так же,

предполагается: Y “ ta1u и в вершинах trb1,rb2,b1,b2, . . . ,bmu функция qpxq (x P Γ) представи-
ма с коэффициентами t0,0, . . . ,0u, а в вершинах a1 и a2 — с коэффициентами k1 (k1 ą 0) и k2
(k2 ě 0) соответственно.

2. ИССЛЕДОВАНИЕ РЕШЕНИЯ ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ
НА ГРАФЕ Γ

Для реализации обозначенной выше цели, в работе обосновывается единственность ре-
шения задачи p1q–p3q на графе Γ “ Γ1

Ť
Γ2 и предъявляется в качестве существования это

решение через начальные данные задачи p1q–p3q посредством конечного числа арифметиче-
ских операций, элементарных функций, квадратур и простых преобразований независимого
аргумента (аналог метода Даламбера для задач на отрезке).

Графическое представление исследуемой задачи p1q–p3q может быть смоделировано в виде
системы из pm` 2q растянутых струн с общим концом, подпружиненным в кольце, который
может скользить (без трения) по вертикальной (несгибающейся) спице; два соседних конца
струн соединены с колечками посредством пружины, причём оба колечка могут перемещать-
ся в вертикальной плоскости по несгибаемым спицам (без трения) и оставшиеся m концов
соединены с колечками, которые могут двигаться (без трения) в вертикальной плоскости по
(несгибающимся) спицам (расположение в горизонтальной плоскости — положение равнове-
сия системы) представлено на рисунке 1.

Рис. 1.

Теорема. Пусть существует upx,tq — решение задачи p1q–p3q на графе Γ “ Γ1

Ť
Γ2 с

pm` 4q рёбрами. Тогда оно единственно.
Доказательство. Непосредственно вытекает при анализе полной энергии задачи p1q–p3q

в предположении противного.
Замечание. В исследуемой задаче ниже далее удобно будет интерпретировать каждую

пару ребер pa2,rbiq и prbi,a1q (i “ 1,2) как одно ребро pa2,a1q длиной ℓ.
На рассматриваемом графе Γ установим следующую ориентацию:

h1 “ 1

}a1 ´rb1}
pa1 ´rb1q “ 1

}rb1 ´ a2}
prb1 ´ a2q, h2 “ 1

}a1 ´rb2}
pa1 ´rb2q“ 1

}rb2 ´ a2}
prb2 ´ a2q,

hj`2 “ 1

}bj ´ a2}pbj ´ a2q, 2h1 “ 2h2 “ hj`2 pj “ 1,mq.

Введём в рассмотрение два вспомогательных оператора определяемых на ϕ : Γ Ñ R1:

pΦϕqpxq“
$
&
%

1

2

ˆ
ϕpa2 ` 2}x´ a2}h1q ` ϕpa2 ` 2}x ´ a2}h2q

˙
x P Γ1zY,

ϕpxq, x P Γ2,

p4q
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pHϕqpxq “ pΦϕqpxq ´ ϕpxq, x P Γ. p5q
Функция ϕ, удовлетворяя условиям p2q ´ p3q исследуемой задачи, при этом характеризу-

ется:
ř

hPDpa2q
ϕ`
h pa2q ´ k2 ϕpa2q “ 0, ϕ``

hh pa2q “ ϕ``
h1h1

pa2q (для любых h,h1 P Dpa2q), а так же

ϕ`
´hj`2

pbjq “ 0 @pj “ 1,mq и ϕ´hp
pa1 ´ 0 ¨hpq “ k1

`
ϕpa1 ´ 0 ¨hpq ´ϕpa1 ´ 0 ¨hqq˘ (p ‰ q P t1,2u).

Лемма. Если функция ϕ удовлетворяет обозначенным выше условиям, тогда: функции
pΦϕqpxq и pHϕqpxq принадлежат rC2pRpΓqq и удовлетворяют тем же условиям, что и ϕ,
причём pHϕqpa2q “ 0, pHϕq``

hh pa2q “ 0 @ph P Dpa2qq.
Доказательство. Действительно, в узле pΦϕqpxq и pHϕqpxq удовлетворяют условиям:

ÿ

hPDpa2q
pΦϕq`

h pa2q ´ k2 pΦϕqpa2q “ 1

2

`
ϕ`
h1

pa2q ` ϕ`
h2

pa2q˘ ` 1

2

`
ϕ`
h1

pa2q`

`ϕ`
h2

pa2q˘ `
mÿ

i“3

ϕ`
hi

pa2q ´ k2 ϕpa2q “
ÿ

hPDpa2q
ϕ`
h pa2q ´ k2 ϕpa2q “ 0,

ÿ

hPDpa2q
pHϕq`

h pa2q ´ k2 pHϕqpa2q “
ÿ

hPDpa2q

`pΦϕq`
h pa2q ´ k2 ϕ

`
h pa2q˘´k2

`pΦϕqpa2q ´ ϕpa2q˘ “

“
ˆ ÿ

hPDpa2q
pΦϕq`

h pa2q ´ k2 pΦϕqpa2q
˙

´
ˆ ÿ

hPDpa2q
ϕ`
h pa2q ´ k2 ϕpa2q

˙
“ 0,

кроме того, т. к. pΦϕqpa2q “ ϕpa2q, то, во-первых, pHϕqpa2q “ pΦϕqpa2q ´ ϕpa2q “ 0, во-
вторых, (т. к. ϕ``

hh pa2q “ ϕ``
h1h1

pa2q @ph,h1 P Dpa2qq) pΦϕq``
hh pa2q “ pΦϕq``

h1h1
pa2q и pHϕq``

hh pa2q “
“ pΦϕq``

hh pa2q ´ ϕ``
hh pa2q “ ϕ``

hh pa2q ´ ϕ``
hh pa2q “ 0.

В остальных вершинах pΦϕqpxq и pHϕqpxq удовлетворяют условиям:

pΦϕq´hp
pa1 ´ 0 ¨ hpq ´ k1

`pΦϕqpa1 ´ 0 ¨ hpq ´ pΦϕqpa1 ´ 0 ¨ hqq˘ “
“ 1

2

ˆ
ϕ´h1

pa1 ´ 0 ¨ h1q ` ϕ´h2
pa1 ´ 0 ¨ h2q

˙
´ k1

ˆ
1

2

`
ϕpa1 ´ 0 ¨ h1q`

`ϕpa1 ´ 0 ¨ h2q˘ ´ 1

2

`
ϕpa1 ´ 0 ¨ h1q ` ϕpa1 ´ 0 ¨ h2q˘

˙
“

“ 1

2

ˆ
ϕ´h1

pa1 ´ 0 ¨ h1q ´ k1
`
ϕpa1 ´ 0 ¨ h1q ´ ϕpa1 ´ 0 ¨ h2q˘`

`ϕ´h2
pa1 ´ 0 ¨ h2q ´ k1

`
ϕpa1 ´ 0 ¨ h2q ´ ϕpa1 ´ 0 ¨ h1q˘

˙
“ 0

@pp ‰ q P t1,2u,hp,hq P Dpa1qq (из данных выкладок, так же можно заметить, что pΦϕq´hp
pa1´

0 ¨ hpq “ 0, т. е. k1
`pΦϕqpa1 ´ 0 ¨ hpq ´ pΦϕqpa1 ´ 0 ¨ hqq˘ “ 0 при любом k1),

pHϕq´hp
pa1 ´ 0 ¨ hpq ´ k1

`pHϕqpa1 ´ 0 ¨ hpq ´ pHϕqpa1 ´ 0 ¨ hqq˘ “
“ pΦϕq´hp

pa1 ´ 0 ¨ hpq ´
ˆ
ϕ´h1

pa1 ´ 0 ¨ h1q ´ k1
`
ϕpa1 ´ 0 ¨ h1q ´ ϕpa1 ´ 0 ¨ h2q˘

˙
“ 0

@pp ‰ q P t1,2u, hp,hq P Dpa1qq; pHϕq`
´hj`2

pbjq “ ϕ`
´hj`2

pbjq “ 0 @pj “ 1,mq, т. к. pHϕqpxq ” 0

(следует из p3.5.11q и p3.5.12q) на Γ2, то pHϕq`
´hj`2

pbjq “ 0.
Таким образом функции pΦϕqpxq и pHϕqpxq удовлетворяют тем же условиям, поставленной

задачи, что и функция ϕpxq.
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Утверждение. uϕpx,tq — решение задачи p1q–p3q на Γ “ Γ1

Ť
Γ2 можно представить в

виде:
uϕpx,tq “ upΦϕqpx,tq ` upHϕqpx,tq, p4q

причём функции upΦϕqpx,tq и upHϕqpx,tq существуют и являются, в свою очередь, решениями
других задач p1q–p3q на соответствующих геометрических графах, а именно: upΦϕqpx,tq —
решение задачи Bm`2pℓ;∅; k2; 0; pΦϕqpxqq, а

upHϕqpx,tq “
#
u

pHϕq
1 px,tq, Γ1

0, Γ2

причём u
pHϕq
1 px,tq является решением задачи V4p ℓ

2
; ta1u; k1,0,0; pHϕˇ̌

Γ1

qpxqq.
Доказательство. Пусть vpx,tq — существующее решение задачи Bm`2pℓ;∅; k2; 0; pΦϕqpxqq,

покажем, что функция fpxq “ pΦϕqpxq P KB
m`2pℓ;∅; k2; 0q.

1) fpxq P rC2pRpΓ3qq (Γ3 — граф-звезда с одинаковыми m` 2 ребрами);
2)

ÿ

hPDpa2q
f`
h pa2q ´ k2 fpa2q “

ÿ

hPDpa2q
pΦϕq`

h pa2q ´ k2 pΦϕqpa2q “ 0;

3) f``
hh pa2q “ pΦϕq``

hh pa2q “ pΦϕq``
h1h1

pa2q “ f``
h1h1

pa2q для любых h,h1 P Dpa2q;
4) если обозначить за c1,c2, . . . ,cm`2 — вершины полученного графа-звезды (с

m ` 2 рёбрами одинаковой длины ℓ), отличные от узловой, тогда f`
´hi

pciq “" pΦϕq´hj
pa1 ´ 0 ¨ hjq, ci “ a1 P Y, j P t1,2u

pΦϕq´hj`2
pbjq, ci “ bj, j “ 1,m

“ 0.

В силу теоремы единственности vpx,tq “ upΦϕqpx,tq на Γ3 при любом t ą 0.

Пусть wpx,tq — решение задачи V4p ℓ
2
; ta1u; k1,0,0; pHϕˇ̌

Γ1

qpxqq; оно существует, для этого по-

кажем, что gpxq “ pHϕˇ̌
Γ1

qpxqPKV
4 p ℓ

2
; ta1u; k1,0,0q.

1) gpxq P rC2pRpΓ1qq;
2) gpa2q “ pHϕˇ̌

Γ1

qpa2q “ 0, g``
hh pa2q “ pHϕˇ̌

Γ1

q``
hh pa2q “ 0;

3) если ввести в рассмотрение вершины rb1 “ a2 ` }a1 ´ a2}
2

h1 и rb2 “ a2 ` }a1 ´ a2}
2

h2, то в
итоге получим

ÿ

hPDprbiq

g`
h prbiq “ g`

hi
prbiq ` g`

´hi
prbiq “ pHϕˇ̌

Γ1

q`
hi

prbiq ` pHϕˇ̌
Γ1

q`
´hi

prbiq “ 0,

g``
hh prbiq “ g``

ηη prbiq @ph,η P Dprbiqq (i “ 1,2) (по определению rC2pRpΓ1qq, т. к. pHϕˇ̌
Γ1

qpxq P
rC2pRpΓ1qq, а rbi P RpΓ1q по построению);

4) g´hp
pa1 ´ 0 ¨ hpq ´ k1

`
gpa1 ´ 0 ¨ hpq ´ gpa1 ´ 0 ¨ hqq˘ “ pHϕˇ̌

Γ1

q´hp
pa1 ´ 0 ¨ hpq ´

´ k1
`pHϕˇ̌

Γ1

qpa1 ´ 0 ¨ hpq ´ pHϕˇ̌
Γ1

qpa1 ´ 0 ¨ hqq˘ “ 0 (p ‰ q P t1,2u);
5)

ÿ

hPDpa2q
g`
h pa2q “

ÿ

hPDpa2q
pHϕˇ̌

Γ1

q`
h pa2q ´ k2 pHϕˇ̌

Γ1

qpa2q “ 0 (т. к. pHϕˇ̌
Γ1

qpa2q “ 0).

В силу ранее предъявленной теоремы единственности wpx,tq “ u
pHϕq
1 px,tq.

Функция upHϕqpx,tq “
#
u

pHϕq
1 px,tq, Γ1

0, Γ2

является решением задачи p1q–p3q с функцией

pHϕqpxq, так как она удовлетворяет волновому уравнению на Γ и принадлежит rC2pRpΓqq (в

силу того, что upHϕq
1 px,tq удовлетворяет волновому уравнению на Γ1 и u

pHϕq
1 p¨,tq P rC2pRpΓ1qq

для любого t ą 0, а upHϕqpx,tq ” 0 на Γ2), а так же по построению удовлетворяет краевым
условиям в вершинах.
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Исследование волнового уравнения с сингулярностью на несимметричном графе

Замечание. Доказанное представление решения исследуемой задачи p1q–p3q в виде p4q поз-
воляет утверждать, что обозначенная цель работы достигнута, так как оно (согласно [5–6])
в итоге предоставляет возможность описать решение посредством конечного числа арифме-
тических операций, элементарных функций, квадратур и простых преобразований независи-
мого аргумента.
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