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Аннотация. Рассматривается задача существования интегрального решения нело-
кальной начальной задачи для полулинейного каузального дифференциального включе-
ния в банаховом пространстве при наличии импульсных эффектов. Для решения задачи
строится разрешающий многозначный оператор и исследуются его свойства. На этой ос-
нове доказываются две теоремы существования интегральных решений, причем в первой
из них устанавливается также компактность множества решений.
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ON A NONLOCAL COUCHY PROBLEM FOR A SEMILINEAR
IMPULSE DIFFERENTIAL INCLUSION WITH A CAUSAL

OPERATOR IN A BANACH SPACE
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Abstract. We consider the problem of existence of mild solution to a nonlocal initial
value problem for a semilinear causal differential inclusion in a Banach space at the presence
of impulse effects. To do this, we construct the resolving multivalued operator and study its
properties. On that base, we prove two theorems on the existence of mild solutions and prove
the compactness of the solution set in the first of them.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В последние годы активно изучаются дифференциальные, функционально-дифференци-
альные и операторные уравнения и включения с каузальными операторами. Понятие кау-
зального (или вольтеррового по А. Н. Тихонову [1]) оператора возникло в тридцатые го-
ды прошлого века (см. также [2]) в связи с решением задач математической физики и
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инженерии и с тех пор оказалось весьма эффективным и унифицирующим средством в
дифференциальных уравнениях, интегро-дифференциальных уравнениях, функционально-
дифференциальных уравнениях с конечным и бесконечным запаздыванием, интегральных
уравнениях Вольтерра, функциональных уравнениях нейтрального типа и др. (см., напри-
мер, монографию [3]). Различные проблемы, связанные с существованием решений различ-
ных типов, их единственностью, топологическими свойствами и приложениями рассматри-
вались для функционально-дифференциальных и операторных уравнений и включений с
каузальными операторами в работах [4–14] и других.

В настоящей работе исследуется существование интегральных решений нелокальной на-
чальной задачи для полулинейных дифференциальных включений в банаховом простран-
стве с многозначным каузальным оператором при наличии импульсных эффектов. Отметим,
что импульсные дифференциальные уравнения и включения моделируют скачкообразные
изменения в непрерывной динамике исследуемого объекта и в этой связи они также нахо-
дят широкие применения в физике, экономике, популяционной динамике и других разделах
современного естествознания. Изучению импульсных дифференциальных уравнений и вклю-
чений посвящены монографии [15–17] и многие работы (см., например, [4, 11, 18, 19]). В то
же время, начиная со статьи [20], в очень большом числе работ исследовались нелокальные
задачи Коши типа рассмотренной в настоящей статье для дифференциальных уравнений и
включений в банаховом пространстве (см., например, [18–19], [21–22] и др.)

Структура работы такова. В следующем разделе собраны необходимые сведения из тео-
рии мер некомпактности и уплотняющих многозначных отображений. В Разделе 3 мы даем
определение многозначного каузального оператора и приводим примеры. В следующем раз-
деле формулируется основная задача существования интегрального решения нелокальной
задачи Коши для полулинейного каузального дифференциального включения с импульсным
воздействием, определяется разрешающий многозначный оператор этой задачи и исследу-
ются его свойства. Показано, в частности, что этот оператор является уплотняющим от-
носительно специальной меры некомпактности в функциональном пространстве (Теорема
4.2). На этой основе доказываются два утверждения о существовании интегральных реше-
ний (Теоремы 4.3 и 4.5), причем в первой из этих теорем показана компактность множества
решений. В последнем разделе работы в качестве примеров приводятся теоремы о существо-
вании интегральных решений нелокальной импульсной задачи Коши для функционально-
дифференциального включения с запаздыванием и интегро-дифференциального включения
Вольтерра.

2. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

Нам понадобятся некоторые сведения из многозначного анализа и теории топологической
степени для уплотняющих отображений (см., например, [23–26]).

Пусть X — метрическое пространство, Y — нормированное пространство, символом P pY q
обозначим совокупность всех непустых подмножеств Y . Обозначим

C pY q “ tW P P pY q :W замкнутое множествоu ;

Cv pY q “ tW P C pY q :W выпуклое множествоu ;
K pY q “ tW P P pY q : W компактное множествоu ;
Kv pY q “ tW P K pY q : W выпуклое множествоu .

Отображение F : X Ñ P pY q будем называть многозначным (или мультиотображением) и
будем обозначать его также F : X ⊸ Y.

Определение 2.1. F : X Ñ P pY q называется
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piq полунепрерывным сверху (пн.св.), если F´1 pVq “ tx P X : F pxq Ă Vu является откры-
тым подмножеством X для каждого открытого множества V Ă Y ;

piiq замкнутым, если его график GF “ tpx,yq : x P X, y P Fpxqu является замкнутым
подмножеством X ˆ Y.

В дальнейшем нам понадобится следующее свойство.
Лемма 2.1. ([26], Теорема 1.1.12). Пусть замкнутое мультиотображение F : X Ñ KpY q

является квазикомпактным, т.е. для каждого компактного множества K Ă X множе-
ство FpKq “ YxPKFpxq относительно компактно в Y. Тогда мультиотображение F полу-
непрерывно сверху.

Пусть подмножество ra,bs Ă R снабжено мерой Лебега.
Определение 2.2. Мультифункция F : ra,bs Ñ K pY q называется измеримой, если мно-

жество F´1 pVq измеримо для каждого открытого множества V Ă Y.

Пусть pA, ě 0q — некоторое частично упорядоченное множество, E — банахово простран-
ство.

Определение 2.3. Отображение β : P pEq Ñ A называется мерой некомпактности
(МНК) в E , если для любого Ω P P pEq выполнено

βpcoΩq “ βpΩq,
где co обозначает замыкание выпуклой оболочки множества.

Мера некомпактности β называется:

1q монотонной, если из Ω1,Ω2 P P pEq и Ω1 Ď Ω2 вытекает, что βpΩ1q ď βpΩ2q;
2q несингулярной, если для любых Ω P P pEq, a P E выполнено βpΩ Y tauq “ βpΩq;
3q инвариантной относительно объединения с компактным множеством, если для лю-

бых Ω P P pEq и K — относительно компактного подмножества E выполнено βpΩ Y
Kq “ βpΩq;

4q полуаддитивной, если βpΩ0 Y Ω1q “ maxtβpΩ0q,βpΩ1qu для всех Ω0, Ω1 P P pEq;
5q инвариантной относительно отражения в нуле, если βp´Ωq “ βpΩq для каждого Ω P

P pEq;
6q вещественной, если A “ r0,`8s с естественным порядком и для любого ограниченного

множества Ω P P pEq выполнено βpΩq ă 8.

Если A— конус в нормированном пространстве, то МНК β называется:

7q алгебраически полуаддитивной, если βpΩ0`Ω1q ď βpΩ0q`βpΩ1q для всех Ω0, Ω1 P P pEq;
8q правильной (регулярной), если βpΩq “ 0 равносильно относительной компактности Ω.

Мерой некомпактности, для которой выполнены все вышеприведенные свойства, является
МНК Хаусдорфа

χEpΩq “ inftε ą 0 : Ω имеет конечную ε ´ сетьu.
Отметим следующее свойство МНК Хаусдорфа, которое мы будем использовать в дальней-
шем.

Лемма 2.2. Пусть L : E Ñ E — ограниченный линейный оператор. Тогда для любого
ограниченного множества Ω Ă E выполнено:

χEpLΩq ď }L}χEpΩq.
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Рассмотрим следующие вещественные меры некомпактности, определенные в простран-
стве непрерывных функций Cpra,bs;Eq со значениями в банаховом пространстве E :

1q модуль равностепенной непрерывности:

modCpΩq “ lim
δÑ0

sup
xPΩ

max
|t1´t2|ăδ

}xpt1q ´ xpt2q}E ;

2q модуль послойной некомпактности:

ϕpΩq “ sup
tPra,bs

χEpΩptqq,

где Ωptq “ txptq : x P Ωu;
3q затухающий модуль послойной некомпактности

γpΩq “ sup
tPra,bs

e´LtχEpΩptqq,

где L ą 0— некоторая константа.

Для данных мер некомпактности выполняются все вышеприведенные свойства кроме пра-
вильности.

Пусть X — замкнутое подмножество банахова пространства E , β — МНК в E .

Определение 2.4. Пн. св. мультиотображение F : X Ñ KpEq или пн. св. семейство
мультиотображений Ψ: X ˆ r0,1s Ñ KpEq называются β-уплотняющими, если для любого
Ω Ă X, которое не является относительно компактным, мы имеем, соответственно,

β pF pΩqq ğ β pΩq
или

β pΨ pΩ ˆ r0,1sqq ğ β pΩq .

Пусть теперь β — монотонная несингулярная МНК в E , D Ă E - непустое выпуклое за-
мкнутое множество и UD — непустое ограниченное относительно открытое подмножество D.
Далее, пусть F : UD Ñ KvpDq — β-уплотняющее мультиотображение такое, что x R Fpxq для
всех x P BUD, где UD и BUD обозначают замыкание и границу множества UD в относительной
топологии пространства D.

Тогда для соответствующего многозначного векторного поля (мультиполя) i ´ F опреде-
лена целочисленная характеристика

degD pi ´ F ,UDq,
называемая относительной топологической степенью (см. [26]). Эта характеристика обладает
всеми стандартными свойствами топологической степени, в частности, ее отличие от нуля
влечет существование по крайней мере одной неподвижной точки x P U, x P Fpxq.

В качестве следствия этой теории топологической степени мы получаем следующие прин-
ципы неподвижной точки, которые будут использованы в дальнейшем.

Предложение 2.1. (см. [26], Свойство 3.2.1 и Теорема 3.3.2) Пусть β— монотонная
несингулярная МНК в E, D Ă E — непустое выпуклое замкнутое множество и UD — непу-
стое ограниченное выпуклое относительно открытое подмножество D. Пусть Ψ: UD ˆ
r0,1s Ñ KvpDq — β-уплотняющее семейство мультиотображений такое, что x R Ψpx, λq
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для всех x P BUD, λ P r0,1s и ΨpBUD, 0q Ă UD. Тогда множество неподвижных точек муль-
тиотображения Ψp¨, 1q,

F ixΨp¨, 1q “ tx : x P Ψpx, 1qu
— непустое компактное подмножество UD.

Предложение 2.2. (см. [26], Следствие 3.3.1) Пусть β — несингулярная мера некомпакт-
ности в E , M— непустое выпуклое замкнутое ограниченное подмножество E и F : M Ñ
KvpMq — β-уплотняющее мультиотображение. Тогда F имеет хотя бы одну неподвижную
точку x‹ P M, x‹ P Fpx‹q.

3. КАУЗАЛЬНЫЕ МУЛЬТИОПЕРАТОРЫ

Пусть E — сепарабельное банахово пространство, для заданного T ą 0 пусть L1 pr0,T s;Eq
– банахово пространство всех суммируемых по Бохнеру функций f : r0,T s Ñ E с обычной
нормой

}f}1 “
ż T

0

}fpsq}E ds.

При E “ R в обозначении пространства будем опускать этот символ, а конус неотрицатель-
ных суммируемых функций в этом пространстве будем обозначать L1

`r0,T s.

Для заданных точек 0 ă t1 ă t2 ă ... ă tm ă T и h ě 0 обозначим PCpr´h,T s;Eq
пространство кусочно-непрерывных функций y : r´h,T s Ñ E, которые непрерывны при t P
r´h,T sztt1,...,tmu, непрерывны слева при t “ tk, k “ 1,...,m и имеют конечный правый предел
ypt`k q, k “ 1,...,m. Пространство PCpr´h,T s;Eq с нормой равномерной сходимости

}y}PC :“ sup
´hďtďT

}yptq}E

- банахово. Аналогичным образом определяется пространство PCpr0,T s;Eq.

Для произвольного подмножества N Ă L1 pr0,T s;Eq и τ P p0,T q обозначим

N |r0,τ s“ tf |ro,τ s : f P N u

сужение N на r0,τ s.
Определение 3.1. Мультиотображение Q : PC pr´h,T s;Eq ⊸ L1 pr0,T s;Eq будем назы-

вать каузальным мультиоператором, если для каждого τ P p0,T q и для любых vp¨q, wp¨q P
PC pr´h,T s;Eq условие v |r´h,τ s“ w |r´h,τ s влечет Qpvq |r0,τ s“ Qpwq |r0,τ s .

Рассмотрим несколько примеров каузальных операторов. Для h ą 0 обозначим символом
C пространство кусочно-непрерывных функций c : r´h,0s Ñ E с конечным числом точек
разрыва первого рода, снабженное нормой

}c}C “ 1

h

ż 0

´h

}cptq}Edt. (1)

Отметим, что для любого y P PCpr´h,T s;Eq функция π : r0,T s Ñ C, заданная как πptq “ yt,

где ytpθq “ ypt` θq, θ P r´h,0s является непрерывной.
Пример 3.1. Предположим, что мультиотображение F : r0,T sˆC Ñ Kv pEq удовлетворяет

следующим условиям:

pF1q F суперпозиционно селектируемо, т.е. для любой непрерывной функции q : r0,T s Ñ C

мультифункция t P r0,T s ⊸ F pt,qptqq допускает измеримое сечение (см., например, [24]);
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pF2q для любого r ą 0 найдется функция αr P L1
`r0,T s такая, что

}F pt,cq}E :“ supt}z}E : z P F pt,cqu ď αrptq

для п.в. t P r0,T s и }c}C ď r.

Из условий pF1q ´ pF2q вытекает, что суперпозиционный мультиоператор
PF : PCpr´h;T s;Eq Ñ P pL1pr0,T s;Eqq, заданный как

PF pyq “ tf P L1pr0,T s;Eq : fptq P F pt,ytq п.в. t P r0,T su

корректно определен. Очевидно, что мультиоператор PF является каузальным.
Пример 3.2. Пусть F : r0,T s ˆ C Ñ KvpEq — мультиотображение, удовлетворяющее усло-

виям pF1q ´ pF2q Примера 3.1. Предположим, что tKpt,sq : 0 ď s ď t ď T u является непре-
рывным по норме семейством ограниченных линейных операторов в E и m P L1pr0,T s;Eq
заданная функция.

Рассмотрим интегральный мультиоператор Вольтерра V : PC pr´h,T s;Eq ⊸ L1 pr0,T s;Eq ,
определенный как

Vpyqptq “ mptq `
ż t

0

Kpt,sqF ps,ysqds,

т.е.Vpyq “ tz P L1 pr0,T s;Eq : zptq “ mptq ` şt
0
Kpt,sqfpsqds : f P PF pyqu. Также очевидно, что

мультиоператор V является каузальным.
Будем предполагать, что каузальный оператор Q : PC pr´h,T s;Eq Ñ C

`
L1 pr0,T s;Eq˘

удовлетворяет следующим условиям:

pQ1q Q является слабо замкнутым в следующем смысле: условия tynu8
n“1 Ă PC pr´h,T s;Eq ,

tfnu8
n“1 Ă L1 pr0,T s;Eq , fn P Qpynq, n ě 1, yn Ñ y0, fn á f0 влекут f0 P Qpy0q;

pQ2q для любого r ą 0 найдется функция δrp¨q P L1
` pr0,T sq такая, что

}Qpyqptq}E ď δrptq

для п.в. t P r0,T s и }y}PC ď r.

pQ3q существует функция kp¨q P L1
`pr0,T sq такая, что для каждого ограниченного множества

∆ Ă PC pr´h,T s;Eq выполнено

χE pQ p∆q ptqq ď kptq sup
´hďsďt

χEp∆psqq для п.в. t P r0,T s.

4. ПОЛУЛИНЕЙНЫЕ КАУЗАЛЬНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ
ВКЛЮЧЕНИЯ С ИМПУЛЬСНЫМ ВОЗДЕЙСТВИЕМ

Пусть E — сепарабельное банахово пространство, A : DpAq Ď E Ñ E — замкнутый ли-
нейный оператор, порождающий сильно непрерывную полугруппу eAt (см., например, [26]).

Пусть Q : PC pr´h,T s;Eq Ñ Cv
`
L1 pr0,T s;Eq˘ – каузальный оператор, удовлетворяющий

условиям pQ1q-pQ3q.
Пусть заданы импульсные отображения Ik : E Ñ E, k “ 1,2,...,m, удовлетворяющие усло-

вию:

pI1q каждое отображение Ik вполне непрерывно.
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Пусть Cpr´h,0s;Eq — пространство непрерывных функций ϕ : r´h,0s Ñ E с нормой равно-
мерной сходимости }ϕ}C . Пусть отображение g : PC pr´h,T s;Eq Ñ C pr´h,0s;Eq удовлетво-
ряет условиям:

pg1q g вполне непрерывно;

pg2q gpuqp0q “ 0 для всех u P PC pr´h,T s;Eq .

Рассматривается задача существования интегрального решения y P PCpr´h,T s;Eq следу-
ющей импульсной нелокальной краевой задачи

y1ptq P Ayptq ` Qpyqptq, t P r0,T sztt1,...,tmu, (2)

ypt`k q “ yptkq ` Ikpyptkqq, k “ 1,...,m, (3)

ypτq ` gpyqpτq “ ψpτq, τ P r´h,0s, (4)

где ψ P C pr´h,0s;Eq — заданная функция.
Определение 4.1. Функция y P PC pr´h,T s;Eq называется интегральным решением

задачи (2)–(4), если она удовлетворяет на отрезке r´h,0s соотношению (4), а на отрезке
r0,T s имеет вид

yptq “ eAtpψp0q ´ gpyqp0qq `
ż t

0

eApt´sqfpsqds`
ÿ

0ătkăt

eApt´tkqIkpyptkqq,

где f P Qpyq.
Для исследования решений данной задачи рассмотрим оператор Коши L : L1pr0,T s;Eq Ñ

Cpr0,T s;Eq, определенный следующим образом (см. [26]):

Lfptq “
ż t

0

eApt´sqfpsqds, t P r0,T s.

Для описания основного свойства этого оператора нам понадобится следующее понятие.
Определение 4.2. Последовательность tfnu8

n“1 Ă L1pr0,T s;Eq называется полуком-
пактной, если она интегрально ограничена, т.е. существует функция ζ P L1

`pr0,T sq такая,
что

}fnptq}E ď ζptq для п.в. t P r0,T s, n “ 1,2...

и множество tfnptqu8
n“1 относительно компактно в E для п.в. t P r0,T s.

Лемма 4.1. ([26], Предложение 4.2.1.) Каждая полукомпактная последовательность сла-
бо компактна в L1pr0,T s;Eq.

Лемма 4.2. ([26], Теорема 5.1.1.) Для каждой полукомпактной последовательно-
сти tfnu8

n“1 из L1pr0,T s;Eq последовательность tLfnu8
n“1 относительно компактна в

Cpr0,T s;Eq и, более того, слабая сходимость fn á f0 влечет Lfn Ñ Lf0.

Рассмотрим теперь мультиоператор G : PCpr´h,T s;Eq ⊸ Cpr0,T s;Eq, заданный как

Gpyq “ L ˝ Qpyq.

Отметим следующее важное свойство мультиоператора G.
Теорема 4.1. Мультиоператор G является пн.св. мультиотображением с выпуклыми

компактными значениями.

Доказательство.
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Покажем, что мультиоператор G является замкнутым. Пусть tynu8
n“1 Ă PCpr´h,T s;Eq,

yn Ñ y0, tznu8
n“1 Ă Cpr0,T s;Eq, zn P Gpynq, n ě 1, и zn Ñ z0. Возьмем произвольную последо-

вательность tfnu8
n“1 Ă L1pr0,T s;Eq такую, что fn P Qpynq, zn “ Lpfnq, n ě 1. Из условия pQ2q

следует, что последовательность tfnu8
n“1 интегрально ограничена. Условие pQ3q означает, что

χEptfnptqu8
n“1q ď kptq sup

´hďsďt

χEptpynpsqu8
n“1q “ 0

для п.в. t P r0,T s и следовательно последовательность tfnu8
n“1 полукомпактна.

Из Леммы 4.1 следует, что последовательность tfnu8
n“1 слабо компактна, значит мы можем

предположить, без ограничения общности, что fn á f0. Лемма 4.2 влечет zn “ Lfn Ñ Lf0 “
z0. С другой стороны, применяя условие pQ1q получаем f0 P Qpy0q и таким образом z0 P
L ˝ Qpy0q “ Gpy0q, т.е. мультиоператор G замкнут.

Для заданного y P PCppr´h,T s;Eq рассмотрим произвольную последовательность
tznu8

n“1 Ă Gpyq. Пусть zn “ Lpfnq, n ě 1, где tfnu8
n“1 Ă Qpyq. Из условий pQ2q и pQ3q

вытекает, что последовательность tfnu8
n“1 полукомпактна, а тогда из Лемм 4.1 и 4.2 следу-

ет, что последовательность tznu8
n“1 относительно компактна. Компактность множества Gpyq

следует из его замкнутости, а выпуклость — из выпуклости значений мультиотображения Q

и линейности оператора L.

Более того, из аналогичных рассуждений следует, что если мы рассмотрим схо-
дящуюся последовательность tynu8

n“1 Ă PCpr´h,T s;Eq, то любая последовательность
tznu8

n“1 Ă Cpr0,T s;E,q такая, что zn P Gpynq, n ě 1 относительно компактна. Это означает,
что мультиотображение G квазикомпактно и применяя Лемму 2.1 мы заключаем, что оно
пн.св. ˝

Обозначим теперь через D множество функций u P PCpr0,T s;Eq, удовлетворяющих на-
чальному условию

up0q “ ψp0q.
Нетрудно видеть, что из условий, наложенных на отображение g вытекает, что D — выпуклое
замкнутое подмножество PCpr0,T s;Eq.

Для функции u P D обозначим yrus P PCpr´h,T s;Eq функцию, заданную формулой

yrusptq “
#
ψptq ´ gpuqptq, t P r´h,0s,
uptq, t P r0,T s. ,

Ясно. что отображение ι : D Ñ PCpr´h,T s;Eq, ιpuq “ yrus непрерывно.

Рассмотрим теперь разрешающий мультиоператор Γ: D ⊸ D задачи (2)-(4) определенный
как

Γpuq “ jpuq ` Gpuq,
где

jpuqptq “ eAtψp0q `
ÿ

0ătkăt

eApt´tkqIkpuptkqq, t P r0,T s,

Gpuq “ Gpyrusq.
Нетрудно видеть, что если u P D есть неподвижная точка Γ, то функция y “ yrus P
PCpr´h,T s;Eq является интегральным решением задачи (2) — (4).

Так как отображение j очевидно непрерывно и Gpuq “ Gpιpuqq, используя свойства непре-
рывности композиции и суммы многозначных отображений (см., например, [24], Теоремы
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1.3.11 и 1.3.19) и Теорему 4.1. мы можем сделать вывод о том, что мультиоператор Γ имеет
выпуклые компактные значения и полунерерывен сверху.

Нашей задачей теперь будет являться доказательство того факта. что мультиоператор
Γ будет являться уплотняющим относительно соответствующей МНК в пространстве
PCpr0,T s;Eq.

Нам понадобится следующее утверждение (см. [26], Лемма 4.2.1 и Теорема 4.2.2).
Лемма 4.3. Пусть последовательность функций tfnu8

n“1 Ă L1pr0,T s;Eq, интегрально
ограничена и существует функция υ P L1

`pr0,T sq такая, что

χE ptfn ptqu8
n“1q ď υptq для п.в. t P r0,T s.

Тогда

χE ptLfn ptqu8
n“1q ď 2D

ż t

0

υpsqds (5)

для всех t P r0,T s, где

D “ max
tPr0,T s

}eAt}. (6)

Определим теперь модифицированный модуль равностепенной непрерывности modPC в
пространстве PCpr0,T s;Eq следующим образом. Положим tm`1 “ T и пусть для произволь-
ного множества Ω Ă PCpr0,T s;Eq:

Ω1 “ ty|r0,t1s : y P Ωu

и

Ωi “ tz P Cprti´1,tis;Eq : zpti´1q “ ypt´i´1q, zptq “ yptq, ti´1 ă t ď ti : y P Ωu, 2 ď i ď m` 1.

Нетрудно видеть, что относительная компактность множества Ω равносильна относительной
компактности всех множеств Ωi, 1 ď i ď m` 1.

Пусть Ω Ă PCpr0,T s;Eq - ограниченное множество. Положим

modPCpΩq “ max
1ďiďm`1

modCpΩiq.

Зададим теперь затухающий модуль послойной некомпактности в пространстве
PCpr0,T s;Eq

γpΩq “ sup
tPr0,T s

e´LtχEpΩptqq,

где константа L ą 0 выбрана так, что

q “ sup
tPr0,T s

“
2D

ż t

0

e´Lpt´sqkpsqds‰ ă 1. (7)

Здесь D определено формулой (6), а k— функция из условия pQ3q.

Рассмотрим меру некомпактности νPC в пространстве PCpr0,T s;Eq со значениями в конусе
R
2
`. На ограниченном подмножестве Ω Ă PCpr0,T s;Eq значения νPC определим следующим

образом:
νPCpΩq “ pγ pΩq ,modPC pΩqq .
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Легко видеть, что МНК νPC монотонна, несингулярна и алгебраически полуаддитивна.
Из теоремы Арцела-Асколи следует, что она также правильна.

В силу условий, наложенных на операторы g и Ik, 1 ď k ď m, оператор j, согласно теоре-
ме Арцела–Асколи, будет вполне непрерывным. Таким образом, для решения поставленной
задачи нам достаточно доказать уплотняемость мультиоператора G.

Теорема 4.2. Мультиоператор G является νPC-уплотняющим.

Доказательство. Пусть Ω Ă D ограниченное множество, такое, что

νPC pG pΩqq ě νPC pΩq . (8)

Покажем, что тогда множество Ω является относительно компактным.
В силу сепарабельности пространства E мы можем без ущерба для общности считать, что

множества Ω и GpΩq счетны: Ω “ tunu8
n“1, GpΩq “ tznu8

n“1 и, более того, zn P Gpunq для
всех n ě 1. Пусть последовательность tfnu8

n“1 Ă L1pr0,T s;Eq такова, что fn P Qpyrunsq и zn “
Lpfnq для всех n ě 1. Заметим, что в силу условия pg1q последовательность tyruns|r´h,0su8

n“1 Ă
Cpr´h,0s;Eq относительно компактна.

Неравенство (8) означает, что

γptLfnu8
n“1q ě γptunu8

n“1q. (9)

Применяя условие pQ3q получаем для п.в. t P r0,T s

χE ptfnptqu8
n“1q ď kptq sup

sPr´h,ts
χE ptpyrunsqpsqu8

n“1q “ kptqϕ `tun|r0,tsu8
n“1

˘ “

“ kptqeLte´Ltϕ
`tun|r0,tsu8

n“1

˘ ď kptqeLtγ `tun|r0,tsu8
n“1

˘ ď
ď kptqeLtγ ptunu8

n“1q ď kptqeLt ¨ γ ptunu8
n“1q .

По Лемме 4.3 мы имеем для каждого t P r0,T s :

χE ptLfnptqu8
n“1q ď 2D

ż t

0

kpsqeLsds ¨ γ ptunu8
n“1q ď 2D

ż t

0

eLskpsqds ¨ γ ptunu8
n“1q . (10)

Теперь из неравенств (9) и (10) следует, что

γptunu8
n“1q ď 2D sup

tPr0,hs

ż t

0

e´Lpt´sqkpsqds ¨ γ ptunu8
n“1q “ q ¨ γ ptunu8

n“1q ,

то есть
γ ptunu8

n“1q “ 0,

откуда получаем, что для почти всех t P r0,T s :

χE ptfnptqu8
n“1q “ 0.

Из условия pQ2q тогда вытекает, что последовательность tfnu8
n“1 полукомпактна, и значит, по

Лемме 4.2, относительно компактна последовательность tLfnu8
n“1 “ tznu8

n“1. Но это означает,
что

νPC pG pΩqq “ νPC ptznu8
n“1q “ p0,0q,

и из (8) мы имеем
νPCpΩq “ p0,0q,
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завершая доказательство. ˝

Для того, чтобы получить теорему существования решения задачи (2) — (4) наложим на
каузальный мультиоператор Q более тонкое условие локальной интегральной ограниченно-
сти. Введем в пространстве C норму равномерной сходимости

}c}PC “ sup
´hďtď0

}cptq}E .

Заметим, что
}c}C ď }c}PC , @c P C, (11)

где } ¨ }C - интегральная норма в C, определенная формулой (1).

Рассмотрим следующее условие подлинейного роста:

pQ21q существует функция α P L1
`p0,T q такая что

}Qpyqptq}E ď αptq p1 ` }yt}PCq п.в. t P r0,T s

для всех y P Cpr´h,T s;Eq.
Теорема 4.3. Пусть выполнены условия pQ1q, pQ21q, pQ3q, pI1q, pg1q — pg2q, а также

следующие условия ограниченности:

pI2q существуют bk ą 0, k “ 1,2,...,m такие, что }Ikpxq}E ď bk,@x P E;

pg3q существует K ą 0 такое, что }gpuq}C ď K, @u P PC pr´h,T s;Eq .
Тогда множество интегральных решений задачи p2q ´ p4q непусто и компактно.

Доказательство. Покажем, что множество всех возможных решений u P D однопарамет-
рического семейства включений

u P jpuq ` λGpuq, λ P r0,1s (12)

априори ограничено. Действительно, любое решение включения (12) имеет вид

uptq “ eAtψp0q `
ÿ

0ătkăt

eApt´tkqIkpuptkqq ` λ

ż t

0

eApt´sqfpsq ds, t P r0,T s, (13)

где f P Qpyrusq и следовательно, согласно pQ21q, удовлетворяет оценке

}fptq}E ď αptq p1 ` }pyrusqt}PCq , п.в. t P r0,T s.
Но тогда из представления (13) мы получаем для каждого t P r0,T s оценку

}uptq}E ď D}ψ}C `Db`D

ż t

0

}fpsq} ds, (14)

где b “ řm
k“1 bk. Далее получаем

}uptq}E ď D p}ψ}C ` bq `D

ż t

0

αpsq p1 ` }pyrusqsq}PCq ds

ď D p}ψ}C ` bq `D

ż t

0

αpsq
ˆ
1 ` }ψ}C `K ` sup

0ďτďs
}upτq}E

˙
ds.
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Последнее выражение является неубывающей функцией от t, поэтому мы получаем

sup
0ďτďt

}upτq}E ď D p}ψ}C ` bq `D

ż t

0

αpsq
ˆ
1 ` }ψ}C `K ` sup

0ďτďs
}upτq}E

˙
ds.

Это означает, что кусочно-непрерывная функция vptq “ sup0ďτďt }upτq}E удовлетворяет оцен-
ке

vptq ď D
´

}ψ}C ` b
¯

`D
´
1 ` }ψ}C `K

¯
}α}L1 `D

ż t

0

αpsqvpsq ds.

Применяя неравенство Гронуолла (см., например, [27]), получаем желаемую априорную оцен-
ку

}u}PC ď NeD}α}
L1 ,

где N “ D
´

}ψ}C ` b` p1 ` }ψ}C `Kq}α}L1

¯
.

Возьмем теперь замкнутый шар Bp0,Rq Ă PCpr0,T s;Eq радиуса R ą NeD}α}
L1 , тогда

выпуклое замкнутое множество DB “ D X Bp0,Rq непусто, так как оно содержит внутри
себя (в относительной топологии пространства D) функции jpuq,@u P D. С другой стороны
оно априори содержит внутри себя все неподвижные точки семейства мультиотображений
Ψ: DB ˆ r0,1s ⊸ D,

Ψpu,λq “ jpuq ` λGpuq.
Аналогично тому, как это было сделано выше, можно показать, что мультиотобра-
жение Ψ имеет выпуклые компактные значения, полунепрерывно сверху и является
νPC-уплотняющим. Это означает, что мультиотображение Ψ удовлетворяет условиям Пред-
ложения 2.1 и, следовательно множество неподвижных точек FixΨp¨,1q “ FixΓ непусто
и компактно. Но тогда, в силу непрерывности отображения ι, непустым и компактным
является и множество решений задачи p2q ´ p4q : Σ “ ιpFixΓq. ˝

Отметим теперь, что если мы рассматриваем задачу Коши, не являющуюся нелокальной
(то есть при g ” 0), то аналогичная теорема сущестования может быть получена при следу-
ющем условии ограниченности на импульсные функции:

pI21q существуют bk ą 0, k “ 1,2,...,m такие, что b “ řm
k“1 bk ă 1

D
и

}Ikpxq}E ď bk}x}E @x P E.

Теорема 4.4. Пусть выполнены условия pQ1q, pQ21q, pQ3q, pI1q, pI21q. Тогда множество
интегральных решений задачи

y1ptq P Ayptq ` Qpyqptq, t P r0,T sztt1,...,tmu, (15)

ypt`k q “ yptkq ` Ikpyptkqq, k “ 1,...,m, (16)

ypτq “ ψpτq, τ P r´h,0s, (17)

непусто и компактно.
Доказательство. В данном случае любое решение операторного включения (12) имеет

вид

uptq “ eAtψp0q `
ÿ

0ătkăt

eApt´tkqIkpuptkqq ` λ

ż t

0

eApt´sqfpsq ds, t P r0,T s, (18)

где f P Qpyrusq. Получаем следующую оценку для каждого t P r0,T s :

}uptq}E ď D}ψp0q}E `D
ÿ

0ătkăt

}Ikpuptkqq}E `D

ż t

0

}fpsq}E ds
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ď D}ψp0q}E `D
ÿ

0ătkăt

bk}uptkq}E `D

ż t

0

αpsq p1 ` }pyrusqsq}PCq ds

ď D}ψp0q}E `Db sup
0ďτďt

}uptq}E `D

ż t

0

αpsq
ˆ
1 ` }ψ}C ` sup

0ďτďs
}upτq}E

˙
ds.

Как и прежде, замечаем что последнее выражение является неубывающей функцией от t, в
силу чего для функции vptq “ sup0ďτďt }upτq}E мы получаем оценку

vptq ď D}ψ}C `Dbvptq `D
´
1 ` }ψ}C

¯
}α}L1 `D

ż t

0

αpsqvpsq ds,

откуда

vptq ď D

1 ´Db

´
}ψ}C ` p1 ` }ψ}Cq}α}L1 `

ż t

0

αpsqvpsq ds
¯
.

Применяя к функции v неравенство Гронуолла, мы получим априорную оценку для решения
u и далее доказательство идет по той же схеме, что и в предыдущей теореме. ˝

Еще одну теорему существования решения нелокальной импульсной задачи мы получим,
если будем использовать для каузального оператора Q следующее асимптотическое условие
интегральной ограниченности:

pQ22q найдется последовательность функций tξnu8
n“1 Ă L1

`p0,T q такая. что

sup
}y}PCďn

}Qpyqptq}E ď ξnptq для п.в. t P r0,T s

и

lim inf
nÑ8

1

n
}ξn}L1 “ 0.

Теорема 4.5. Пусть выполнены условия pQ1q, pQ22q, pQ3q, pI1q, pg1q, pg2q, а также
следующие условия для функций Ik и g :

pI22q lim
}x}EÑ`8

}Ikpxq}E
}x}E “ 0, k “ 1,...,m;

pg31q lim
}u}PCÑ`8

}gpuq}C
}u}PC

“ 0.

Тогда задача p2q ´ p4q имеет интегральное решение.
Доказательство. Покажем, что существует замкнутый шар Bp0,Rq Ă PCpr0,T s;Eq до-

статочно большого радиуса R ą 0 такой, что ΓpDBq Ă DB . В предположении противного мы
будем иметь последовательности tunu8

n“1, tznu8
n“1 Ă D, zn P Γpunq такие, что }un}PC ď n, но

}zn}PC ą n для достаточно больших n.
Заметим, что если n достаточно велико, то условие }un}PC ď n влечет }yruns}PC ď n.

Действительно, если последовательность tunu8
n“1 ограничена, то тогда, в силу условия pg1q,

последовательность tgpunqu8
n“1 также ограничена: }gpunq}C ď N и тогда для выполнения

указанной импликации достаточно взять n ą }ψ}C `N. Если же последовательность tunu8
n“1

неограничена, то тогда для достаточно больших n будет выполнено соотношение

}ψ}C ` }gpunq}C ď }un}PC . (19)

Действительно, в противном случае мы имели бы подпоследовательность (будем ее обозна-
чать по-прежнему как tunu8

n“1), такую, что }un} Ñ `8, для которой будет выполнено

}ψ}C ` }gpunq}C ą }un}PC ,
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то есть }ψ}C
}un}PC

` }gpunq}C
}un}PC

ą 1,

что противоречит условию pg31q. Ясно, из условия (19) также вытекает данная импликация.
Тогда из представления

znptq “ eAtpψp0q ´ gpunqp0qq `
ÿ

0ătkăt

eApt´tkqIkpunptkqq `
ż t

0

eApt´sqfnpsq ds, t P r0,T s,

где fn P Qpyrunsq, согласно pQ22q, получаем для достаточно больших n оценку

}zn}PC ď Dp}ψ}C ` }gpunq}Cq `D

mÿ

k“1

}Ikpunptkqq} `D

ż T

0

}fnpsq}E ds

ď Dp}ψ}C ` }gpunq}Cq `D

mÿ

k“1

}Ikpunptkqq} `D}ξn}L1 .

Но тогда

1 ă }zn}PC

n
ď D

´}ψ}C
n

` }gpunq}C
n

¯
`D

mÿ

k“1

}Ikpunptkqq}
n

`D
1

n
}ξn}L1 . (20)

Из условия pQ22q следует, что найдется подпоследовательность последовательности
t 1
n

}ξn}L1u8
n“1, сходящаяся к нулю. Для простоты будем обозначать ее тем же символом. То-

гда, если соответствующая последовательность tunu8
n“1 ограничена, то, как уже отмечалось,

последовательность tgpunqu8
n“1 также ограничена, поэтому

lim
nÑ8

}gpunq}C
n

“ 0.

Если же эта последовательность неограничена, то без ущерба для общности мы можем счи-
тать, что }un}PC Ñ 8 и тогда мы имеем, согласно условию pg31q

lim
nÑ8

}gpunq}C
n

ď lim
}un}PCÑ8

}gpunq}C
}un}PC

“ 0.

Аналогичным образом, используя условия pI1q и pI22q, мы можем убедиться в том, что

lim
nÑ8

}Ikpunptkqq}E
n

“ 0, k “ 1,...,m.

Но тогда переход к пределу в соотношении (20) приводит к противоречию.
Доказательство завершает применение Предложения 2.2 к мультиотображению Γ: DB ⊸

DB . ˝
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