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Abstract. The equivalence of weak solvability of initial boundary value problems for
Jeffries-Oldroyd models and one integro-differential system with memory is established. The
proofs substantially use the properties Regular Lagrangean Flows.
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1. ВВЕДЕНИЕ

1.1. Модель Джеффриса-Олдройда

Пусть Ω P Rn, n “ 2,3, ограниченная область с кусочно-гладкой границей BΩ, T ą 0 и
Q “ r0,T sˆΩ. Для модели движения вязкоупругой среды Джеффриса-Олдройда с постоянной
плотностью ρ “ 1 рассматривается начально-краевая задача Z1:

Bv
Bt `

nÿ

i“1

vi
Bv
Bxi ` grad p “ Divσ ` f, pt, xq P QT , (1)

σ ` λ1pBσ
Bt `

nÿ

i“1

vi
Bσ
Bxi q “ 2ηpEpvq ` λ2pBEpvq

Bt `
nÿ

i“1

vi
BEpvq

Bxi q, pt, xq P QT ; (2)

˚ Исследование выполнено при поддержке Российского Фонда Фундаментальных Исследований (проект
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div v “ 0, pt, xq P QT ; (3)

v|r0,T sˆBΩ “ 0; (4)

v|t“0 “ v0, σ|t“0 “ σ0. (5)

Здесь vpt,xq=pv1pt,xq, . . . ,vnpt,xqq и ppt,xq — искомые векторная и скалярная функции, озна-
чающие скорость движения и давление среды, fpt,xq — плотность внешних сил, Epvq – тензор
скоростей деформаций, т.е. n ˆ n матрица с коэффициентами Eijpvq “ 1

2
pBvi{Bxj ` Bvj{Bxiq,

σ - тензор напряжений. Дивергенция Div σ pnˆ nq-матрицы определяется как вектор с ком-
понентами — дивергенциями строк матрицы σ. 0 ă λ1 ă λ2, η ą 0 определяют вязкие и
упругие свойства среды. Коэффициенты 0 ă λ2 ă λ1, η ą 0 означают время релаксации,
время запаздывания и вязкость среды соответственно.

Подробное описание этой модели, проблемы ее разрешимости в слабом и сильном смысле,
а также открытые вопросы, связанные с ней, можно найти в [1]. Ниже обсуждаются вопросы,
связанные со слабыми решениями.

Важной задачей является нахождение не только поля скоростей v, но и траекторий дви-
жения частиц среды, или, что то же, нахождение траекторий поля скоростей v.

Это, в свою очередь, требует решения задачи Коши (в интегральной форме)

zpτ ; t, xq “ x`
ż τ

t

vps, zps; t, xqq ds, 0 ď t, τ ď T, x P Ω.

Вопрос о решении этой задачи оказывается тесно связанным с решением задачи Z1 (см.
[2]).

Отметим, что классическая разрешимость задачи Коши требует определенной гладкости
поля скоростей v. Однако обычно получаемое слабое решение задачи Z1 не дает поля v нуж-
ной гладкости, и приходится либо проводить регуляризацию поля v, либо использовать более
общие понятия решения задачи Коши, а именно, понятие Регулярного Лагранжевого Потока
(РЛП).

Нашей целью является доказательство анонсированной в [2] эквивалентности задачи Z1

и задачи нахождения поля скоростей и траекторий движения частиц среды Джеффриса-
Олдройда.

1.2. Интегродифференциальная система с памятью

Рассмотрим теперь другую задачу Z2:

Bvpt,xq{Bt `
nÿ

i“1

vipt,xqBvpt,xq{Bxi ´ λ2λ
´1
1 ∆vpt,xq ´ (6)

2ηpλ1 ´ λq2λ´2
1 Div

ż t

0

exp pps´ tq{λq Epvqps, zps; t, xqqds `∇ppt,xq “ f1pt,xq, pt,xq P Q;

div vpt, xq “ 0, pt, xq P Q; (7)

zpτ ; t, xq “ x`
ż τ

t

vps, zps; t, xqq ds, 0 ď t, τ ď T, x P Ω; (8)

vp0, xq “ v0pxq, x P Ω; vpt, xq “ 0, pt, xq P Γ “ r0, T s ˆ BΩ. (9)

Здесь
f1 “ f ` σ0 ´ 2ηλ2λ

´1Epv0q expp´t{λ1q ` expp´t{λ1qσ0,
а (8) является задачей Коши (в интегральной форме) для системы ОДУ (в интегральной
форме).
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Решение zps; t, xq задачи Коши (8) дает траектории, по которым движутся частицы среды,
а именно, zpt; 0,xq описывает траекторию частицы среды, находящейся в момент t “ 0 в месте
x.

Наличие интегрального слагаемого в (6) означает наличие памяти среды вдоль траекторий
движения частиц среды.

В случае гладкости всех входящих в Z1 и Z2 функций, сравнительно просто показывается,
что решение одной задачи порождает естественным образом решение другой, и наоборот.
Однако в случае обобщенных (слабых) решений это далеко не очевидное утверждение.

Нашей целью является доказательство эквивалентности слабой разрешимости задач Z1 и
Z2 .

Структура работы следующая. Ниже (раздел 2) мы приводим необходимые обозначения и
определения, в разделе 3 даются ввспомогательные утверждения. Основной результат дается
в разделе 4. Доказательства основных результатов даются в разделах 5 и 6 соответственно.

Не зависящие от существенных величин константы в неравенствах и цепочках неравенств
обозначаются символом M .

2. ОБОЗНАЧЕНИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЯ

2.1. Фунциональные пространства

Пусть V “ tv : v P C8
0 pΩqn,div v “ 0u. Пусть

˝
W 1

2 pΩqn — замыкание C8
0 pΩqn в норме про-

странства W 1
2 pΩqn. Символами H и V обозначаются замыкания V в нормах L2pΩqn и W 1

2 pΩqn
соответственно Обозначим через xf,vy действие функционала f из сопряженного к V про-
странства V ´1 на элемент v из V . Отождествление гильбертова пространства H с его сопря-
женным H´1 и теорема Рисса приводят к непрерывным вложениям V Ă H “ H´1 Ă V ´1.
При этом для u P V и w P V ´1 справедливо соотношение xu,wy “ pu,wq со скалярным произ-
ведением в H (см., напр., [3], раздел I.1.4).

Обозначим через Rnˆn пространство матриц порядка nˆ n со скалярным произведением

pA,BqRnˆn
“ A : B “

nÿ

i“1

AijBij , A “ pAijq, B “ pBijq,

а через Rnˆn
S — подпространство симметричных матриц.

Через p¨,¨q обозначается скалярное произведение в гильбертовых пространствах L2pΩq, H,
L2pΩqn, L2pΩqnˆn, в каких именно — ясно из контекста.

Норма функции u из L2pΩq и H обозначается соответственно символом |u|0, норма функ-
ции u из V , W 1

2 pΩqn или W 1
2 pΩqnˆn обозначается соответственно символом |u|1, что именно

имеется в виду, ясно из контекста.

2.2. Регулярные Лагранжевы Потоки

В случае v P L1p0,T ;C1pΩqq с нулевым условием на границе задача (8) нелокально од-
нозначно разрешима в классическом смысле (см. [6]). Однако в случае суммируемой вектор-
функции v ситуация сильно усложняется, и приходится использовать более широкие понятия
решения задачи (8).

Для формулировки определения слабого решения задачи Z2 нам понадобится обобщение
понятия классического решения задачи Коши для системы ОДУ, а именно, понятие регуляр-
ного лагранжева потока.

Определение 1. Регулярным лагранжевым потоком (РЛП), порожденным v, называется
функция zpτ ; t, xq, pτ ; t, xq P r0, T s ˆ r0, T s ˆ Ω, удовлетворяющая следующим условиям:

1) при п.в. x и любом t P r0, T s функция γpτq “ zpτ ; t, xq абсолютно непрерывна и удовле-
творяет уравнению (8);
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2) для любых t, τ P r0, T s и произвольного измеримого по Лебегу множества B Ă Ω с
лебеговой мерой mpBq справедливо соотношение mpzpτ ; t, Bqq “ mpBq;

3) при всех ti, P r0, T s, i “ 1,2,3, и п.в. x P Ω

zpt3; t1, xq “ zpt3; t2, zpt2; t1, xqq. (10)

Определение РЛП см., например, в [7], [8], [9]. Здесь мы приводим это определение в
частном случае ограниченной области Ω и для поля v с div v “ 0.

Справедлив следующий результат о существовании регулярного лагранжева потока (см.
[9]).

Теорема 2. Пусть v P L1p0, T ;W 1
p pΩqnq, 1 ď p ď `8, div vpt, xq “ 0 и v|r0,T sˆBΩ “ 0. Тогда

существует единственный РЛП z, порожденный v.

3. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ УТВЕРЖДЕНИЯ

Введем банаховы пространства

W1p0,T q “ tv : v P L2p0,T ;V q X Cwpr0, T s;Hq, Rnˆn
S q, v1 P L1p0,T ;V ´1qu,

W2p0,T q “ tσ P L2p0, T ;L2pΩ, Rnˆn
S qq X Cwpr0, T s;W´1

2 pΩ, Rnˆn
S qqu

с естественными нормами пересечений. Здесь через Cwpr0, T s;W´1
2 pΩ, Rnˆn

S qq обозначаются
пространства слабо непрерывных на r0,T s функций со значениями в W´1

2 pΩ, Rnˆn
S q.

3.1. Слабые решения модели Джеффриса-Олдройда

Определение 3. Слабым решением задачи Z1 называется пара функций pv, σq, v P W1p0,T q,
σ P W2p0,T q, удовлетворяющая при п.в. t тождествам

d

dt
pv,ϕq ` pσ,∇ϕq ´

nÿ

i“1

pviv, Bϕ
Bxi q “ xf,ϕy, (11)

pσ,Φq ` λ1
d

dt
pσ,Φq ´ λ1

nÿ

i“1

pviσ, BΦ
Bxi q “ 2ηpEpvq,Φq ` 2ηλ2p d

dt
pEpvq,Φq ´

nÿ

i“1

pviEpvq, BΦ
Bxi qq (12)

для всех Φ P C8
0 pΩqnˆn в смысле распределений на p0, T q, и условиям (4), (5).

В [4] установлена

Теорема 4. Пусть f P L1p0,T ;V ´1q, v0 P H, а σ0 P W´1
2 pΩ, Rnˆn

S q. Пусть σ0 ´
2ηλ2λ

´1Epv0q P W´1
2 pΩ, Rnˆn

S q. Тогда задача Z1 имеет слабое решение pv, σq.

3.2. Интегродифференциальная система с памятью

Определение 5. Пусть f P L1p0,T ;V ´1q, v0 P H, а σ0 P W´1
2 pΩ, Rnˆn

S q. Пусть σ0 ´
2ηλ2λ

´1Epv0q P L´1
2 Ω, Rnˆn

S q. Слабым решением задачи Z2 называется пара функций pv, zq,
где v P W1, а z является РЛП, порожденным v, удовлетворяющая при п.в. t уравнению

d

dt
pv,ϕq ´

nÿ

i“1

pviv, Bϕ
Bxi q ` µ0pEpvq,Epϕqq`

µ1

ż t

0

exp pps ´ tq{λqpEpvqps, zps; t, xqq,Epϕqpxqq ds “ xf1,ϕy,
(13)

и условию (9) для всех ϕ P V в смысле распределений на p0, T q.
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Здесь µ0 “ 2ηλ2λ
´1
1 , µ1 “ ηpλ1 ´ λ2qλ´2

1 .
В [10] установлена

Теорема 6. Пусть f P L1p0,T ;Hq, v0 P H, а σ0 P W´1
2 pΩ, Rnˆn

S q. Пусть σ0 ´ µ0Epv0q P
L´1
2 pΩ, Rnˆn

S q. Тогда задача Z2 имеет слабое решение pv, zq.

4. ФОРМУЛИРОВКА ОСНОВНЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ

Теорема 7. Пусть выполняются условия теоремы 4. Пусть пара pv,σq является слабым
решением задачи Z1. Тогда пара pv,zq, где z - РЛП, порожденный v, является слабым реше-
нием задачи Z2.

Теорема 8. Пусть выполняются условия теоремы 6. Пусть пара pv,zq является слабым
решением задачи Z2. Тогда пара pv,σq, где

σpt,xq “ µ1

tż

0

exppps ´ tqλ´1
1 qEpvqps, zps; t, xqq ds ` µ0Epvqpt,xq`

expp´tq{λ1qpσ0 ´ µ0Epv0qq,
(14)

является слабым решением задачи Z2.

5. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 7

Пусть пара pv,σq является решением слабым задачи Z1. Тогда pv,σq, v P W1p0,T q, σ P
W2p0,T q, и в силу теоремы 4 существует единственный РЛП z, порожденный v. Покажем, что
пара pv,zq является слабым решением задачи Z2. Для этого достаточно установить тождество
(13) или, что то же, справедливость тождества

´
Tż

0

pv,ϕqϕ1ptq dt ´
nÿ

i“1

Tż

0

pviv, Bϕ
Bxi qϕptq dt ` µ0

Tż

0

pEpvq,Epϕqqϕptq dt`

µ1

Tż

0

ż t

0

exp pps ´ tq{λqpEpvqps, zps; t, xqq,Epϕqpxqq dsϕptq dt “
Tż

0

xf1,ϕyϕptq dt
(15)

для всех ϕ P V и ϕ P C8
0 p0,T q, и выполнение условия (9).

Для доказательства тождества (15) нам понадобятся следующие факты.
Рассмотрим функцию

σ̄pt,xq “ µ1

tż

0

exppps ´ tqλ´1
1 qEpvqps, zps; t, xqq ds`

µ0Epvqpt,xq ` expp´t{λ1qpσ0 ´ µ0Epv0qq
(16)

и покажем, что она удовлетворяет тождеству (12).
Представим σ̄ в виде

σ̄pt,xq “ µ1g1pt, xq ` µ0g2pt, xq ` g3pt, xq, (17)
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где

g1pt, xq “
tż

0

exppps´ tqλ´1
1 qEpvqps, zps; t, xqq ds, (18)

g2pt, xq “ Epvqpt,xq, g3pt, xq “ expp´t{λ1qpσ0 ´ µ0Epv0qq. (19)

Для функций gipt, xq, i “ 1,2,3 cправедлива

Лемма 1. Для функций gipt, xq, i “ 1,2,3, определенных формулами (18)-(19), справед-
ливо соотношения gi P L2p0,T ;L2pΩ, Rnˆn

S q, а, следовательно и соотношение σ̄pt,xq P
L2p0,T ;L2pΩ, Rnˆn

S q.
Доказательство. Из (18) следует, что

}gpt,xq}2
L2p0,T ;L2pΩ,Rnˆn

S
q “

Tż

0

}
tż

0

exppps ´ tqλ´1
1 qEpvqps, zps; t, xqq ds}2

L2pΩ,Rnˆn
S

q dt. (20)

Пользуясь интегральным неравенством Минковского, имеем

}g1pt,xq}2
L2p0,T ;L2pΩ,Rnˆn

S
q ď M

Tż

0

tż

0

ż

Ω

|vxps, zps; t, xqq|2 dx ds dt. (21)

Сделаем замену переменной y “ zpt; s,yq. Так как якобиан матрицы y “ zxpt; s,yq равен
единице в силу div “ 0, то мы получаем, что

ż

Ω

|vxps, zps; t, xqq|2 dx “
ż

Ω

|vxps,yq|2 dy “ |vps,¨q|21. (22)

Здесь через |vx| обозначена евклидова норма матрицы vx. Из соотношений (20) и (22) тогда
вытекает, что

}g1pt,xq}2
L2p0,T ;L2pΩ,Rnˆn

S
q ď M

Tż

0

tż

0

|vps,¨q|21 ds dt ď M}v}2L2p0,T ;V q (23)

Отсюда следует, что g1 P L2p0,T ;L2pΩ, Rnˆn
S q.

Доказательства аналогичных включений для g1 и g2 очевидны. Отсюда вытекает, что
σ̄ P W2p0,T q.

Лемма 1 доказана.

Лемма 2. Пусть v P W1p0,T q, а z— РЛП, порожденный v. Тогда справедливо соотношение

d

dt
pg1pt,xq,Φpxqq “ pvpt, xq,Φpxqq ` λ´1

1

tż

0

exppps ´ tqλ´1
1 qEpvqps, zps; t, xqq ds,Φpxqq´

nÿ

i“1

pvipt,xq
tż

0

exppps ´ tqλ´1
1 qEpvqps, zps; t, xqq ds,BΦpxq

Bxi q.
(24)

для всех Φ P C8
0 pΩqnˆn в смысле распределений на p0, T q.
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Лемма 2 для случая гладкой функции v установлена в [11]. В нашем же случае ситуация
сложнее, так как функция v принадлежит лишь Соболевскому пространству, а z является
РЛП, а не классичеким решением задачи Коши.

Доказательство леммы 2. Сделав замену переменной x “ zpt; 0,yq в интеграле по Ω (22)
при фиксированных t и s, мы получим

p
tż

0

exppps´ tqλ´1
1 qEpvqps, zps; t, xqq ds,Φpxqq “

tż

0

exppps´ tqλ´1
1 q

ż

Ω

Epvqps,ps; t, xqq : Φpxq dy ds “

tż

0

exppps ´ tqλ´1
1 q

ż

Ω

Epvqps, zps; 0,yqq : Φpzpt; 0,yqq dy ds.

(25)

Отсюда с помощью интегрирования по частям следует, что для всех Φ P C8
0 pΩqn и для всех

ϕ P C8
0 p0,T q справедливо соотношение

´
Tż

0

p
tż

0

exppps ´ tqλ´1
1 qEpvqps, zps; t, xqq ds,Φpxqqϕ1ptq dt “

´
Tż

0

tż

0

exppps ´ tqλ´1
1 q

ż

Ω

Epvqps, zps; 0,yqq : Φpzpt; 0,yqq dy ds dtϕ1ptq dt “

λ´1
1

Tż

0

tż

0

exppps ´ tqλ´1
1 q

ż

Ω

Epvqps, zps; 0,yqq : Φpzpt; 0,yqq dx dsϕptq dt`

Tż

0

ż

Ω

Epvqpt, zpt; 0,yqq : Φpzpt; 0,yqq dyϕptq dt`

nÿ

i“1

Tż

0

tż

0

exppps´ tqλ´1
1 q

ż

Ω

Epvqps, zps; 0,yqq ds :
B

BxiΦpzpt; 0,yqq dy ϕptq dt.

Сделав в интегралах по Ω замену переменной y “ zp0; t,xq, мы получаем, что справедливо
соотношение

´
Tż

0

p
tż

0

exppps ´ tqλ´1
1 qEpvqps, zps; t, xqq ds,Φpxqqϕ1ptq dt “

λ´1
1

Tż

0

tż

0

exppps´ tqλ´1
1 q

ż

Ω

Epvqps, zps; t,xqq : Φpxq dx dsϕptq dt`

Tż

0

ż

Ω

Epvqpt, xq : Φpzpxqq dxϕptq dt`

nÿ

i“1

Tż

0

tż

0

exppps ´ tqλ´1
1 q

ż

Ω

Epvqps, zps; t,xqq ds : B
BxiΦpxq dxϕptq dt.

(26)
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В силу произвольности ϕ тождество (26) означает справедливость соотношения (24).
Лемма 2 доказана.

Лемма 3. Функция σ “ σ̄, где σ̄, определенная формулой (16), удовлетворяет тождеству
(12).

Доказательство состоит в подстановке σ̄ в (12) вместо σ с использованием леммы 2.
Покажем, что на деле σ̄ совпадает с σ, определенной парой pv,σq.
Справедлива

Лемма 4. Пусть пара pv,σq являктся слабым решением задачи Z1, а z— РЛП, порожден-
ный v. Тогда функция σ, удовлетворяющая тождеству (12), определяется правой частью
формулы (16).

Доказательство леммы 4. Рассмотрим функцию σ̄, определенную формулой (16). Из
лемм 1, 2 и формулы (16) вытекает, что справедливо неравенство

}σ̄pt,xq}
L2p0,T ;L2pΩ,Rnˆn

S
q ď Mp}v}L2p0,T ;V q ` |σ0|0 ` |v0|1q. (27)

Сделаем в (12) замену
τ̄ “ σ ´ σ̄. (28)

Тогда, если σ удовлетворяет тождеству (12), то τ удовлетворяет тождеству

pτ̄ ,Φq ` λ1
d

dt
pτ̄ ,Φq ´ λ1

nÿ

i“1

pviτ̄ ,∇Φq “ 0 (29)

для всех Φ P C8
0 pΩ, Rnˆn

S q в смысле теории распределений на p0, T q, и выполняется начальное
условие τ̄p0,xq “ 0.

Сделаем в (29) замену
τ “ exppt{λ1qτ̄ . (30)

Тогда, если σ удовлетворяет тождеству (29), то τ удовлетворяет тождеству

d

dt
pτ,Φq ´

nÿ

i“1

pviτ,∇Φq “ 0 (31)

для всех Φ P C8
0 pΩ, Rnˆn

S q в смысле теории распределений на p0, T q, и τp0,xq “ 0.
Это означает, что справедливо тождество

ż T

0

pτpt,xq, BΨpt,xq{Bt dt `
nÿ

i“1

ż T

0

pvipt,xqτpt,xq , BΨpt,xq{Bxiq dt “ 0, (32)

где Ψpt,xq “ Φpxq ˆ ψptq, Φ P C8
0 pΩqn, ϕ P C8

0 p0,T q.
где Ψpt,xq “ Φpxq ˆ ϕptq, Φ P C8

0 pΩqnˆn, ϕ P C8
0 p0,T q.

Из обобщенной формулы Стокса ([3], c. 17) и условия v|r0,T sˆBΩ “ 0 следует, что в (32) в
качестве пробных функций можно брать не только финитные функции Ψpt,xq “ Φpxq ˆϕptq,
Φ P C8

0 pΩqnˆn, ϕ P C8
0 p0,T q, но и Ψ P C8

0 pQT , R
nˆn
S q. Тогда тождество (32) можно считать

как определяющее слабое решение задачи Коши

Bτpt,xq{Bt `
nÿ

i“1

Bpvipt,xqτpt,xqq{Bxi “ 0, pt,xq P p0,T q ˆRn, τp0,xq “ 0, x P Rn. (33)
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В ([7], Sec. II) установлено, что единственным слабым решением задачи (33) является нулевое.
Отсюда следует, что единственной функцией, удовлетворяющей тождеству (15) является τ “
0. Из (28) тогда следует, что единственной функцией σ, удовлетворяющей тождеству (12),
является σ, определенная правой частью формулы (14).

Лемма 4 доказана.

Подстановка σ, определенной правой частью формулы (14), в тождество (11) дает тожде-
ство (13).

Таким образом, пара pv,zq является слабым решением задачи (6)-(9).

Теорема 4 доказана.

6. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 8

Пусть пара pv,zq является решением задачи Z2. Тогда v P W1p0,T q, а z единственный РЛП,
порожденный v.

Рассмотрим функцию σ, определенную формулой (14). Покажем, что пара pv,σq является
решением задачи Z1.

Для этого достаточно установить, что σ P W2p0,T q и пара pv,σq удовлетворяет тождествам
(11) и (12).

Установим, что σ P W2p0,T q.

Лемма 5. Для функции σ, определенной формулой (14), справедливо соотношение σ P
W2p0,T q. Кроме того, функция σ удовлетворяет условию (5).

Доказательство леммы 5. Покажем сначала, что σ P Cwpr0, T s;W´1
2 pΩ, Rnˆn

S qq. Для
этого достаточно установить непрерывность функции

γptq “ xσpt,xq,Φpxqy,

где σ определяется формулой (14), по t при любой Φ P
˝
W 1

2 pΩ, Rnˆn
S q.

Пусть сначала Φ является гладкой функцией. Тогда, опуская для простоты множитель с
exp и полагая µ0 “ µ1 “ 1, имеем

γptq “ xσpt,xq,Φpxqy “

pσpt,xq,Φpxqq “ p
tż

0

Epvqps, zps; t, xqq,Φpxqq ds ` pEpvqpt,xq,Φpxqq “

tż

0

ż

Ω

Epvqps, zps; t, xqq : Φpxq dx ds `
ż

Ω

Epvqpt,xq : Φpxq dx`

expp´t{λ1qpσ0 ´ µ0Epv0q,Φpxqq “ γ1ptq ` γ2ptq ` γ3ptq.

(34)

Делая замену переменной x “ zpt; 0,yq, имеем

γ1ptq ”
tż

0

ż

Ω

Epvqps, zps; 0, yqq : Φpzpt; 0,yqq dy ds. (35)
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Нетрудно видеть, что

△γ1ptq ” γ1pt ` △tq ´ γ1ptq “
t`τż

t

ż

Ω

Epvqps,zps; 0, yq : Φpzpt` τ,0,yqq dy ds`

tż

0

ż

Ω

pEpvqps, zps; 0,yqq ds : pΦpzpt ` τ,0,yqq ´ Φpzpt; 0,yqqq dx “ γ11pt,τq ` γ12pt,τq.
(36)

Оценим слагаемые γ1i, i “ 1,2. Делая замену переменной y “ zp0; t, xq и пользуясь неравен-
ством Коши-Буняковского и ограниченностью Φpxq, имеем

|γ11pt,τq| ď M |
t`τż

t

ż

Ω

|vxps, zps; 0,yqq| dy ds|

ď M |
t`τż

t

ż

Ω

|vxps,xq| dx ds ď M |
t`τż

t

|vps,xq|1 ds| ď |τ |1{2M |
t`τż

t

|vps,xq|21 ds|1{2.

(37)

Аналогично получаем

|γ12pt,τq “ |
tż

0

ż

Ω

pEpvps, zps; 0, yqq : pΦpzpt ` τ,0,yqq ´ Φpzpt; 0,yqqq dy ds|

ď M

tż

0

ż

Ω

|vxps, zps; 0, yqq||Φpzpt ` τ,0,yqq ´ Φpzpt; 0,yqq| dy ds.
(38)

Пользуясь гладкостью Φ, получаем, что

Φpzpt ` τ,0,yqq ´ Φpzpt; 0,yqq “ τ

nÿ

i“1

1ż

0

BΦ
Bxi pzpt ` ξτ,0,yqq dξ (39)

Отсюда следует, что

|Φpzpt ` τ,0,yqq ´ Φpzpt; 0,yqq| ď M |τ |. (40)

Из соотношений (38)-(40) следует, что

|γ12pt,τq ď Mτ. (41)

Из соотношений (37) и (41) вытекает неравенство

|γ1pt,τq ď M |τ |1{2. (42)

Оценка

|γ2pt,τq ď M |τ |1{2. (43)

устанавливается проще.
Непрерывность γ3ptq по переменной t очевидна.
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Отсюда и из оценок (42)-(43) вытекает непрерывность γptq по переменной t при гладкой
Φ.

Установим непрерывность γptq по переменной t при любой Φ P
˝
W 1

2 pΩ, Rnˆn
S q.

Пусть последовательность гладких функций Φm, m “ 1,2, ..... сходится к Φ в
˝
W 1

2 pΩ, Rnˆn
S q

при m Ñ `8. Очевидно, что

γptq “ xσpt,xq,Φpxqy “ xσpt,xq,Φpxq ´ Φmpxqy ` xσpt,xq,Φmpxqy “ γ̄1ptq ` γ̄mptq. (44)

Нетрудно видеть, что

γ̄1ptq ď |xg1pt,xq,Φpxq ´ Φmpxqy| ` |xg2pt,xq,Φpxq ´ Φmpxqy|`
|xg3pt,xq,Φpxq ´ Φmpxqy| “ Z1 ` Z2 ` Z3.

(45)

Здесь gipt,xq определяются формулами (18)-(19).
Делая замену переменной y “ zp0; t, xq и пользуясь неравенством Коши-Буняковского,

имеем

Z1 ď
t`τż

t

|Epvqps,zps; t,xq|0|Φpxq ´ Φmpxq|0 ds ď

M

tż

0

|vps,xq|1 ds|Φ ´ Φm|0 ď M}v}L2p0,T ;V q|Φ ´ Φm|0.
(46)

Для Z2 имеем

Z2 ď M |Epvqpt,xq|´1|Φpxq ´ Φmpxq|1 ď M |vpt,xq|0|Φ ´ Φm|1 ď
M1 sup

t
|vpt,xq|0|Φ ´ Φm|1. (47)

Здесь мы воспользовались тем, что vpt,xq P Cwpr0, T s;Hq и, следовательно, |vpt,xq|0 равно-
мерно ограничена по t.

Для Z3 имеем очевидное неравенство

Z3 ď M |Φpxq ´ Φmpxq|1 ď M2|Φpxq ´ Φmpxq|1, (48)

где M2 ą 0 некоторая константа.
Из оценок (45)–(48) следует, что

|γ̄1ptq| ď M3|Φpxq ´ Φmpxq|1, (49)

где M3 ą 0 некоторая константа.
Пусть m0 ą 0 таково, что при m ě m0 выполняется неравенство

|γ1ptq| ď ε. (50)

Здесь ε ą 0 произвольное наперед заданное число.
Так как γ̄mptq является непрерывной в силу гладкости Φm функцией, то отсюда и из (50)

легко следует непрерывность γptq. Мы показали, что σ P Cwpr0, T s;W´1
2 pΩ, Rnˆn

S qq.
Отсюда и из леммы 1 следует, что σ P W2p0, T q.
Выполнение условия (5) проверяется подстановкой t “ 0 в формулу (14).
Лемма 5 доказана.
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Далее, в силу леммы 4 пара pv,σq удовлетворяет тождеству (12).
Покажем, что она удовлетворяет тождеству (11).
Перепишем тождество (13) в виде

d

dt
pv,ϕq ´

nÿ

i“1

pviv, Bϕ
Bxi q ` pµ0Epvq`

µ1

ż t

0

exp pps ´ tq{λqpEpvqps, zps; t, xqq ` expp´tq{λ1qpσ0 ´ µ0Epv0q,Epϕqq ds “
xf,ϕy,

(51)

Первый сомножитель в скалярном произведении в третьем слагаемом дает σ в силу фор-
мулы (14). Тем самым справедливость тождества (11) доказана. Это и доказывает теорему
7.

Tеорема 7 доказана.
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