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Аннотация. В данной работе на основе численного решения уравнений математиче-
ской модели динамики многофазной среды-взвеси твёрдых частиц, проводиться модели-
рование процесса движения прямого скачка уплотнения из запылённой среды в чистый
газ с учётом сил электромагнитной природы, воздействующих на дисперсную составляю-
щую двухфазной среды, а также силового и теплового взаимодействия компонент смеси.
Выявлены закономерности ударно-волнового течения запылённой среды во внутреннем
электромагнитном поле, генерируемом заряженной дисперсной компонентой двухфазной
среды.

Ключевые слова: численное моделирование, многофазные среды, газовзвеси, удар-
ные волны, электрогидродинамика, электрическое поле.

NUMERICAL STUDY OF THE INFLUENCE OF THE
INTERNAL ELECTRIC FIELD OF A DISPERSED

COMPONENT ON THE DISTRIBUTION OF A PLANE
SHOCK WAVE FROM A TWO PHASE SPRAYED MEDIA IN

A HOMOGENEOUS GAS
D. A. Tukmakov, N. A. Tukmakova

Abstract. In this paper, based on the numerical solution of the equations of a mathematical
model of the dynamics of a multiphase medium-suspension of solid particles, we simulate the
process of motion of a direct shock wave from a dusty medium to clean gas, taking into
account the forces of electromagnetic nature acting on the dispersed component of a two-phase
medium, as well as force and thermal interaction component of the mixture. The patterns of
the shock-wave flow of a dusty medium in an internal electromagnetic field generated by a
charged dispersed component of a two-phase medium are revealed.

Keywords: numerical modeling, multiphase media, gas suspensions, shock waves, electro
hydrodynamics, electric field.

.
Многие природные явления и процессы, протекающие в технике связаны с движением

сплошных сред являющихся неоднородными по своим механическим и физико-химическим
свойствам в связи с этим одним из важных разделов современной механики жидкости и газа
является динамика неоднородных сред [1–4]. При этом экспериментальное исследование ди-
намических процессов в неоднородных средах в ряде случаев затруднено и изучение таких
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сред требуют создания математических моделей [4,5]. Неоднородные среды могут быть сме-
сью компонент, имеющих одинаковое агрегатное состояние — гомогенными смесями или же
объединением компонент с разными агрегатными состояниями — гетерогенными смесями, что
является наиболее сложным в плане математического моделирования [6,7]. Учёт межфазно-
го взаимодействия тем более важен если различные компоненты смеси имеют сопоставимые
массовые доли, в таких смесях наблюдаются эффекты отличные от эффектов, выявленных
в классической аэро и гидромеханики. Примером таких смесей могут быть взвеси твёрдых
или жидких дисперсных включений в газе- газокапельные и запылённые среды. Интерес
к математическому моделированию динамики газовзвесей вызван задачами, связанными с
оптимизацией установок транспорта порошковых сред, что требует учёта воздействия аэро-
динамических сил несущей среды на дисперсную составляющую, что так же необходимо и
для моделирования процесса экранирования промышленных взрывов запылёнными средами
и при описании ударноволновых течений дисперсных сред в реактивных двигателях дето-
национного типа [8–10]. В то же время оптимизация сверхзвукового напыления порошковых
покрытий в электрическом поле требует математических моделей, учитывающих воздействие
на гетерогенную смесь сил, имеющих как аэродинамическую, так и электромагнитную при-
роду [11].

В данной работе моделируется течение среды, представляющей собой электрически заря-
женную газовзвесь монодисперсного состава — предполагается, что все включения дисперс-
ной фазы имеют одинаковый размер и состав, при этом со стороны несущей среды частицы
находятся под действием силы аэродинамического сопротивления, силы Архимеда, силы при-
соединенных масс, также учитывается сила тяжести и сила Кулона действующая со стороны
электрического поля, которое создано распределенным зарядом газовзвеси. Для описания
ее движения применяется система уравнений динамики многоскоростной и многотемпера-
турной газовзвеси со скоростным и температурным скольжением фаз [1–3]. Математическая
модель включает в себя уравнения движения несущей среды и дисперсной фазы. Одним из
наиболее важных параметров дисперсной компоненты неоднородной смеси являлась “средняя
плотность” — представляющая собой произведение объемного содержания дисперсной компо-
ненты на физическую плотность материала дисперсной фазы [1, 2]. Физическая плотность
материала дисперсных включений в процессе течения многофазной среды не изменяется. При
этом объемное содержание является функцией временной и пространственных переменных.

Движение несущей среды описывается системой уравнений Навье-Стокса для сжимаемого
теплопроводного газа c учетом межфазного силового взаимодействия и теплообмена [12, 13]:

Bρ1
Bt ` B pρ1u1q

Bx ` B pρ1v1q
By “ 0,

B pρ1u1q
Bt ` B

Bx
`
ρ1u

2
1 ` p´ τxx

˘
` B

By pρ1u1v1 ´ τxyq “ ´Fx ` α
Bp
Bx,

B pρ1v1q
Bt ` B

Bx pρ1u1v1 ´ τxyq ` B
By

`
ρ1v

2
1 ´ τyy

˘
“ ´Fy ` α

Bp
By , (1)

B pe1q
Bt ` B

Bx

ˆ
re1 ` p´ τxxsu1 ´ τxyv1 ` λ

BT1
Bx

˙
` B

By

ˆ
re1 ` p´ τyys v1 ´ τxyu1 ` λ

BT1
By

˙
“

“ Q2 ´ |Fx| pu1 ´ u2q ´ |Fy| pv1 ´ v2q + α

ˆB ppuq
Bx ` B ppvq

By

˙
,

Тензоры вязких напряжений записываются следующим образом:

τxx “ µ

ˆ
2

Bu1
Bx ´ 2

3
D

˙
, τyy “ µ

ˆ
2

Bv1
By ´ 2

3
D

˙
, τxy “ µ

ˆBu1
By ` Bv1

Bx

˙
,D “ Bu1

Bx ` Bv1
By .
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Динамика дисперсной фазы описывается уравнением сохранения средней плотности, урав-
нениями сохранения составляющих импульса и уравнением сохранения энергии, записанными
с учетом теплообмена, обмена импульсом с несущей фазой и с учетом силы Кулона, действу-
ющей на частицы дисперсной фазы:

Bρ2
Bt ` B pρ2u2q

Bx ` B pρ2v2q
By “ 0,

B pρ2u2q
Bt ` B

Bx
`
ρ2u

2
2

˘
` B

By pρ2u2v2q “ Fx ´ α
Bp
Bx, (2)

B pρ2v2q
Bt ` B

Bx pρ2u2v2q ` B
By

`
ρ2v

2
2

˘
“ Fy ´ α

Bp
By ,

B pe2q
Bt ` B

Bx pe2u2q ` B
By pe2v2q “ ´Q2,

ρ2 “ α2ρ20,e2 “ ρ2Cv2T2,

B2ϕ
Bx2 ` B2ϕ

By2 “ ρq

Fx “ 3

4

α

p2rqCdρ1
b

pu1 ´ u2q2 ` pv1 ´ v2q2 pu1 ´ u2q ` αρ1

ˆBu1
Bt ` u1

Bu1
Bx ` v1

Bu1
By

˙
`

`0.5αρ2

ˆBu1
Bt ` u1

Bu1
Bx ` v1

Bu1
By ´ Bu2

Bt ´ u2
Bu2
Bx ´ v2

Bu2
By

˙
´ q0ρ2Bϕ{Bx,

Fy “ 3

4

α

p2rqCdρ1
b

pu1 ´ u2q2 ` pv1 ´ v2q2 pv1 ´ v2q ` αρ1

ˆBv1
Bt ` u1

Bv1
Bx ` `v1

Bv1
By

˙
`

`0.5αρ1

ˆBv1
Bt ` u1

Bv1
Bx ` v1

Bv1
By ´ Bv2

Bt ´ u2
Bv2
Bx ´ v2

Bv2
By

˙
´ q0ρ2Bϕ{By ´ ρ2g,

Vi “ rui,vis ,i “ 1,2;C“
d2

24

Re21
` 4

Re0.5
21

` 0.4,

M21 “
ˇ̌
V̄1 ´ V̄2

ˇ̌
{c,Re21 “ ρ1

ˇ̌
V̄1 ´ V̄2

ˇ̌
2r{µ.

Здесь p, ρ1, u1, v1 — давление, плотность, декартовы составляющие скорости несущей среды
в направлении осей x и y соответственно; T1, e1 — температура и полная энергия газа; ρ2, T2,
e2, u2, v2 — средняя плотность, температура, внутренняя энергия, декартовы составляющие
скорости дисперсной фазы в направлении осей x, y. Температура несущей среды находится
из уравнения T1 “ pγt1qpe1{ρ1t0.5pu21 ` v21qq{R, где R— газовая постоянная несущей фазы,
µ— вязкость газа, λ— теплопроводность газа, γ — постоянная адиабаты. Внутренняя энергия
взвешенной в газе дисперсной фазы определяется как e2 “ ρ2CpT2, где Cp — удельная теп-
лоемкость единицы массы вещества дисперсной фазы, средняя плотность дисперсной фазы
вычисляется из выражения ρ2 “ αρ20, где α— объёмное содержание дисперсной фазы, ρ20–
физическая плотность материала дисперсной компоненты смеси. В уравнения сохранения
энергии для несущей и дисперсной компонент смеси входит тепловой поток за счет теплооб-
мена между газом и частицей: Q2 “ αT 4πr2pT1 ´ T2qn, где αТ — коэффициент теплообмена
на поверхности частица — несущая среда, n— концентрация частиц, r— радиус частицы.

Система уравнений дополнялась соответствующими начальными и граничными условия-
ми. На границах расчетной области задавались граничные условия Дирихле для составля-
ющих скорости несущей и дисперсной фазы и граничные условия Неймана для остальных
функций [2, 3].
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Составляющие силы Кулона на единицу объема газовзвеси определяются через ее удель-
ный заряд, объемную плотность твердой фазы и напряженность электрического поля [14–17].
Потенциал электрического поля в расчетной области определяется из решения уравнения
Пуассона с граничными условиями Дирихле. В правой части уравнения Пуассона содержит-
ся плотность заряда газовзвеси, отнесенная к абсолютной диэлектрической проницаемости
несущей среды [14]:

divE “ ρэл

εε0
,E “ ´∇̄ϕ,∆2ϕ “ ´ρэл

εε0
, ρэл “ ρ1 ¨ q, ε0 “ 10´9

36π
Φ{м.

где q0 — удельный заряд единицы массы твердой фракции, ϕ— потенциал электрического
поля, ε “ 1— относительная диэлектрическая проницаемость воздуха, ε0 — абсолютная ди-
электрическая проницаемость воздуха.

Система уравнений движения двухфазной смеси (1)–(2) в матричном виде имеет вид [18]:

qt ` Ex ` Fy “ H; (3)

q “

»
——————————–

ρ1
ρ2
ρ1u1
ρ1v1
ρ2u2
ρ2v2
e1
e2

fi
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffifl

; E “

»
——————————–

ρ1u1
ρ2u2

ρ1u
2
1

` p1 ´ τxx
ρ1u1v1 ´ τxy
ρ2u

2
2

ρ2u2v2
pe1 ` p1 ´ τxxq u1 ´ τxyv1 ` λBT1{Bx
e2u2

fi
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffifl

;

F “

»
————————————–

ρ1v1
ρ2v2

ρ1u1v1 ´ τxy
ρ1v

2
1 ` p1 ´ τyy

ρ2u2v2
ρ2v

2
2

pe1 ` p1 ´ τyyq v1 ´ τxyu1 ` λBT1{By
e2v2

fi
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffifl

;

H “

»
————————————–

0

0

´Fx ` αBp1{Bx
´Fy ` αBp1{Bx
Fx ´ αpBp1{Bxq
Fy ´ αpBp1{Byq

´Q2 ´ |Fx| pu1 ´ u2q ´ |Fy| pv1 ´ v2q ` αB pp1u1q{Bx ` αB pp1v1q{By
Q2

fi
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffifl

.

Явная схема Макt Кормака для системы уравнений (3) включает в себя последовательно
выполняемые шаги предиктор и корректор:

q˚
j,k“ qn

j,k ´ ∆t

∆x

`
En

j`1,k ´ En
j,k

˘
´ ∆t

∆y

`
Fn
j,k`1 ´ Fn

j,k

˘
`∆tHn

j,k, (4)

ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2020. № 4 115



Д. А. Тукмаков, Н. А. Тукмакова

В расчетах применялась схема расщепления по переменным, реализуемая в виде симмет-
ричной последовательности одномерных операторов, позволяющая построить решение на сле-
дующем временном слое [18]:

qn`1

j,k “ Px

ˆ
∆tx

2

˙
Py

ˆ
∆ty

2

˙
Py

ˆ
∆ty

2

˙
Px

ˆ
∆tx

2

˙
qnj,k.

Переход со слоя tn на слой tn`1 осуществляется следующим образом:

q
p1q
j,k “ Px

ˆ
∆tx

2

˙
qnj,k,q

p2q
j,k “ Py

ˆ
∆ty

2

˙
q

p1q
j,k ,

q
p3q
j,k “ Py

ˆ
∆ty

2

˙
q

p2q
j,k ,qn`1

j,k “ Px

ˆ
∆tx

2

˙
q

p3q
j,k .

Временные шаги ∆tx “ ∆ty “ ∆t. Для получения вектора qp1q нужно применить одномер-
ный оператор Px(∆tx{2q по переменной x к вектору газодинамических функций на временном
слое tn, и т. д. Одномерные пространственные операторы в результате последовательного вы-
полнения этапов предиктор и корректор переводят решение на следующий слой по времени:

q
p1q˚
j,k “ qnj,k ´ p∆tx{2q

∆x

´
En
j`1, k ´ En

j, k

¯
` ∆tx

4
Hn
j,k,

q
p1q
j,k “ 0,5pqnj,k ` q

p1q˚
j,k q ´ 0,5

p∆tx{2q
∆x

´
E

p1q˚
j, k ´ E

p1q˚
j´1, k

¯
` ∆tx

8
H

p1q˚

j,k ,

q
p2q˚
j,k “ qnj,k ´ p∆ty{2q

∆y

`
Fnj,k`1 ´ Fnj,k

˘
` ∆ty

4
H

p1q
j,k ,

q
p2q
j,k “ 0,5pq1

j,k ` q
p2q˚
j,k q ´ 0,5

p∆ty{2q
∆y

´
F

p2q˚
j, k ´ F

p2q˚
j, k - 1

¯
` ∆ty

8
H

p2q˚

j,k .

q
p3q˚
j,k “ q

p2q
j,k ´ p∆ty{2q

∆y

´
F

p2q
j, k`1 ´ F

p2q
j, k

¯
`∆ty

4
H

p2q
j,k ,

q
p3q
j,k “ 0,5pqp2q

j,k ` q
p3q˚
j,k q ´ 0,5

p∆ty{2q
∆y

´
F

p3q˚
j, k ´ F

p3q˚
j, k - 1

¯
` ∆ty

8
H

p3q˚

j,k ,

qn`1˚
j,k “ q

p3q
j,k ´ p∆tx{2q

∆x

´
E

p3q
j`1, k ´ E

p3q
j, k

¯
` ∆tx

4
H

p3q
j,k ,

qn`1

j,k “ 0,5pqp3q
j,k ` qn`1˚

j,k q ´ 0,5
p∆tx{2q

∆x

´
En`1˚
j, k ´ En`1˚

j´1, k

¯
` ∆tx

8
H

pn`1q˚

j,k .

Производные по пространственным переменным в векторах потоков E и F на шагах пре-
диктор и корректор аппроксимируются при помощи односторонних конечно-разностных опе-
раторов. На шаге предиктор для представления производных по x, входящих в En

j`1,k, E
n
j,k

применяются левые разностные схемы первого порядка точности. На шаге корректор - пра-
вые. Производные по y приближаются центральными разностными схемами второго порядка.
Производные по y , входящие в Fn

j,k`1, Fnj,k аппроксимируются на шаге предиктор левыми
разностными схемами первого порядка, а на шаге корректор правыми. Используются цен-
тральные разностные производные по x в Fn

j,k`1, Fnj,k.
Система уравнений записывалась в обобщенных криволинейных координатах: физическая

область течения в переменных (x,y,tq отображалась на каноническую расчетную область в
переменных (ξ ,η ,t) и решалась явным методом Мак-Кормака второго порядка в обобщенных
координатах [18] c последующим применением схемы нелинейной коррекции решения.
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Монотонность решения достигалась с помощью применения следующего алгоритма [19] к
вектору функций ´U “ pρ1,u1,v1,e1, ρ2,u2,v2,e2qТ системы уравнений после перехода на но-
вый временной слой при t “ tn`1. Алгоритм коррекции выполнялся последовательно вдоль
координаты ξ, а затем вдоль координаты η в расчетной области [19]. Нижний индекс обо-
значает номер узла сетки соответственно вдоль ξ или η: Uj “ rUj ` k

`
δΦj`1{2 ´ δΦj´1{2

˘
, где

δΦj`1{2 “ δ rUj`1{2, если
´
δ rUj´1{2 ¨ δ rUj`1{2

¯
ă 0, или

´
δ rUj`1{2 ¨ δ rUj`3{2

¯
ă 0, и δΦj`1{2 “ 0

в любом другом случае.

p2 ą p1 q “ ´0.001 Кл/кг.

Рис. 1. Схематичное изображение ударной трубы один из отсеков которой заполнен заря-
женной газовзвесью.

Здесь использованы обозначения: δ rUj´1{2 “ rUj ´ rUj´1, δ rUj`1{2 “ rUj`1 ´ rUj , δ rUj`3{2 “
rUj`2 ´ rUj`1, где rUj — значение функции после перехода на pn ` 1q-ый временной слой по
схеме Мак-Кормака, коэффициент k “ 0.125.

Уравнение Пуассона для потенциала электрического поля записывалось в обобщенных
координатах и решалось методом конечных разностей с помощью итерационной схемы метода
установления [20] на газодинамической расчетной сетке.

В статье [12] численно моделировалось распространение ударной волны из газовзвеси в
чистый газ с использованием математической модели гетерогенной среды и численного ал-
горитма Мак-Кормака, физический эксперимент по данной задаче был проведён в работе
[21]. В экспериментальной работе были выявлены количественные и качественные отличия
динамики газа в случае присутствия дисперсной фазы в камере высокого давления, что так-
же согласуется с рядом работ посвященных численному моделированию течений запылённых
сред [8–10]. Анализ результатов, полученных в работах [12, 21], показывает удовлетворитель-
ное соответствие данных численного и физического экспериментов, а также качественное
отличие динамики разлёта запыленной среды от известных из литературы аналитических

Таблица 1. Максимальные значения отличий давления газа на одинаковых участках волн
сжатия и разряжения при моделировании разлёта нейтральной и электрически заряжен-
ной дисперсной фазы в различные моменты времени.

Момент времени в
миллисекундах

Максимальная разность давле-
ний в расчётах разлёта ней-
тральной и электрически за-
ряженной запылённых сред на
участке между волной сжатия
и волной разряжения

Максимальная разность давле-
ний в расчётах разлёта ней-
тральной и электрически за-
ряженной запылённых сред на
участке волны разряжения

t=5.83 мс ∆p=6.8 мбар ∆p=3.58 мбар
t=11.6 мс ∆p=18.24 мбар ∆p=14.18 мбар
t=17.4 мс ∆p=30.19 мбар ∆p=24.84 мбар
t=23.3 мс ∆p=40.81 мбар ∆p=37.4 мбар
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а

б

в

Рис. 2. Пространственные распределения давления газа в случае в случае распада разрыва из
электрически нейтральной газовзвеси — кривая 1 и из заряженной газовзвеси — кривая 2. В
моменты времени t “ 5.83 мс, t “ 17.4 мс, t “ 23.3 мс.
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а

б

Рис. 3. Пространственное распределение средней плотности дисперсной фазы — рис. а, и
плотности газа — рис. б в момент времени t “ 23.3 мс, кривая — 1 численный расчёт для
электрически нейтральной газовзвеси, кривая-2, численный расчёт с учётом силы Кулона.

решений для чистого газа [22].

В настоящей работе делается попытка определить влияние наличия электрического заряда
дисперсной фазы на ударно-волновое истечение запыленной среды в плоском канале.

На рисунке 1 схематично изображена ударная труба [21]; камера высокого давления, кото-
рой заполнена сжатым газом, содержащим в себе дисперсную фазу — то есть сжатой газовзве-
сью, а камера низкого давления заполнена чистым газом, имеющим более низкое давление.
Начальное объёмное содержание дисперсной фазы в камере высокого давления предпола-
галось равным α “ 0.0001. Истинная физическая плотность дисперсной фазы была равна
плотности нихрома — ρ20 “ 8400 кг/м3, часто наносимого на поверхности деталей покрытия.

Интенсивность начального разрыва давлений р2{p1 “ 2 предполагалась равной двум. На
рисунке 2 (а-в) представлены пространственные распределения давления газа в различные
моменты времени при движении прямого скачка уплотнения из электрически нейтральной
и из заряженной газовзвеси в чистый газ. В разлёте электрически заряженной газовзвеси
наблюдается повышение давления газа на участке после прохождения волны сжатия, что от-
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сутствует в процессе разлёта электрически нейтральной запылённой среды, где наибольшей
величины давление достигается непосредственно на фронте ударной волны. Одновременно с
этим при наличии электрического заряда у частиц дисперсной фазы давление газа в волне
разряжения имеет существенно меньшее значение, чем при разлёте двухфазной среды с элек-
трически нейтральной дисперсной компонентной. Также можно отметить, что со временем
увеличивается отличие значений давления газа в волнах сжатия и разряжения что отобра-
жено в таблице 1.

На рисунке 3,а представлено сопоставление пространственных распределений плотности
дисперсной фазы, полученной в численных расчётах, учитывающих и не учитывающих силы
Кулона и как следует из рисунка заряженная газовзвесь быстрее распространяется в камеру
низкого давления, что может быть объяснено тем, что все частицы заряженной дисперсной
фазы, имеют заряд одинакового знака а значит отталкиваются.

За счёт отталкивания частиц дисперсная фаза ускоряется в направлении движения вол-
ны сжатия, при этом концентрация дисперсной фазы на участке волны разряжения стано-
вится меньше, а на участке волны сжатия больше. Использование математической модели
взаимообратного влияния несущей и дисперсной компоненты смеси позволяет учесть вли-
яние изменения концентрации дисперсной составляющей запылённой среды на давление и
скорость газа-рис.3,б. В следствии воздействия сил электромагнитной природы массопере-
нос дисперсной фазы в направлении движения ударной волны происходит быстрее, что за
счет межфазного силового взаимодействия приводит к тому, что ускоряется течение несу-
щей среды в направлении ударной волны, в свою очередь это уменьшает давление в волне
разряжения и увеличивает давление газа вблизи фронта ударной волны.

ВЫВОДЫ

Численное моделирование показало, что наличие электрического заряда твёрдых частиц
влияет не только на процесс перераспределения средней плотности дисперсной фазы, но и
на параметры движущегося газа. При этом по причине более быстрого перераспределения
дисперсной фазы в направлении движения ударной волны происходит рост давления в газе
движущемся за волной сжатия и уменьшение давления газа находящегося на участке раз-
ряжения. Таким образом, электрически заряженная дисперсная фаза позволяет влиять на
параметры газа при движении скачка уплотнения в плоском канале.
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