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Аннотация. Особое место в теории субгармонических функций занимают интеграль-
ные представления классов субгармонических функций. В настоящей работе вводится в
рассмотрение и полностью описывается класс субгармонических в верхней полуплоскости
функций с характеристикой Неванлинны из Lp-весовых пространств.
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ABOUT BUILDING THE CLASS OF SUBHARMONIC
FUNCTIONS IN THE UPPER HALF PLANE

O. V. Okhlupina

Abstract. A special place in the theory of subharmonic functions is integral representations
in classes of subharmonic functions. In the present work is introduced and fully described by
a class of subharmonic in the upper half-plane functions from the Nevanlinna characteristics
of the Lp-weighted spaces.
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Nevanlinna characteristic.

ВВЕДЕНИЕ

Венгерский математик Ф. Рисс в начале прошлого столетия в своих исследованиях дока-
зал, что всякая субгармоническая функция представима в виде суммы потенциала и гармо-
нической функции (см. [1]). Тем самым он показал важную связь теории субгармонических
функций с теорией потенциала. Это направление является обширной областью исследова-
ний. Помимо этого следует также отметить связь субгармонических функций с актуальными
проблемами математической физики. В последние годы по теории классов субгармониче-
ских функций и теории потенциала опубликовано несколько монографий, что подчёркивает
интерес к данному разделу и указывает на актуальность подобных исследований.

Проблемы, касающиеся описания различных классов аналитических и субгармонических
функций, рассматривались и ранее (см., например, [2], [3], [4]), однако, методы их доказатель-
ства позволяли получить решение с определёнными ограничениями, например, на величину
параметра p (см. [5]).

Данная работа посвящена построению параметрического представления класса субгар-
монических в полуплоскости функций с характеристикой Неванлинны из Lp–весовых про-
странств p0 ă p ă `8q. Этот результат обобщает хорошо известную теорему Неванлинны
(см. [6]). Доказательство приводимых утверждений проводится с применением методов ком-
плексного и функционального анализа.
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ФОРМУЛИРОВКА ОСНОВНОГО РЕЗУЛЬТАТА

Введём предварительно некоторые обозначения: C` “ tz P C : Imz ą 0u, z “ x ` iy, 0 ă
α ă `8, 0 ă p ă `8, C`

ρ “ tz P C : Imz ą ρu , ρ ą 0.
SH pC`q — множество субгармонических функций в C`. Пусть SHp

α pC`q — класс субгар-

монических в C` функций u, удовлетворяющих условиям:

`8ż

0

yα´1

¨
˝

`8ż

´8

u` px` iyq dx

˛
‚
p

dy ă

`8; sup
yąy0

`8ż

´8

|u px` iyq| dx ď Cy0 ă `8, @y0 ą 0; lim
yÑ`8

sup yu piyq ě 0.

Пусть ζ P C`, ´ 1 ă β ă `8. Тогда:

aβ pz,ζq “ exp

$
&
%´

2Imζż

0

rβdr

pr ` iζ ´ izqβ`1

,
.
-´ (1)

факторы из работы [7] (в случае β “ 0: a0 pz,ζq “ ζ´z
ζ´z q.

Теорема. Для того, чтобы u P SH
p
α pC`q , 0 ă p ă `8, 0 ă α ă `8, необходимо и

достаточно, чтобы в C`она была представима в виде:

u pzq “
ż

C`

ln |aβ pz,ζq| dµ pζq ` h pzq , (2)

где h pzq — гармоническая функция в C` :
`8ş
0

yα´1

˜
`8ş
´8

|h px` iyq| dx
¸p

dy ă `8, µ pζq —

неотрицательная мера в C`, такая, что
`8ş
0

ypyα´1np pyq dy ă `8, n pyq “ µ
`
C`
y

˘
, β ą

α´1

p ` 1.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ВСПОМОГАТЕЛЬНЫХ УТВЕРЖДЕНИЙ

Для доказательства теоремы воспользуемся утверждениями из работ [7] и [5], которые
сформулируем в виде лемм 1 и 2 соответственно.

Лемма 1. Пусть z,ζ P C`, ´1 ă β ă `8. Тогда:

ln |aβ pz,ζq| ď Cβ

˜
Imζˇ̌
ζ ´ z

ˇ̌
¸β`1

. (3)

Лемма 2. Пусть u P SH pC`q, которая @ρ ą 0 удовлетворяет оценке:

sup
yąρ

`8ş
´8

|u px` iyq| dx ď Cρ ă `8pCρ ą 0). Тогда @ρ ą 0 имеет место формула типа Иенсена:

1

2π

`8ż

´8

u px ` iρq dx “ ´
`8ż

ρ

pt´ ρqdn ptq ` 1

2
lim

RÑ`8
supRu piRq , (4)

где n ptq — значение меры Рисса µ, ассоциированной с u pzq, в C`
ρ , C

`
ρ “

tz P C : Imz ą ρu , n pρq “ µ
`
C`
ρ

˘
, причём lim

RÑ`8
supRu piRq конечен.
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Сформулируем также ещё несколько вспомогательных утверждений (см. [6]).
Лемма 3. Пусть u P SHp

α pC`q , 0 ă p ă `8, n pyq “ µ
`
C`
y

˘
. Тогда справедливы оценки:

1q
`8ż

0

yα´1

¨
˝

`8ż

´8

|u px` iyq| dx

˛
‚
p

dy ď C

`8ż

0

yα´1

¨
˝

`8ż

´8

u` px` iyq dx

˛
‚
p

dy,

2q
`8ż

0

ypyα´1np pyq dy ď C

`8ż

0

yα´1

¨
˝

`8ż

´8

u` px` iyq dx

˛
‚
p

dy ă `8.

Лемма 4. Пусть n pyq “ µ
`
C`
y

˘
. Тогда условие

`8ş
0

ypyα´1np pyq dy ă `8 равносильно

оценкам:
`8ř
k“0

np
´

1

2k

¯

2kpα`pq ă `8,
`8ř
k“1

np
`
2k
˘
2kpα`pq ă `8.

Лемма 5. Пусть u P SH pC`q, допускающая представление (2), где µ pζq — неотри-

цательная мера в C`,
`8ş
0

ypyα´1np pyq dy ă `8, n pyq “ µ
`
C`
y

˘
, 0 ă p ă `8, h pzq — гар-

моническая функция в C`,
`8ş
0

yα´1

˜
`8ş
´8

|h px` iyq| dx
¸p

dy ă `8, β ą α´1

p ` 1. Тогда

u P SHp
α pC`q , 0 ă α ă `8.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ

1. Необходимость. Пусть u P SH
p
α pC`q , 0 ă p ă `8. Рассмотрим u pzq ´ Vβ pzq “ h pzq.

Покажем гармоничность h pzq.
Пусть Dr — круг радиуса r, 0 ă r ă 1. rDr “ Dr X C`. По теореме Рисса для rDr:

u pzq “ V pzq`
ş
rDr

ln |ζ ´ z| dµ pζq, где V pzq — гармоническая функция в rDr,
ş
rDr

ln |ζ ´ z| dµ pζq —

субгармоническая функция в rDr, при этом точка z P rDr:
ş
rDr

ln |ζ ´ z| dµ pζq ‰ ´8. Восполь-

зуемся фактором aβ pz,ζq , ζ P C`, ´ 1 ă β ă `8

aβ pz,ζq “ a0 pz,ζq ¨ 1

a0 pz,ζq ¨ exp

$
&
%´

2Imζż

0

rβdr

pr ` iζ ´ izqβ`1

,
.
- “

“ a0 pz,ζq ¨ exp

$
&
%

2Imζż

0

«
1

r ` iζ ´ iz
´ rβ

pr ` iζ ´ izqβ`1

ff
dr

,
.
- .

Пусть ζ “ ξ ` iη. Подбирая главную ветвь логарифма, получаем:

2Imζş
0

dr
r`iζ´iz “

2Imζş
0

d ln pr ` i pζ ´ zqq “ ln pr ` i pζ ´ zqq|2Imζ
0

“

“ ln p2Imζ ` i pζ ´ zqq ´ ln pi pζ ´ zqq “ ln
2Imζ`ipζ´zq

ipζ´zq “ ln ζ´z
ζ´z

Следовательно, a0 pz,ζq “ exp

#
´

2Imζş
0

dr
r`iζ´iz

+
“ exp

!
´ ln ζ´z

ζ´z

)
“ ζ´z

ζ´z ,

ln |aβ pz,ζq| “ ln

ˇ̌
ˇ̌ζ ´ z

ζ ´ z

ˇ̌
ˇ̌ `Re

$
&
%

2Imζż

0

«
1

r ` iζ ´ iz
´ rβ

pr ` iζ ´ izqβ`1

ff
dr

,
.
-
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h pzq “ u pzq ´
ż

rDr

ln |aβ pz,ζq|dµ pζq “

¨
˚̋
u pzq ´

ż

rDr

ln |ζ ´ z|dµ pζq

˛
‹‚´

ż

rDr

ln
1ˇ̌

ζ ´ z
ˇ̌dµ pζq´

´
ż

rDr

Re

$
&
%

2Imζż

0

«
1

r ` iζ ´ iz
´ rβ

pr ` iζ ´ izqβ`1

ff
dr

,
.
- dµ pζq

Функция
ş
rDr

ln 1

|ζ´z|dµ pζq — гармоническая (ln 1

ζ´z — аналитическая функция в C`, поэто-

му её вещественная часть — гармоническая функция в C`q.
ˇ̌
ˇ ζ´z
ζ´z

ˇ̌
ˇ ě 1, z,ζ P C`. Прологариф-

мируем обе части неравенства. Получим:
ş
rDr

ln 1

|ζ´z|dµ pζq ă `8. Рассмотрим функцию

Fβ pz,ζq“
2Imζż

0

«
1

r ` iζ ´ iz
´ rβ

pr ` iζ ´ izqβ`1

ff
dr “

`8ż

0

1

r ` iζ ´ iz

«
1 ´ rβ

pr ` iζ ´ izqβ`1

ff
dr´

´
`8ż

2Imζ

1

r ` iζ ´ iz

«
1 ´ rβ

pr ` iζ ´ izqβ`1

ff
dr “ Φβ pz,ζq ´ Ψβ pz,ζq ,

Φβ pz,ζq (при фиксированных ζ P C ρ̀
2

q голоморфна в Cz tz “ ζ ´ ih, 0 ď h ă `8u, а на луче

tz “ ζ ` ih, 0 ď h ă `8u постоянна,

Φβ pζ ` ih,ζq “
`8ż

0

1

r ` h

«
1 ´ rβ

pr ` hqβ

ff
dr “

`8ż

0

1

h
`
r
h ` 1

˘

»
–1 ´

˜
r

h
`
r
h ` 1

˘
¸β

fi
fl dr.

Пусть σ “ r
h , тогда: Φβ pζ ` ih,ζq “

`8ż

0

1

pσ ` 1q

«
1 ´

ˆ
σ

σ ` 1

˙βff
dσ “ Cβ. Интеграл сходится

при β ą 0. По теореме единственности Φβ pz,ζq всюду постоянна.

Функция Ψβ pz,ζq (при фиксированных ζ P G ρ̀
2

q голоморфна в

Cz
 
z “ ζ ´ ih, 0 ď h ă `8

(
, в частности, в C`. Следовательно,

ş
Dr

ReFβ pz,ζq dµ pζq гармо-

нична в C`.

Так как r P p0; 1q — произвольное, то h pzq — гармоническая в C`. Покажем, что h pzq удо-

влетворяет условию
`8ş
0

yα´1

˜
`8ş
´8

|h px ` iyq| dx
¸p

dy ă `8, u pzq ´ Vβ pzq “ h pzq. Так как

u pzq ď u` pzq, то по лемме 1:

h` pzq ď u` pzq ` V `
β pzq ď u` pzq ` Cβ

ż

C`

˜
Imζˇ̌
ζ ´ z

ˇ̌
¸β`1

dµ pζq.
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Применим теорему о среднем значении, h piRq “ 1

πR2

ş
|ζ´iR|ăR

h pζq dm2 pζq

´ 8 ă πR2h piRq “
ż

|ζ´iR|ăR

h pζq dm2 pζq “
ż

|ζ´iR|ăR

“
h` pζq ´ h´ pζq

‰
dm2 pζq “

“
2Rż

0

Rż

´R

“
h` pξ ` iηq ´ h´ pξ ` iηq

‰
dξdη,

2Rż

0

Rż

´R

h´ pξ ` iηq dξdη ď
2Rż

0

Rż

´R

h` pξ ` iηq dξdη ` πR2 |h piRq| ,

2Rż

0

Rż

´R

|h pξ ` iηq| dξdη ď
2Rż

0

Rż

´R

h` pξ ` iηq dξdη ` C.

Пусть R стремится к бесконечности, тогда:

`8ż

0

yα´1

¨
˝

`8ż

´8

|h px` iyq|dx

˛
‚
p

dy ď
`8ż

0

yα´1

¨
˝

`8ż

´8

u` px` iyqdx

˛
‚
p

dy`

`Cβ ppq
`8ż

0

yα´1

¨
˝

ż

C`

dµ pζq
`8ż

´8

˜
Imζˇ̌
ζ ´ z

ˇ̌
¸β`1

dx

˛
‚
p

dy.

Оба интеграла в правой части сходятся (первый, т.к. u P SH
p
α pC`q , 0 ă p ă `8, вто-

рой - согласно лемме 5). Следовательно,
`8ş
0

yα´1

˜
`8ş
´8

|h px` iyq| dx
¸p

dy ă `8. То есть u pzq

допускает представление (2).
2. Доказательство достаточности непосредственно следует из предыдущего пункта и лем-

мы 5. Теорема доказана.
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