
УДК 517.9

УСЛОВИЯ НЕЛОКАЛЬНОЙ РАЗРЕШИМОСТИ ЗАДАЧИ
КОШИ ДЛЯ СИСТЕМЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ

УРАВНЕНИЙ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ ПЕРВОГО
ПОРЯДКА, ГДЕ КОЭФФИЦИЕНТЫ ИЗВЕСТНЫЕ

КОНСТАНТЫ И ФУНКЦИИ ПЕРЕМЕННОГО t

М. В. Донцова

Нижегородский государственный университет имени Н. И. Лобачевского

Поступила в редакцию 10.05.2018 г.

Аннотация. Рассмотрена задача Коши для системы дифференциальных уравнений в
частных производных первого порядка, где коэффициенты известные константы и функ-
ции переменного t. Локальная теорема существования и единственности решения зада-
чи Коши доказана с помощью метода дополнительного аргумента. Определены условия
нелокальной разрешимости задачи Коши для системы дифференциальных уравнений в
частных производных первого порядка, где коэффициенты известные константы и функ-
ции переменного t. Исследование нелокальной разрешимости задачи Коши основано на
методе дополнительного аргумента. Доказательство нелокальной разрешимости задачи
Коши для системы дифференциальных уравнений в частных производных первого по-
рядка, где коэффициенты известные константы и функции переменного t, опирается на
глобальные оценки.

Ключевые слова: уравнения с частными производными первого порядка, задача
Коши, метод дополнительного аргумента, глобальные оценки.

NONLOCAL SOLVABILITY CONDITIONS FOR THE CAUCHY
PROBLEM FOR A SYSTEM OF DIFFERENTIAL EQUATIONS
IN PRIVATE DERIVATIVES OF THE FIRST ORDER, WHERE

THE COEFFICIENTS ARE KNOWN CONSTANTS AND
FUNCTIONS OF THE VARIABLE t

M. V. Dontsova

Abstract. The Cauchy problem for a system of first order partial differential equations,
where the coefficients are known constants and functions of the variable t, is considered. Local
existence and uniqueness theorem of the solution of the Cauchy problem is proved with the
method of an additional argument. The conditions of a nonlocal resolvability of the Cauchy
problem for a system of first order partial differential equations, where the coefficients are
known constants and functions of the variable t, are determined. The investigation of a nonlocal
resolvability of the Cauchy problem is based on the method of an additional argument. The
proof of the nonlocal resolvability of the Cauchy problem for a system of first order partial
differential equations, where the coefficients are known constants and functions of the variable
t, relies on global estimates.
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Условия нелокальной разрешимости задачи Коши. . .

ВВЕДЕНИЕ

Системы квазилинейных уравнений встречаются в самых разных задачах из области есте-
ственных наук, например, при описании распространения возмущения конечной интенсивно-
сти при нестационарном одномерном течении идеального газа [1].

Задача определения условий разрешимости в исходных координатах систем нелинейных
и квазилинейных уравнений в частных производных первого порядка эффективно решается
в рамках метода дополнительного аргумента [2]–[10]. Он не заменяет собой другие извест-
ные методы, а дополняет их. Применение этого метода позволяет во многих случаях более
эффективно и конкретно определить условия разрешимости систем, интервал разрешимости
и избегать необходимости находить обратную функцию. Определение условий разрешимо-
сти для систем уравнений в частных производных первого порядка, когда каждое уравнение
имеет своё характеристическое направление является сложной задачей. Причина в том, что
характеристики могут пересекаться.

В работах [2], [7], [8], [9] с помощью метода дополнительного аргумента определены усло-
вия нелокальной разрешимости задачи Коши для некоторых типов систем двух квазили-
нейных дифференциальных уравнений в частных производных первого порядка. В данной
работе определяем условия нелокальной разрешимости задачи Коши для системы дифферен-
циальных уравнений в частных производных первого порядка, где коэффициенты известные
константы и функции переменного t.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений в частных производных первого по-
рядка:

"
Btupt, xq ` pa1ptqupt, xq ` b1ptqvpt, xqq Bxupt, xq “ a2upt, xq ` b2ptqvpt, xq,
Btvpt, xq ` pc1ptqupt, xq ` g1ptqvpt, xqq Bxvpt, xq “ g2vpt, xq, (1)

где upt, xq, vpt, xq — неизвестные функции, a2, g2 — известные константы, a1ptq, b1ptq, b2ptq,
c1ptq, g1ptq — известные функции.

Поставим для системы уравнений (1) задачу Коши, т. е. зададим начальные условия:

up0, xq “ ϕ1pxq, vp0, xq “ ϕ2pxq, (2)

где ϕ1pxq, ϕ2pxq — известные функции.
Задача (1), (2) определена в области

ΩT “ tpt, xq| 0 ď t ď T, x P p´8,`8q, T ą 0u .

Примем, что ϕi P C
2pR1q, i “ 1, 2, a1ptq, b1ptq, b2ptq, c1ptq, g1ptq P Cpr0, T sq, где C

2pR1q —
пространство функций, определенных, непрерывных и ограниченных вместе со своими про-
изводными первого и второго порядка на R, Cpr0, T sq — пространство функций, определенных
и непрерывных на отрезке r0, T s.

ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА ДОПОЛНИТЕЛЬНОГО АРГУМЕНТА

В соответствии с методом дополнительного аргумента, запишем для задачи (1), (2) рас-
ширенную характеристическую систему [2]–[10]:

dz1ps, t, xq
ds

“ a1psqw1ps, t, xq ` b1psqw3ps, t, xq, (3)
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dz2ps, t, xq
ds

“ c1psqw4ps, t, xq ` g1psqw2ps, t, xq, (4)

dw1ps, t, xq
ds

“ a2psqw1ps, t, xq ` b2psqw3ps, t, xq, (5)

dw2ps, t, xq
ds

“ g2psqw2ps, t, xq, (6)

w3ps, t, xq “ w2ps, s, z1q, w4ps, t, xq “ w1ps, s, z2q, (7)

w1|s“0 “ ϕ1pz1p0, t, xqq, w2 |s“0 “ ϕ2pz2p0, s, xqq, z1|s“t “ x, z2|s“t “ x. (8)

Неизвестные функции zi, wj, i “ 1, 2, j “ 1, 4 зависят не только от t и x, но и от допол-
нительного аргумента s. Интегрируя уравнения (3)–(6) по аргументу s, и учитывая условия
(7)–(8), получим эквивалентную систему интегральных уравнений:

z1ps, t, xq “ x´
tż

s

pa1pvqw1pv, t, xq ` b1pvqw3pv, t, xqq dv, (9)

z2ps, t, xq “ x´
tż

s

pc1pvqw4pv, t, xq ` g1pv, t, xqq dv, (10)

w1ps, t, xq “ ϕ1pz1p0, t, xqq `
sż

0

pa2w1pv, t, xq ` b2pvqw3pv, t, xqq dv, (11)

w2ps, t, xq “ ϕ2pz2p0, t, xqq `
sż

0

g2w2pv, t, xq dv, (12)

w3ps, t, xq “ w2ps, s, z1q, w4ps, t, xq “ w1ps, s, z2q. (13)

Подставим (9), (10) в (11)–(13), получим следующую систему:

w1ps, t, xq “ ϕ1

¨
˝x´

tż

0

pa1pvqw1pv, t, xq ` b1pvqw2pv, t, xqq dv

˛
‚`

`
sż

0

pa2w1pv, t, xq ` b2pvqw3pv, t, xqq dv, (14)

w2ps, t, xq “ ϕ2

¨
˝x´

tż

0

pc1pvqw4pv, t, xq ` g1pvqw2pv, t, xqq dv

˛
‚`

sż

0

g2w2pv, t, xq dv, (15)

w3ps, t, xq “ w2

¨
˝s, s, x´

xż

s

pa1pvqw1pv, t, xq ` b1pvqw3pv, t, xqq dv

˛
‚, (16)

w4ps, t, xq “ w1

¨
˝s, s, x´

xż

s

pc1pvqw4pv, t, xq ` g1pvqw2pv, t, xqq dv

˛
‚. (17)

Мы будем писать, что константы a1, a2, a3, . . . определяются через исходные данные, если
эти константы определяются через известные характеристики задачи, нормы и экстремумы
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известных функций при помощи конечных алгебраических, дифференциальных или инте-
гральных выражений, то есть в рамках исходной задачи могут быть выражены конкретным
числом.

Справедливо утверждение [2]–[10]:
Утверждение. Пусть функции w1ps, t, xq, w2ps, t, xq удовлетворяют системе интеграль-

ных уравнений (14)–(17) и являются непрерывно дифференцируемыми и ограниченными вме-
сте со своими первыми производными, тогда функции upt, xq “ w1pt, t, xq, vpt, xq “ w2pt, t, xq
будут решением задачи (1), (2) на ΩT0, T0 ď T , где T0 — константа, определяемая через
исходные данные.

СУЩЕСТВОВАНИЕ ЛОКАЛЬНОГО РЕШЕНИЯ

Для доказательства существования решения задачи (1)–(2) в классе ограниченных функ-
ций будем использовать систему интегральных уравнений (14)–(17).

Обозначим ΓT “ tps, t, xq| 0 ď s ď t ď T, x P p´8,`8q, T ą 0u, Cϕ “ maxtsup
R

|ϕplq
i | i “

1, 2, l “ 0, 2u,

l “ max

#
sup
r0,T s

|a1ptq|, sup
r0,T s

|b1ptq|, sup
r0,T s

|c1ptq|, sup
r0,T s

|b2ptq|, |a2|, |g2|
+
,

C
1,2,3pΩT q — пространство функций один раз дифференцируемых по переменной t, дважды

дифференцируемых функций по переменной x, имеющих смешанные производные второго
порядка и ограниченные вместе со своими производными на ΩT .

Для функции U P ΓT определим норму }U} “ sup
ΓT

|Ups, t, xq|.

Лемма 1. Система интегральных уравнений (14)–(17) имеет единственное решение wj P
C

1,1,1pΓT2q, где j “ 1, 4,

T2 “ min

ˆ
1

10l
,

1

25Cϕl

˙
.

Доказательство. Нулевое приближение к решению системы интегральных уравнений
(14)–(17) зададим равенствами: w10ps, t, xq “ ϕ1pxq, w20ps, t, xq “ ϕ2pxq, w30ps, t, xq “ ϕ2pxq,
w40ps, t, xq “ ϕ1pxq.

Первое и последующие приближения системы уравнений (14)–(17) определим при помощи
рекуррентной последовательности систем уравнений (n “ 1, 2, . . .):

w1nps, t, xq “ ϕ1

¨
˝x´

tż

0

pa1pvqw1npv, t, xq ` b1pvqw3npv, t, xqq dv

˛
‚`

`
sż

0

pa2w1npv, t, xq ` b2pvqw3npv, t, xqq dv, (18)

w2nps, t, xq “ ϕ2

¨
˝x´

tż

0

pc1pvqw4npv, t, xq ` g1pvqw2npv, t, xqq dv

˛
‚`

sż

0

g2w2npv, t, xq dv, (19)

w3nps, t, xq “ w2pn´1q

¨
˝s, s, x´

tż

s

pa1pvqw1npv, t, xq ` b1pvqw3npv, t, xqq dv

˛
‚, (20)
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w4nps, t, xq “ w1pn´1q

¨
˝s, s, x ´

tż

s

pc1pvqw4npv, t, xq ` g1pvqw2npv, t, xqq dv

˛
‚. (21)

Для системы уравнений (18)–(21) нулевое приближение определим равенствами:

w0
1n “ w1pn´1q, w

0
2n “ w2pn´1q, w

0
3n “ w3pn´1q, w

0
4n “ w4pn´1q.

Для системы уравнений (18)–(21) первое и все последующие приближения определим на
основе соотношений:

wk`1

1n ps, t, xq “ ϕ1

¨
˝x´

tż

0

pa1pvqwk1npv, t, xq ` b1pvqwk3np,t, xqq dv

˛
‚`

`
sż

0

pa2wk1npv, t, xq ` b2pvqwk3npv, t, sqq dv, (22)

wk`1

2n ps, t, xq “ ϕ2

¨
˝x´

tż

0

pc1pvqwk4npv, t, xq ` g1pvqwk2np,t, xqq dv

˛
‚`

sż

0

g2w
k
2npv, t, xq dv, (23)

wk`1

3n ps, t, xq “ w2pn´1q

¨
˝s, s, x´

tż

s

pa1pvqwk1npv, t, xq ` b1pvqwk3npv, t, xqq dv

˛
‚, (24)

wk`1

4n ps, t, xq “ w1pn´1q

¨
˝s, s, x´

tż

s

pc1pvqwk4npv, t, xq ` g1pvqwk2npv, t, xqq dv

˛
‚. (25)

Так же, как в [3]–[9], установлено, что при выполнении условия

0 ď t ď T1, где T1 “
ˆ

1

4l
,

1

20Cϕl

˙
(26)

последовательные приближения (22)–(25) ограничены, непрерывны, сходятся к непрерывно-
му решению системы (18)–(21), для которого справедливы оценки: }wjn} ď 2Cϕ, j “ 1, 4.

Так же, как в [3]–[9], установлено, что при выполнении условия (26) существуют произ-
водные Bxwjn, j “ 1, 4 и справедливы оценки:

}Bxw1n} ď 4Cϕ, }Bxw2n} ď 4Cϕ, }Bxw3n} ď 6Cϕ, }Bxw4n} ď 6Cϕ.

При выполнении условия (26) последовательные приближения, определяемые из системы
(18)–(21), сходятся к решению системы (14)–(17) при n Ñ 8 и справедливы оценки: }wj} ď
2Cϕ, j “ 1, 4.

После доказывается, что при выполнении условия

0 ď t ď T2, где T1 “
ˆ

1

10l
,

1

25Cϕl

˙
(27)

wjnx Ñ wix “ Bxwj , j “ 1, 4, где функции Bxwj , j “ 1, 4 являются непрерывными по всем
своим аргументам на ΓT2 . Справедливы оценки:

}Bxwi} ď 4Cϕ, }Bxw3} ď 8Cϕ, }Bxw4} ď 8Cϕ, i “ 1, 2.
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Аналогично устанавливаем, что wj , j “ 1, 4 имеют непрерывные и ограниченные произ-
водные по переменной t на ΓT2 . Единственность решения доказывается так же, как в работе
[3]. Лемма 1 доказана.

Введем условия

a1ptq ă 0, b1ptq ą 0, b2ptq ă 0, c1ptq ă 0, g1ptq ą 0, ϕ́1pxq ď 0, ϕ́2pxq ě 0, (28)

0 ď t ď T2, где T2 “ min

ˆ
1

10l
,

1

25Cϕl

˙
. (29)

Лемма 2. Функции, wj, j “ 1, 4, представляющие собой решение системы уравнений

(14)–(17), имеют непрерывные и ограниченные производные
B2wj
Bx2 ,

B2wj
BxBt на ΓT2 , где T2 “

min

ˆ
1

10l
,

1

25Cϕl

˙
.

Доказательство. Так как w1n, w3n имеют ограниченную частную производную по x, то
по свойствам интегралов, модулей, экспоненты, теореме о конечном приращении при выпол-
нении условий (28) и (29) получаем

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌x1 ´

tż

s

pa1pvqw1npv, t, x1q ` b1pvqw3npv, t, x1qq dv ´ x2`

`
tż

s

pa1pvqw1npv, t, x2q ` b1pvqw3npv, t, x2qq dv

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌ ď |x1 ´ x2|,

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌x1 ´

tż

s

pc1pvqw4npv, t, x1q ` g1pvqw2npv, t, x1qq dv ´ x2`

`
tż

s

pc1pvqw4npv, t, x2q ` g1pvqw2npv, t, x2qq dv

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌ ď |x1 ´ x2|,

Докажем равностепенную непрерывность функций wn
1
, wn

2
. Зафиксируем точку x0.

При выполнении условия (29) по свойствам интегралов, модулей, супремума функции
установлено, что ˇ̌

ˇ̌
ˇ̌

tż

s

pa1pvqw1n ` b1pvqw3nq dv

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌ ď 0,16,

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌

tż

s

pc1pvqw4n ` g1pvqw2nq dv

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌ ď 0,16.

Обозначим Ωx0 “ tx|x ´ 0,16 ď x ď x0 ` 0,16u.
Возьмем x1, x2 P Ωx0 . Тогда при выполнении условий (28), (29), по свойствам интегралов,

модулей, супремума функции установлено, что

|wn1 ps, t, x1q ´ wn1 ps, t, x2q| ă Φ1n`
` 0,14 r|wn1 ps, t, x1q ´ wn1 ps, t, x2q| `wn3 ps, t, x1q ´ wn3 ps, t, x2q|s ,
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|wn3 ps, t, x1q ´ wn3 ps, t, x2q| ă Φ3n ` |wn´1

2
ps, t, x1q ´ wn´1

2
ps, t, x2q|`

` 0,14 r|wn1 ps, t, x1q ´ wn1 ps, t, x2q| `wn3 ps, t, x1q ´ wn3 ps, t, x2q|s ,

где Φ1n, Φ3n — известные последовательности.
Пользуясь равномерной и равностепенной непрерывностью, а также ограниченностью всех

входящих в Φ1n, Φ3n функций для любого сколько угодно малого числа ε, можно подобрать
такое δ ą 0, что для всех n будет Φ1n ă 1

2
ε, Φ3n ă 1

2
ε при |x1 ´ x2| ă δ.

Предположим, что при |x1 ´ x2| ă δ |wn´1

2
ps, t, x1q ´ wn´1

2
ps, t, x2q| ă ε. Тогда

|wn1 ps, t, x1q ´wn1 ps, t, x2q| ` |wn3 ps, t, x1q ´ wn3 ps, t, x2q| ă 20

7
ε.

Так как

|wn1 ps, t, x1q ´wn1 ps, t, x2q| ă 0,5ε` 0,14 r|wn1 ps, t, x1q ´ wn1 ps, t, x2q| ` |wn3 ps, t, x1q ´ wn3 ps, t, x2q|s ,

то |wn1 ps, t, x1q ´wn1 ps, t, x2q| ă 0,9ε, следовательно,

|wn1 ps, t, x1q ´w1ps, t, x2q| ă ε при |x1 ´ x2| ă δ.

Аналогично, |wn1 ps, t, x1q ´ w1ps, t, x2q| ă ε при |x1 ´ x2| ă δ. Итак, последовательности
twni ps, t, xqu, i “ 1, 2 равностепенно непрерывны по x при x P Ωx0 .

Равностепенная непрерывность функций wn
1
, wn

2
по x используется при доказательстве

сходимости последовательных приближений wnj , j “ 1, 4.
Рассмотрим систему рекуррентных уравнений

rwn1 ps, t, xq “ ´ϕ́1p˚q
tż

0

pa1pvq rwn1 ` b1pvq rwn3 qdv`

`
sż

0

pa2 rwn1 ` b2pvq rwn3 q dv ` ϕ2
1 ¨

¨
˝1 ´

tż

0

pa1pvqw1x ` b1pvqw3xq dv

˛
‚
2

,

rwn2 ps, t, xq “ ´ϕ́2p˚q
tż

0

pc1pvq rwn4 ` g1pvq rwn2 qdv`

`
sż

0

g1 rwn2 dv ` ϕ2
2 ¨

¨
˝1 ´

tż

0

pc1pvqw4x ` g1pvqw2xq dv

˛
‚
2

,

rwn3 ps, t, xq “ rwn´1

2
¨

¨
˝1 ´

tż

s

pa1pvq rwn1x ` b1pvqwn3xqdv

˛
‚
2

´

´ w2x

¨
˝s, s, x´

tż

s

pa1w1 ` b1pvqw3q dv

˛
‚

tż

s

pa1pvq rwn1 ` b1pvq rwn3 q dv,
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rwn4 ps, t, xq “ rwn´1

1
¨

¨
˝1 ´

tż

s

pc1pvq rwn4x ` g1pvqwn2xqdv

˛
‚
2

´

´w1x

¨
˝s, s, x ´

tż

s

pc1w4 ` g1pvqw2q dv

˛
‚

tż

s

pc1pvq rwn4 ` b1pvq rwn2 q dv,

При выполнении условий (28), (29) так же, как в [7]–[9], установлено, что

rwn1 Ñ rw1, rwn2 Ñ rw2, rwn3 Ñ rw3, rwn4 Ñ rw4.

Справедливы оценки:

} rw1} ď 2Cϕ, } rw2} ď 2Cϕ, } rw3} ď 3Cϕ, } rw4} ď 3Cϕ.

Из неравенства

}wN`k
1

´ rw1} ` }wN`k
2

´ rw2} ď
ˆ
1

3

˙k `
}wN1 ´ rw1} ` }wN2 ´ rw2}

˘
` 4ε,

следует, что wN`k
i Ñ rwi, i “ 1, 2 при N Ñ 8, k Ñ 8.

Отсюда следует, что wn3 Ñ rw3, wn4 Ñ rw4 при n Ñ 8.

Получаем, что wjnxx Ñ wjxx “ rwj , где функции
B2wj
Bx2 непрерывны и ограничены при

выполнении условий (28), (29). Аналогично устанавливаем, что существуют непрерывные

и ограниченные производные
B2wj
BtBx , j “ 1, 4 при выполнении условий (28), (29). Лемма 2

доказана.
Из лемм 1 и 2 следует теорема.

Теорема 1. Пусть ϕi P C2pR1q, i “ 1, 2, a1ptq, b1ptq, b2ptq, c1ptq, g1ptq P Cpr0, T sq, выполня-
ются условия (28).

Тогда для всех 0 ď t ď T2, где T2 “ min

ˆ
1

10l
, 1

25Cϕl

˙
, задача Коши (1), (2) имеет един-

ственное решение upt, xq, vpt, xq P C1,2,2pΩT2q которое определяется из системы интеграль-
ных уравнений (14)–(17).

В теореме 1 сформулированы достаточные условия существования и единственности ло-
кального решения задачи Коши в исходных координатах, при которых решение имеет такую
же гладкость по x, как и начальные функции задачи Коши ϕ1pxq, ϕ2pxq.

СУЩЕСТВОВАНИЕ НЕЛОКАЛЬНОГО РЕШЕНИЯ. ВЫВОД
НЕЛОКАЛЬНЫХ ОЦЕНОК

Справедлива теорема, в которой сформулированы достаточные условия существования и
единственности нелокального решения задачи Коши в исходных координатах (для заданного
конечного промежутка t P r0, T s).

Теорема 2. Пусть ϕi P C2pR1q, i “ 1, 2, a1ptq, b1ptq, b2ptq, c1ptq, g1ptq P Cpr0, T sq, выполня-
ются условия (28).

Тогда для любого T ą 0 задача Коши (1), (2) имеет единственное решение upt, xq, vpt, xq P
C

1,2,2pΩT q, которое определяется из системы интегральных уравнений (14)–(17).
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Доказательство. Продифференцируем систему уравнений (1) по x и обозначим ppt, xq “
uxpt, xq, qpt, xq “ vxpt, xq, получим систему уравнений

$
&
%

Btp` pa1ptqu ` b1ptqvqBxp “ ´a1ptqp2 ´ b1ptqqp` a2p` b2ptqq,
Btq ` pc1ptqu ` g1ptqvqBxq “ ´q1ptqp2 ´ c1ptqqp` g2q,

p|t“0 “ ϕ́1pxq, qt“0 “ ϕ́2pxq.
(30)

Добавим к системе уравнений (9)–(13) два уравнения:

dγ1ps, t, xq
ds

“ ´a1psqγ21 ´ b1psqγ1γ2ps, s, z1q ` a2γ1 ` b2psqγ2ps, s, z1q, (31)

dγ2ps, t, xq
ds

“ ´g1psqγ22 ´ c1psqγ1ps, s, z1qγ2 ` γ2γ2, (32)

с условиями:
γ1|s“0 “ ϕ́1pz1q, γ2|s“0 “ ϕ́2pz2q. (33)

Перепишем систему уравнений (31)–(33) в следующем виде:

γ1ps, t, xq “ ϕ́1pz1q ´
sż

0

ra1pvqγ21 ` pb1pvqγ1 ´ b2pvqqγ2pv, v, z1q ´ a2γ1s dv, (34)

γ2ps, t, xq “ ϕ́2pz2q ´
sż

0

rg1pvqγ22 ` c1pvqγ1pv, v, z1q ´ g2γ2s dv. (35)

Докажем сначала существование непрерывного решения системы (34), (35) с помощью
метода последовательных приближений при выполнении условий (28) и (29).

Определим последовательные приближения:

γn`1

1
ps, t, xq “ ϕ́1pz1q ´

sż

0

ra1pvqpγn1 q2 ` pb1pvqγn1 ´ b2pvqqγn2 pv, v, z1q ´ a2pvqγn1 s dv, (36)

γn`1

2
ps, t, xq “ ϕ́2pz2q ´

sż

0

rg1pvqpγn2 q2 ` c1pvqγn1 pv, v, z2qγn2 ´ g2γ
n
2 s dv, (37)

при этом γ01 “ ϕ́1pz1q, γ2 “ ϕ́2pz2q.
При выполнении условий (28) и (29) справедливы оценки:

|γn`1

i | ă 2Cϕ, i “ 1, 2.

По свойствам интегралов, модулей, супремума функций установлено, что

}γn`1

1
´ γn1 } ` }γn`1

2
´ γn2 } ď 0,52

`
}γn1 ´ γn´1

1
} ` }γn2 ´ γn´1

2
}
˘
.

Cледовательно, последовательные приближения tγni u, i “ 1, 2 сходятся к непрерывному ре-
шению системы (34)–(35).

Для решения будут справедливы оценки: |γi| ă 2Cϕ, i “ 1, 2.
При выполнении условий (28) и (29) справедливы оценки:

|zix| ď 1, |γn`1

ix | ď 5Cϕ, i “ 1, 2.
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Рассмотрим систему уравнений:

w21 “ ϕ2
1pz1qz1x `

sż

0

rpa2 ´ 2a1pvqγ1 ´ b1pvqγ2pv, v, z1qqw21`

` pb2pvq ´ b1pvqγ1qw22pv, v, z1qz1xs dv, (38)

w22 “ ϕ2
2pz2qz2x `

sż

0

rpg2 ´ 2g1pvqγ2 ´ c1pvqγ1pv, v, z2qqw22 ´ c1pvqw21pv, v, z2qγ2z2xs dv. (39)

Докажем существование непрерывного решения системы (38)–(39) с помощью метода по-
следовательных приближений:

wn`1

21
“ ϕ2

1pz1qz1x `
sż

0

rpa2 ´ 2a1pvqγ1 ´ b1pvqγ2pv, v, z1qqwn21`

` pb2pvq ´ b1pvqγ1qwn22pv, v, z1qz1xs dv, (40)

wn`1

22
“ ϕ2

2pz2qz2x `
sż

0

rpg2 ´ 2g1pvqγ2 ´ c1pvqγ1pv, v, z1qqwn22 ´ c1pvqwn21pv, v, z1qγ2z2xs dv. (41)

При выполнении условий (28) и (29) справедливы оценки:

}ωn`1

2i } ď 5Cϕ, i “ 1,2.

При выполнении условий (28) и (29), по свойствам интегралов, модулей, супремума функции
установлено неравенство

}ωn`1

22
´ ωn22} ` }ωn`1

21
} ď 0,52p}ωn22 ´ ωn´1

22
} ` }ωn21 ´ ωn´1

21
}q.

Это означает, что последовательные приближения сходятся, т. е. система (38)–(39) имеет
непрерывное решение.

Докажем сходимость последовательных приближений tγnixu, i “ 1,2.

При выполнении условий (28) и (29), по свойствам интегралов, модулей, супремума функ-
ции, получаем:

}γn`1

1x ´ ω21} ` }γn`1

2x ´ ω22} ď 0,52r}γn1x ´ ω21} ` }γn2x ´ ω22}s ` |σ31n| ` |σ41n|,

где σ31n, σ41n — известные последовательности.
Пользуясь равномерной и равностепенной непрерывностью, а также ограниченностью всех

входящих в σ31n, σ41n функций для любого сколько угодно малого числа ε, выберем n “ N

так, чтобы |σ31n| ` |σ41n| ă ε.
Обозначим S1N :“ }γN1x ´ω21} ` }γN2x ´ω22}. С помощью метода математической индукции

установлено, что
}γN`p

1x ´ ω21} ` }γN`p
2x ´ ω22} ă p0,52qpS1N ` 3ε.

Следовательно, }γN`p
1x ´ ω21} ` }γN`p

2x ´ ω22} ÝÑ 0 при N ÝÑ 8, p ÝÑ 8, значит, последо-
вательности tγnixu сходятся, т. е. limnÝÑ8 γnix “ ω2i. Следовательно, существует непрерывная
производная по x у решения системы (34), (35), γix “ Bγi

Bx “ ω2i,

}γix} ď 5Cϕ, i “ 1,2.
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Так же, как в статье [2], доказано существование непрерывной производной по t у решения
системы (34)–(35).

Так как существует непрерывно дифференцируемое решение задачи (34)–(35), то
γ1pt, t, xq “ ppt,xq “ Bu

Bx , γ2pt, t, xq “ qpt,xq “ Bv
Bx .

Из (3)–(8) следует, что

w1ps, t, xq “ ϕ1pz1q exppa2sq `
sż

0

b2pvqw3 exppa2ps ´ vqq dv,

w2ps, t, xq “ ϕ2pz2q exppg2sq,
w3ps, t, xq “ w2ps, s, z1q, w4ps, t, xq “ w1ps, s, z2q.

Получаем, что

}w2} ď Cϕ expp|g2|T q,
}w1} ď Cϕ expp|a2|T qp1 ` T l expp|g2|T qq,

следовательно, справедливы оценки:

}v} ď Cϕ expp|g2|T q, (42)

}u} ď Cϕ expp|a2|T qp1 ` T l expp|g2|T qq. (43)

Из (31)–(33) следует:

γ1ps, t, xq “ ϕ́1pz1q exp

¨
˝´

sż

0

pa1pvqγ1 ` b1pvqγ2 ´ a2q dv

˛
‚`

`
sż

0

b2pvqγ2pv, v, z1q exp

¨
˝´

sż

0

pa1pvqγ1 ` b1pvqγ2 ´ a2q dv

˛
‚dτ,

γ2ps, t, xq “ ϕ́2pz2q exp

¨
˝´

sż

0

pg1pvqγ2 ` c1pvqγ1pv, v, z2q ´ g2q dv

˛
‚.

При выполнении условий (28) получаем: γ1 ď 0, γ2 ě 0, значит

}γ2} ď Cϕ expp|g2|T q, }γ1} ď Cϕ expp|a2|T qp1 ` T l expp|g2|T qq,

следовательно, справедливы оценки
››››

Bv
Bx

›››› ď Cϕ expp|g2|T q, (44)

››››
Bu
Bx

›››› ď Cϕ expp|a2|T qp1 ` T l expp|g2|T qq. (45)

Дифференцируем систему уравнений (31)–(33) по переменной x, получаем систему:

$
’&
’%

dγ1x
ds “ A11γ1xps, t, xq `A12γ2xps, s, z1q,

dγ2x
ds “ A21γ1xps, s, z2q `A22γ2xps, t, xq,
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с условиями γixps, t, xq “ ϕ2
i pziqzix, где Aik — известные ограниченные функции, i “ 1, 2,

k “ 1, 3.
Интегрируя полученную систему по аргументу s, и учитывая условия γixps,t,xq “

ϕ2
i pziqzix, i “ 1,2, получим эквивалентную систему интегральных уравнений:

γ1xps,t,xq “ ϕ2
1pz1qz1x exp

ˆż s

0

A11dv

˙
`
ż s

0

A12γ2xpτ,τ,z1q exp
ˆż s

τ

A11dv

˙
dτ,

γ2xps,t,xq “ ϕ2
2pz2qz2x exp

ˆż s

0

A22dv

˙
`
ż s

0

A21γ1xpτ,τ,z2q exp
ˆż s

τ

A22dv

˙
dτ,

где ˇ̌
ˇϕ2
i pziqzixe

şs
0
A11dv

ˇ̌
ˇ ď Ei1,

ˇ̌
ˇA12e

şs
τ
A11dv

ˇ̌
ˇ ď C12,

ˇ̌
ˇA21e

şs
τ
A22dv

ˇ̌
ˇ ď C21,

Ei1,C12,C21 — постоянные, которые определяются через исходные данные i “ 1,2.
По свойствам модулей, интегралов и супремума функции имеем:

sup
R

|γ1xpt,t,xq| ď E11 ` C12E21t` C12C21

ż t

0

ż τ

0

sup
R

|γ1xpv,v,xq| dv dτ.

Докажем для этого неравенства аналог леммы Гронуолла:

zptq ď E11 ` C12E21t` C12C21

ż t

0

ż τ

0

zpvq dv dτ,

Обозначим V ptq “ E11 ` C12E21t ` C12C21

şt
0

şτ
0
zpvq dv dτ , тогда zptq ď V ptq. Введем заме-

ну: V ptq “ hptqe´
?
C12C21t. Так как V 2ptq ď C12C21V ptq, то h2ptq ď 2

?
C12C21h

1ptq. Дважды
интегрируем обе части последнего неравенства, получаем

hptq ď hp0q ` h1p0q
2
?
C12C21

pe2t¨
?
C12C21 ´ 1q.

Так как V ptq “ hptqe´
?
C12C21t, hp0q “ E11, h1p0q “ C12E21 ` E11

?
C12C21, то

V ptq ď E11 ¨ chpt
a
C12C21q ` E21

c
C12

C21

shpt
a
C12C21q.

Так как supR |γ1xpt,t,xq| “ supR |pxpt,xq| “ supR

ˇ̌
ˇB2u

Bx2
ˇ̌
ˇ ď V ptq, то получим требуемую оценку

ˇ̌
ˇ̌B

2u

Bx2
ˇ̌
ˇ̌ ă E11 ¨ ch

´
t
a
C12C21

¯
` E21

c
C12

C21

sh
´
t
a
C12C21

¯
, (46)

справедливую при всех t и x. Аналогично, получаем оценку
ˇ̌
ˇ̌B

2v

Bx2
ˇ̌
ˇ̌ ă E21 ¨ ch

´
t
a
C12C21

¯
` E11

c
C21

C12

sh
´
t
a
C12C21

¯
, (47)

справедливую при всех t и x.
Полученные глобальные оценки (42)–(47) дают возможность продолжить решение на лю-

бой заданный промежуток r0, T s. Возьмем в качестве начальных значений upT0, xq, vpT0, xq и
продлим решение на некоторый промежуток rT0, T1s. Возьмем в качестве начальных значе-
ний upT1, xq, vpT1, xq и продлим решение на промежуток rT1, T2s. Длина промежутка разре-

шимости не будет уменьшаться, так как она определяется величинами

››››
Bu
Bx

›››› и

››››
Bv
Bx

››››, которые
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ограничены на любом промежутке разрешимости глобальными оценками (44), (45), справед-

ливыми на любом промежутке разрешимости. В частности, upTk, xq, vpTk, xq P C
2pR1q. Для

upTk, xq, vpTk, xq, BxupTk, xq, BxvpTk, xq справедливы оценки (42)–(45). Для вторых производ-
ных справедливы оценки (46), (47), где в качестве t можно взять T . В результате за конечное
число шагов решение может быть продлено на любой заданный промежуток r0, T s.

Единственность решения задачи Коши (1), (2) доказывается применением аналогичных
оценок, которые позволили установить сходимость последовательных приближений.
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