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Аннотация. Синтезированы квазиправдоподобный и максимально правдоподобный
алгоритмы оценки длительности радиосигнала с линейной частотной модуляцией и непря-
моугольной огибающей. Предполагалось, что на приёмной стороне неизвестны начальная
фаза и параметр ЛЧМ. Квазиправдоподобная оценка длительности была синтезирована
для некоторых ожидаемых значений неизвестных параметров. Найдены её асимптоти-
чески точные характеристики, справедливые при больших отношениях сигнал/шум. Ес-
ли ожидаемые начальная фаза и параметр ЛЧМ равны истинным значениям, то квази-
правдоподобная оценка длительности совпадает с оценкой максимального правдоподобия
радиосигнала с априори известными параметрами. Найдены выражения, характеризую-
щий проигрыш квазиправдоподобной оценки вследствие априорного незнания начальной
фазы и параметра ЛЧМ. Синтезирован максимально правдоподобный алгоритм оценки
длительности, учитывающий априорное незнание неизвестных параметров.

Ключевые слова: оценка максимального правдоподобия, длительность, линейная
частотная модуляция, начальная фаза, смещение, рассеяние.

ESTIMATION OF THE LFM DURATION OF A RADIO PULSE
WITH AN UNKNOWN INITIAL PHASE

Yu. E. Korchagin, R. V. Antipensky, E. E. Nazarov, S. A. Kosmodemyansky,
A. A. Makarov

Abstract. We have synthesized quasi-likelihood and maximum likelihood algorithms for
estimating RF signal duration with linear frequency modulation and non-rectangular envelope.
We assumed that the initial phase and the chirp parameter are unknown on the receiving side.
A quasi-likelihood estimate of the duration has been synthesized for some expected values of
the unknown parameters. Its asymptotically exact characteristics are found, which are valid for
large signal-to-noise ratios. If the expected initial phase and the chirp parameter are equal to
the true values, then the quasi-likelihood estimate of the duration coincides with the estimate
of the maximum likelihood of a radio signal with a priori known parameters. Expressions are
found that characterize the loss of a quasi-plausible estimate due to a priori ignorance of the
initial phase and the chirp parameter. We have synthesized the most plausible algorithm for
estimating the duration, taking into account the a priori ignorance of the unknown parameters.

Keywords: maximum likelihood estimation, duration, linear frequency modulation, phase,
estimation characteristics.
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Для многих практических приложений теории связи, локации, навигации, управления яв-
ляется актуальной задача оценки длительности сигнала, наблюдаемого на фоне шума [1–
5]. Методика синтеза оптимальных алгоритмов оценки параметров сигнала известна давно
[1, 6, 7], однако возможности анализа синтезированных алгоритмов существенно зависят от
свойств решающей статистики, в частности от её дифференцируемости [1, 7]. В литературе
исследованы алгоритмы оценки длительности прямоугольного видеоимпульса [1], импульса
произвольной формы [2], сигнала произвольной формы с неизвестной амплитудой [3], ра-
диосигнала с неизвестными начальной фазой [4], а также амплитудой [5]. Однако зачастую,
особенно в практических приложениях радиолокации, используются сигналы с линейной ча-
стотной модуляцией (ЛЧМ) [6, 8, 9]. Известны алгоритмы оценки длительности ЛЧМ ра-
диоимпульсов на основе корреляционной обработки, когда оценка длительности определя-
ется как положение максимума функции взаимной корреляции наблюдаемой реализации и
ожидаемого сигнала [8]. Такой подход хорошо работает при условии отсутствия у сигнала
неинформативных параметров, которые для опорного сигнала часто выбираются произволь-
но из области своих возможных значений. Огибающая ожидаемого сигнала, как правило,
считается прямоугольной, а анализ известных алгоритмов оценки параметров ЛЧМ импуль-
са выполнен методами компьютерного моделирования. Поэтому целесообразно исследовать
алгоритмы оценки длительности ЛЧМ радиосигнала с непрямоугольной огибающей. В силу
специфики распространения будем также считать неизвестной начальную фазу ЛЧМ радио-
импульса. В данной работе выполнен синтез и анализ алгоритмов оценки длительности ЛЧМ
радиосигнала с произвольной формой огибающей, неизвестной начальной фазой и парамет-
ром ЛЧМ.

Пусть на интервале времени r0, T s доступна наблюдению реализация

ξ ptq “ s pt, τ0, ϕ0, ζ0q ` n ptq (1)

аддитивной смеси полезного ЛЧМ сигнала

s pt, τ0, ϕ0, ζ0q “
"
a0f ptq cos

`
ωt` ζ0t

2
L
2 ´ ϕ0

˘
, 0 ď t ď τ0,

0, t ă 0, t ą τ0,
(2)

и гауссовского белого шума n ptq с односторонней спектральной плотностью N0. Здесь, ϕ0,
τ0, ζ0 — неизвестные начальная фаза, длительность и параметр ЛЧМ принимаемого сигнала
соответственно, f ptq — функция, описывающая форму огибающей радиосигнала. Полагаем,
что длительность сигнала τ0 принимает значения из априорного интервала

τ0 P rT1, T2s . (3)

Располагая наблюдаемой реализацией ξ ptq необходимо сформировать оценку длительно-
сти τ0 полезного сигнала (2).

Для синтеза алгоритма оценки длительности воспользуемся методом максимального прав-
доподобия (МП) [6, 7]. Если неизвестны длительность, начальная фаза и параметр ЛЧМ,
логарифм функционала отношения правдоподобия (ФОП) зависит от трёх параметров [1, 6]

L pτ, ϕ, ζq “ 2

N0

Tż

0

rξ ptq ´ s pt, τ, ϕ, ζq{2s s pt, τ, ϕ, ζq dt. (4)

Следовательно, имеется априорная параметрическая неопределённость относительно началь-
ной фазы и параметра ЛЧМ. Воспользуемся двумя способами преодоления неопределённости.
Первый способ заключается в применении квазиправдоподобного (КП) алгоритма оценки.
Вместо неизвестной начальной фазы ϕ в выражении (4) для логарифма ФОП используем
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некоторое её ожидаемое значение ϕ˚. Также вместо неизвестного параметра ЛЧМ ζ — его
ожидаемое значение ζ˚. Второй способ преодоления незнания неизвестных параметров за-
ключается в применении МП алгоритма, согласно которому неизвестная фаза ϕ и параметр
ЛЧМ ζ должны быть заменены в выражении (4) на их МП оценки.

Рассмотрим сначала КП алгоритм оценки длительности. КП приёмник формирует ло-
гарифм ФОП (4) для некоторых ожидаемых величин ϕ˚, ζ˚ и всех возможных значений
длительности (3)

L˚ pτq “ L pτ, ϕ˚, ζ˚q “ 2

N0

Tż

0

rξ ptq ´ s pt, τ, ϕ˚, ζ˚q{2s s pt, τ, ϕ˚, ζ˚q dt (5)

и находит КП оценку длительности как положение абсолютного (наибольшего) максимума
решающей статистики (5)

τ˚ “ arg supL˚ pτq . (6)

Подставляя сигнал (2) в выражение (5), перепишем решающую статистику в виде

L˚ pτq “ 2a0

N0

τż

0

“
ξ ptq ´ a0f ptq cos

`
ωt` ζ˚t2

L
2 ´ ϕ˚˘L2

‰
f ptq cos

`
ωt` ζ˚t2

L
2 ´ ϕ˚˘ dt. (7)

Выражения (6), (7) определяют структуру приёмного устройства. Его блок-схема изображена
на рис. 1, где блок 1 — интегратор, работающий на интервале времени r0, ts, t P rT1, T2s, блок
2 — решающее устройство, осуществляющее поиск положения максимума входного сигнала
на интервале времени rT1, T2s.

Рис. 1. Блок-схема КП измерителя длительности ЛЧМ радиосигнала.

Выполним анализ КП алгоритма оценки длительности. Согласно (7) случайный процесс
L˚ pτq является гауссовским. Поэтому для полного его статистического описания достаточно
найти математическое ожидание и корреляционную функцию. Выполняя усреднение, нахо-
дим математическое ожидание

S˚ pτq “ xL˚ pτqy “ a2
0

N0

minpτ,τ0qż

0

f2 ptq cos
“
∆ζt2

L
2T 2

2 ´ ∆ϕ
‰
dt´ a2

0

2N0

τż

0

f2 ptq dt (8)

и корреляционную функцию

K˚ pτ1, τ2q “ xrL˚ pτ1q ´ xL˚ pτ1qys rL˚ pτ2q ´ xL˚ pτ2qysy “ a20
N0

minpτ1,τ2qż

0

f2 ptq dt “ q pmin pτ1, τ2qq ,

(9)
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Оценка длительности ЛЧМ радиоимпульса с неизвестной начальной фазой . . .

где обозначено

q pτq “ a2
0

N0

τż

0

f2 ptq dt (10)

— отношение сигнал/шум (ОСШ) на выходе приёмника МП для радиосигнала длительно-
стью τ , ∆ϕ “ ϕ˚ ´ ϕ0, ∆ζ “ pζ˚ ´ ζ0qT 2

2
— расстройки фазы и параметра ЛЧМ ожидаемого

сигнала относительно истинных значений. Здесь и далее отброшены интегралы от функций,
осциллирующих с удвоенной частотой.

Положим аналогично [2], что функция f ptq, описывающая форму сигнала, обращается в
нуль только на части интервала r0, τ s, имеющей нулевую меру. Тогда q pτq (10) является мо-
нотонно возрастающей функцией и имеет место равенство q pmin pτ1, τ2qq “ min pq pτ1q , q pτ2qq.
При больших ОСШ положение максимума решающей статистики (5) располагается в малой
окрестности положения максимума её математического ожидания (8). Ограничимся рассмот-
рением таких соотношений между расстройками ∆ϕ и ∆ζ, при которых положение максиму-
ма математического ожидания (8) совпадает с истинным значением неизвестной длительно-
сти τ0. Исследуем поведение функций (8) и (9) в малой окрестности точки τ “ τ0. Для этого
разложим (8) и (9) в ряды Тейлора в окрестности τ0 и ограничимся первыми членами

S˚ pτq « S0 ` ρ2

T2
cos

“
∆ζt2

L
2T 2

2 ´ ∆ϕ
‰
min pτ ´ τ0, 0q ´ ρ2

2T2
pτ ´ τ0q ,

K˚ pτ1, τ2q « min
“
z20 ` ρ2pτ1 ´ τ0q{T2, z20 ` ρ2pτ2 ´ τ0q{T2

‰
,

где S0 “ a2
0

N0

τ0ş
0

f2 ptq
“
cos

`
∆ζt2

L
2T 2

2 ´ ∆ϕ
˘

´ 1{2
‰
dt, ρ2 “ a20f

2 pτ0qT2
L
N0, z20 “ q pτ0q — ОСШ

на выходе приёмника МП для радиосигнала длительностью τ0. Перейдём далее к новой пе-
ременной λ “ ρ2τ{T2, причём λ P rΛ1,Λ2s, Λ1 “ ρ2T1{T2, Λ2 “ ρ2, λ0 “ ρ2τ0{T2:

S˚ pλq « S0 ` cos
“
∆ζt2

L
2T 2

2 ´ ∆ϕ
‰
min pλ´ λ0, 0q ´ 1

2
pλ´ λ0q , (11)

K˚ pλ1, λ2q « min
“
z20 ` λ1 ´ λ0, z

2
0 ` λ2 ´ λ0

‰
. (12)

Будем решающую статистику (5) как функцию переменной λ аппроксимировать случайным
процессом µ˚ pλq с математическим ожиданием (11) и корреляционной функцией (12).

Случайная величина
λ˚ “ arg supµ˚ pλq (13)

связана с оценкой длительности (6) взаимно-однозначным преобразованием τ˚ “ λ˚T2
L
ρ2.

Следовательно, условную плотность вероятности W ˚
τ pτ | τ0q оценки длительности (6) можно

выразить через плотность вероятностиW ˚
λ pλ|λ0q случайной величины (13)

W ˚
τ pτ | τ0q “ W ˚

λ

`
ρ2τ{T2

ˇ̌
ρ2τ0{T2

˘ ρ2
T2
. (14)

Для плотности вероятности W ˚
λ pλ|λ0q согласно [1] запишем

W ˚
λ pλ|λ0q “

8ż

´8

B
Bλ

„ BF ˚
21 pu, v, λq

Bu

ˇ̌
ˇ̌
v“u


du, (15)

где

F ˚
21 pu, v,Λq “ P

#
supµ˚ pλq
Λ1ďλďΛ

ă u, supµ˚ pλq
ΛăλďΛ2

ă v

+
(16)
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— двумерная функция распределения абсолютного максимума случайного процесса µ˚ pλq.
Для нахождения функции (16) воспользуемся методикой [1]. Согласно (11) и (12), случай-
ный процесс µ˚ pλq является гауссовским марковским процессом с коэффициентами сноса и
диффузии [10]

k1 “
"

cos
“
∆ζt2

L
2T 2

2 ´ ∆ϕ
‰

´ 1{2, λ ď λ0,

´1{2, λ ą λ0,
k2 “ 1.

Следовательно, функция (16) представляет собой вероятность недостижения марковским
случайным процессом µ˚ pλq границ ´8 и u на отрезке λ P rΛ1,Λs и границ ´8 и v на
отрезке λ P pΛ,Λ2s.

Введём вспомогательный случайный процесс

y˚ pλq “
"
u´ µ˚ pλq , Λ1 ď λ ď Λ,

v ´ µ˚ pλq , Λ ă λ ď Λ2,

который согласно (11), (12) является гауссовским марковским с коэффициентами сноса и
диффузии

k1 “ 1

2

"
1 ´ 2 cos

“
∆ζt2

L
2T 2

2 ´ ∆ϕ
‰
, λ ď λ0,

1, λ ą λ0,
k2 “ 1. (17)

Тогда вероятность (16)

F ˚
21 pu, v,Λq “ P

#
sup y˚ pλq
Λ1ďλďΛ2

ą 0

+

представляет собой вероятность недостижения границ y “ 0 и y “ `8 марковским случай-
ным процессом y˚ pλq на отрезке λ P rΛ1,Λ2s. Согласно [10] для искомой вероятности можно
записать

F ˚
21 pu, v,Λq “

8ż

0

W py,Λ2q dy. (18)

Здесь W py, λq — решение уравнения Фоккера-Планка-Колмогорова [1, 10]

BW py, λq
Bλ ` B

By rk1W py, λqs ´ 1

2

B2
By2 rk2W py, λqs “ 0 (19)

при граничных условиях W py “ 0, λq “ W py “ 8, λq “ 0 и начальном условии

W py, λq|λ“maxpΛ1,λ0´z2
0q “ 1

σ
?
2π

exp

«
´py ´ u`mq2

2σ2

ff
,

где σ2 “ max
`
0, z20 ´ λ0 ` Λ1

˘
, m “ S0 ´ min

`
z20 , λ0 ´ Λ1

˘
. Применяя метод отражения с

переменой знака [10], находим решение уравнения (19) с коэффициентами (17) отдельно для
случаев λ P rΛ1, λ0s и λ P pλ0,Λ2s. Подставляя найденные решения в выражение (18), а затем
(18) в (15) получаем выражения для плотности вероятности случайной величины (13)

W ˚
λ pλ|λ0q “ 1

2

$
&
%

R2Ψ
”
R2 λ0´λ

2
, R2 λ0´Λ1

2
, Λ2´λ0

2
, 1

R

ı
, λ ď λ0,

Ψ
”
λ´λ0

2
, Λ2´λ0

2
, R2 λ0´Λ1

2
, R

ı
, λ ą λ0,

(20)

где обозначено R “ 2 cos
“
∆ζτ2

0

L
2T 2

2
´ ∆ϕ

‰
´ 1,

Ψ py, y1, y2, y3q “ 1

2
?
π |y|3{2

#
Φ

˜c
y1 ´ y

2

¸
` exp

„
´y1 ´ y

4

Na
π py1 ´ yq

+
ˆ
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ˆ
8ż

0

ξ exp

«
´pξ ` yq2

4y

ff„
Φ

ˆ
y2 ` y3ξ?

2y2

˙
´ exp p´y3ξqΦ

ˆ
y2 ´ y3ξ?

2y2

˙
dξ, (21)

Φ pxq “ 1?
2π

xş
´8

exp
`
´t2

L
2
˘
dt— интеграл вероятности.

На основе полученной плотности вероятности, с использованием формулы (14), запишем
выражения для условных смещения и рассеяния КП оценки длительности (6)

B pτ˚ |τ0 q “
T2ż

T1

pτ ´ τ0qW ˚
λ

ˆ
ρ2τ

T2

ˇ̌
ˇ̌ ρ

2τ0

T2

˙
ρ2

T2
dτ , (22)

V pτ˚ |τ0 q “
T2ż

T1

pτ ´ τ0q2W ˚
λ

ˆ
ρ2τ

T2

ˇ̌
ˇ̌ ρ

2τ0

T2

˙
ρ2

T2
dτ. (23)

Рассмотрим асимптотическое поведение плотности вероятности (20), смещения (22) и рас-
сеяния (23) при увеличении ОСШ. Введём нормированную переменную (или обобщённую КП
оценку длительности)

κ˚ “ R pλ˚ ´ λ0q{2 “ Rρ2 pτ˚ ´ τ0q
L
2T2, (24)

κ˚ P rK1,K2s, K1 “ ρ2 pτ0 ´ T1qR
L
2T2, K2 “ ρ2 pT2 ´ τ0qR

L
2T2. Плотность вероятности вели-

чины κ˚ (24) имеет вид

W pκq “
"
RΨ r´Rκ,RK1,K2{R, 1{Rs , κ ď 0,

Ψ rκ{R,K2{R,RK1, Rs{R, κ ą 0.
(25)

Положим в (25), что K1 Ñ 8, K2 Ñ 8. Это в частности имеет место при λ0 Ñ 8 и фик-
сированных значениях T1, T2. Учитывая (21), находим предельную плотность вероятности
нормированной переменной (24)

W pκq “
"
RW0 p´Rκ, 1{Rq , κ ď 0,

W0 pκ{R,Rq{R, κ ą 0,
(26)

W0 px, yq “ Ψ px,8,8, yq “

“ p2y ` 1q exp ty py ` 1q |x|u
´
1 ´ Φ

!
p2y ` 1q

a
|x|{2

)¯
` Φ

!a
|x|{2

)
´ 1.

Используя (24) и (27), для асимптотических значений смещения и рассеяния КП оценки
длительности можно записать

Bϕ pτ˚ |τ0 q “ 2T2

ρ2
¨ R

3 pR ` 2q ´ p2R ` 1q
R2 pR ` 1q2

, (27)

Vϕ pτ˚ |τ0 q “ 8T 2
2

ρ4
¨ R

5
`
2R2 ` 6R ` 5

˘
`
`
5R2 ` 6R ` 2

˘

R4 pR ` 1q3
. (28)

Если начальная фаза радиоимпульса ϕ0 и параметр ЛЧМ ζ0 априори известны, то R “ 1, и
выражения (27) и (28) приобретают вид

B0 “ 0, V0 “ 26T 2
2

L
ρ4. (29)
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Они представляют собой асимптотические значения смещения и рассеяния оценки длитель-
ности радиоимпульса с априори известной начальной фазой.

Чтобы оценить, насколько сильно незнание начальной фазы и параметра ЛЧМ радио-
импульса влияет на точность оценки длительности, введём в рассмотрение нормированные
смещение

b p∆ϕq “ Bϕ pτ˚ |τ0 q
Mb

Vϕ pτ˚ |τ0 q (30)

и рассеяние

v p∆ϕq “ Vϕ pτ˚ |τ0 q{V0 (31)

КП оценки длительности. На рис. 2 и 3 представлены зависимости величин (30) и (31) соот-
ветственно от нормированной расстройки параметра ЛЧМ ∆ζ при различных расстройках
начальной фазы ∆ϕ, а на рис. 4, 5 — зависимости от расстройки начальной фазы ∆ϕ при
различных расстройках параметра ЛЧМ ∆ζ. При построении предполагалось, что истинное
значение длительности располагается посередине априорного интервала τ0 “ pT1 ` T2q{2 “
T2 pk ` 1q{2k, где k “ T2{T1 “ 10. Как видно из рисунков, отклонение ожидаемых значе-
ний начальной фазы и параметра ЛЧМ от их истинных значений приводят к существен-
ному ухудшению точности оценки длительности. При ∆ϕ ‰ 0 и ∆ζ ‰ 0 КП оценка дли-
тельности является смещённой, а её рассеяние быстро растёт по мере отклонения величины
R “ 2 cos

“
∆ζτ20

L
2T 2

2 ´ ∆ϕ
‰

´ 1 от единицы. Более существенное влияние на точность КП
оценки оказывает расстройка ∆ζ параметра ЛЧМ.

Рис. 2. Рис. 3.

С целью улучшения точности оценки длительности можно применить МП алгоритм, со-
гласно которому приёмник выполняет максимизацию логарифма ФОП (4) как по длительно-
сти, так и по фазе и параметру ЛЧМ

L pτq “ sup
ϕ,ζ

L pτ, ϕ, ζq , τm “ arg sup
τ
L pτq . (32)

Максимизацию логарифма ФОП (4) по переменной ϕ можно выполнить аналитически. Для
этого подставим сигнал (2) в выражение (4) и представим логарифм ФОП в виде

L pτ, ϕ, ζq “ X pτ, ζq cosϕ ` Y pτ, ζq sinϕ ´ q pτq{2, (33)
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Рис. 4.
Рис. 5.

где обозначено

X pτ, ζq “ 2a0

N0

τż

0

ξ ptq f ptq cos
`
ωt` ζt2

L
2
˘
dt, Y pτ, ζq “ 2a0

N0

τż

0

ξ ptq f ptq sin
`
ωt` ζt2

L
2
˘
dt,

(34)
а q pτq определено в (10). Найдём производную функции (33) по ϕ, приравняем её нулю

dL pτ, ϕ, ζq
dϕ

ˇ̌
ˇ̌
ϕ“ϕm

“ ´X pτ, ζq sinϕm ` Y pτ, ζq cosϕm “ 0

и решим полученное уравнение правдоподобия относительно ϕm

ϕm “ arctg pY pτ, ζq{X pτ, ζqq . (35)

Подставляя решение (35) в (32), получим

L pτ, ζq “ sup
ϕ
L pτ, ϕ, ζq “

a
X2 pτ, ζq ` Y 2 pτ, ζq ´ q pτq{2. (36)

Выполнить аналитически максимизацию выражения (36) по неизвестному параметру ЛЧМ
ζ не представляется возможным. Поэтому для получения МП оценки длительности необхо-
димо формировать двумерное случайное поле (36) и находить положение его наибольшего
максимума. Как функцию переменной τ при фиксированном ζ функцию (36) можно сфор-
мировать в реальном времени на основе блок-схемы, изображенной на рис. 6, где обозначено:
блок 1 — интеграторы на интервале времени r0, ts, t P rT1, T2s, блок 2 — решающее устройство
(экстрематор), осуществляющее поиск положения максимума входного сигнала на интервале
времени rT1, T2s.

Для анализа МП алгоритма оценки длительности рассмотрим логарифм ФОП (33). Он
представляет собой случайное поле, дифференцируемое по параметрам ϕ и ζ и недиффе-
ренцируемое по переменной τ . Следовательно, начальная фаза и параметр ЛЧМ являются
регулярными параметрами сигнала (2), а длительность — разрывным параметром [1]. Таким
образом, условия регулярности частично нарушаются. В работе [11] показано, что асимп-
тотически (с ростом ОСШ) точность МП оценок регулярных параметров (начальной фазы
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Рис. 6. Блок-схема МП измерителя длительности.

и параметра ЛЧМ) не зависит от наличия неизвестного разрывного параметра (длительно-
сти). Аналогично, точность МП оценки разрывного параметра (длительности) не зависит
от наличия неизвестных регулярных параметров (начальной фазы и параметра ЛЧМ). Это
означает, что смещение и рассеяние МП оценки длительности (32), при больших ОСШ асимп-
тотически совпадают со смещением и рассеянием МП оценки длительности радиосигнала с
априори известными начальной фазой и параметром ЛЧМ, найденными в [4] и совпадаю-
щими с выражениями (29). Следовательно, зависимости, приведённые на рис. 2-5, можно
интерпретировать как функции, характеризующие выигрыш в точности МП оценки (32) по
сравнению с точностью КП оценки (6).

Полученные результаты синтеза и анализа алгоритмов оценки длительности ЛЧМ радио-
импульса с неизвестной фазой и параметром ЛЧМ позволяют сделать обоснованный выбор
необходимого алгоритма оценки в зависимости от имеющейся априорной информации о фа-
зе сигнала, а также от требований, предъявляемых к точности оценки и степени простоты
реализации алгоритма.
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