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Аннотация. В данной работе рассматривается задача Коши для нелинейного урав-
нения дробной диффузии. Решение рассматриваемой задачи определяется как граничное
значение (след) некоторой гармонической функции. Пара функции — первая координата
которой является искомым решением, а вторая координата его гармоническим продолже-
нием — удовлетворяют некоторому интегральному тождеству. Такой локальный подход
позволяет использовать итеративный метод О. А. Ладыженской, обобщенное неравенство
Пуанкаре и теоремы вложения Соболева. На их основе доказана оценка искомого реше-
ния через интеграл площадей Лузина гармонической функции. В работе также доказана
непрерывность решения задачи Коши в интегральной норме.
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EXISTENCE AND UNIQUENESS OF THE SOLUTION OF THE
DIFFERENTIAL EQUATION OF FRACTIONAL DIFFUSION

A. F. Tedeev

Abstract. In this paper we consider the Cauchy problem for a nonlinear fractional diffusion
equation. The solution of the problem is defined as the boundary value (trace) of a certain
harmonic function. A pair of functions — the first coordinate of which is the desired solution,
and the second coordinate is its harmonic continuation — satisfies some integral identity.
This local approach allows us to use the integral Ladyzhenskaya method, generalized Poincare
inequality, and Sobolev embedding theorems. Based on them, the estimation of the desired
solution via the Luzin area integral of the harmonic function is proved. The paper also proves
the continuity of the solution of the Cauchy problem in the integral norm.

Keywords: fractional diffusion, the trace of a function, pair of functions, the Cauchy
problem.

1. ВВЕДЕНИЕ

В данной работе рассматривается задача Коши для нелинейного дифференциального
уравнения дробной диффузии

Bu
Bt ` p´∆q 1

2u “ λuγ , x P RN , t ą 0, λ ą 0, 0 ă γ ă 1, p1q

upx,0q “ u0pxq, p2q

RN — N -мерное арифметическое пространство.
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Оператор p´∆q 1

2 fpxq определяется в виде потенциала Рисса

p´∆q 1

2 fpxq “ CpNq
ż

RN

fpxq ´ fpyq
|x´ y|N`1

dy, p3q

CpNq — постоянная, зависящая от размерности N .
Рассматривая гармоническое продолжение vpx,yq “ Epupxqq функции upx,tq по переменной

x в области RN`1
` “ tpx,yq : x P RN , y ą 0u оператор (3) можно на основании [5] определить

с помощью равенства

´Bv
By

ˇ̌
ˇ̌
y“0

“ p´∆q 1

2u. p4q

Используя равенства (1), (2) и (4), функции v “ vpx,y,tq “ Epupx,tqq и upx,tq “ Trpvpx,y,tqq
могут быть соединены в одной краевой задаче вида

∆x,yv “ 0, x P RN y ą 0, p5q

Bv
By

ˇ̌
ˇ̌
y“0

“ Bu
Bt ´ λuγ , p6q

vpx,0,0q “ u0pxq, p7q

где ∆x,yv “
Nř
j“1

B2v
Bx2

j

` B2v
By2 — оператор Лапласа.

В дальнейшем мы будем считать

upx,tq “ Trpvq, v “ Epuq,

где Trpvq — это след функции v на RN , а Epuq — гармоническое продолжение функции u в
область Ω “ RN ˆR1

` “ tpx,yq “ px1,x2, . . . ,xN ,yq : x P RN , y ą 0u.
Замечание 1. Равенства (5), (6) и (7) мы понимаем в слабом (интегральном) смысле.

Например, соотношения
∆v “ 0, px,yq P Ω, t ą 0,

Bv
By

ˇ̌
ˇ̌
y“0

“ Bu
Bt ´ λuγ , x P RN , t ą 0,

эквивалентны тождествам

´
Tż

0

ż

Ω

˜
Nÿ

j“1

Bv
Bxj

¨ Bϕ
Bxj

` Bv
By ¨ Bϕ

By

¸
dx dy ds´

Tż

0

ż

RN

Bv
By ϕdx ds “ 0

и
Tż

0

ż

RN

Bv
By ϕdx ds “

Tż

0

ż

RN

ˆBu
Bt ´ λuγ

˙
ϕdx ds

соответственно для любого T ą 0 и любой функции ϕ P C 1
0pΩ ˆ r0,T qq.

Равенства
Trpvpx,y,tqq “ upx,tq, при любом t ą 0,

и
upx,0q “ vpx,0,0q “ u0pxq
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определяются с помощью предельных соотношений

lim
yÑ0

vpx,y,tq “ upx,tq, при любом t ą 0, в L2pΩq

и
lim
tÑ0

upx,tq “ u0pxq в L2pRN q,

соответственно.
В краевой задаче (5)–(7) функции v “ vpx,y,tq и u “ upx,tq будем считать неизвестными,

а функцию u0pxq заданной. Следуя работе [4], введем определение слабого решения краевой
задачи (5)–(7).

Определение. Будем считать пару функций pu,vq слабым решением задачи (5)–(7), если
v P L2pr0,T q;W 1

2 pΩqq, u “ upx,tq “ Trpvq P L2pp0,T q;L2pRN qq для любого T ą 0, и имеет место
тождество

´
Tż

0

ż

Ω

Dv ¨ Dϕdxdy dt`
Tż

0

ż

RN

u
Bϕ
Bt dx dt ` λ

Tż

0

ż

RN

uγϕdx dt “ 0, p8q

для любой функции ϕpx,y,tq P C1
0 pΩ ˆ r0,T qq, где

Dv ¨Dϕ “
Nÿ

j“1

Bv
Bxj

¨ Bϕ
Bxj

` Bv
By ¨ Bϕ

By .

Нетрудно проверить, что приведенное определение слабого решения корректно краевой
задаче (5)–(7). При этом если пара pu,vq является слабым решением краевой задачи (5)–(7),
тогда в силу (3), (6) и (7) первая координата u “ upx,tq является решением задачи Коши (1),
(2). Обратно, если u “ upx,tq — решение задачи Коши (1), (2), и v “ vpx,y,tq его гармоническое
продолжение в область RN`1

` “ tpx,yq : x P RN , y ą 0u, то пара функций pu,vq — слабое
решение краевой задачи (5)–(7).

2. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ПРЕДЛОЖЕНИЯ

Пусть

uhpx,tq “ 1

h

t`hż

t

upx,τq dτ, vhpx,y,tq “ 1

h

t`hż

t

vpx,y,τq dτ,

px,yq P Ω “ RN`1
` , 0 ă t ă T ´ δ, 0 ă h ă δ,

— средние Стеклова функций upx,τq и vpx,y,τq по переменной τ, δ — произвольное фиксиро-
ванное положительное число, удовлетворяющее условию 0 ă h ă δ ă T

2
.

Имеет место следующее предложение.

Лемма 1. Пусть pu,vq — слабое решение задачи p5q–p7q. Тогда для любых t1 и t2, удовле-
творяющих условию 0 ă δ ă t1 ă t2 ă T ´ δ имеет место тождество

t2ż

t1

ż

RN

uht ψ dx dt `
t2ż

t1

ż

Ω

DpvhqDpψ˚q dx dy dt ` λ

t2ż

t1

ż

RN

puγqh ψ dx dt “ 0, p9q

для любой функции ψ˚ P C1
0 pΩ ˆ r0,T qq, ψ P Trpψ˚q.
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Доказательство. Пусть ϕ˚px,y,tq P C1
0 pΩ ˆ r0,T qq удовлетворяет условию

ϕ˚px,y,tq “ 0, 0 ă t ă δ, T ´ δ ă t ă T.

В тождестве (8) в качестве пробной функции выберем функцию

ζpx,y,tq “ ϕ˚
´hpx,y,tq,

где

ϕ˚
´hpx,y,tq “ 1

h

tż

t´h

ϕ˚px,y,τq dτ.

Используя свойства средних Стеклова из тождества (8) на основании определения функции
ϕ˚ получим тождество

Tż

0

ż

RN

´uh ϕt dx dt `
Tż

0

ż

Ω

DpvhqDϕ˚ dx dy dt ` λ

Tż

0

ż

RN

puγqh ψ dx dt “ 0,

где ϕ “ Trpϕ˚q.
Так как uht P L2pRN ˆ p0,T qq, то к первому слагаемому последнего равенства можно при-

менить интегрирование по частям по переменной τ . В результате получим тождество

Tż

0

ż

RN

uht ϕdx dτ `
Tż

0

ż

Ω

DpvhqDϕ˚ dx dy dτ ` λ

Tż

0

ż

RN

puγqh ϕdx dτ “ 0. p10q

Пусть, далее t1 и t2 — значения переменной τ , удовлетворяющие условию леммы 1, и
χptq — характеристическая функция интервала pt1,t2q. Рассмотрим гладкую аппроксимацию
ϕnptq функции χptq, и заменим в (10) функцию ϕ на функцию ψnpx,τq “ ϕnpτq ¨ ψpx,τq, а
функцию ϕ˚ соответствующим продолжением ϕnpτq ¨ψ˚px,y,τq, где ψ˚px,y,τq P C1

0 pΩˆ r0,T qq.
Переходя затем к пределу в полученном равенстве при n Ñ 8, получим тождество (9). Лемма
1 доказана.

Лемма 2. Если pu,vq — слабое решение задачи (5)–(7), тогда для всех 0 ă t0 ă t1 ă T и
ζpx,y,tq P C1

0pΩ ˆ r0,T qq имеет место соотношение

ż

RN

upx,t1qζpx,0,t1q dx ´
ż

RN

upx,t0qζpx,0,t0q dx´

´
t1ż

t0

ż

RN

upx,τqζτ px,0,τq dx dτ `
t1ż

t0

ż

Ω

Dpvq ¨Dpζq dx dy dτ `

`
t1ż

t0

ż

RN

uγpx,τqζpx,0,τq dx dτ “ 0. p11q

Доказательство. Подберем δ ą 0 и h ą 0 таким образом, чтобы 0 ă h ă δ ă t0 ă t1 ă
T ´ δ. Используя равенство

uht ¨ ζ “ puh ¨ ζqt ´ uh ¨ ζt,
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на основании леммы 1 получим соотношение

t1ż

t0

ż

RN

puh ¨ ζqt dx dt ´
t1ż

t0

ż

RN

uhζt dx dt `
t1ż

t0

ż

Ω

Dpvhq ¨Dζ dx dy dt`

`λ

t1ż

t0

ż

RN

puγqhζ dx dt “ 0. p12q

Применяя к первому интегралу тождества (12) формулу Ньютона — Лейбница и переходя к
пределу в полученном равенстве при h Ñ 0, получим соотношение (11). Лемма 2 доказана.

Замечание 2. В определении слабого решения задачи (5)–(7) пространство пробных

функций C1
0 pΩˆr0,T qq может быть заменено на пространство L2

`
p0,T q;

˝
W 1

2 pΩq
˘
, где

˝
W 1

2 pΩq —
пополнение пространства C1

0 pΩq по норме пространства W 1
2 pΩq. Чтобы убедиться в этом,

необходимо для любой функции ζpx,y,tq P L2
`
p0,T q;W 1

2 pΩq
˘

построить аппроксимирующую
последовательность ζnpx,y,tq P C1

0pp0,T q ˆ Ωq в норме L2p0,T q, заменить в равенстве (8) ϕ на
ζn и сделать предельный переход.

В дальнейшем существование слабого решения задачи (5)–(7) будем предполагать заранее.

3. ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ

Пусть t ą 0 и σ P p0,1q фиксированы. Рассмотрим последовательности

ρn “ ρp1 ` σ2´nq, tn “ 1

2
tp1 ´ σ2´nq, n “ 0,1,2, . . .

Положим BN`1
ρn

“ BN`1
n , где BN`1

ρn
— шар с центром в начале координат и радиусом ρn в

R
N`1. Пусть, далее BN`1

n,` “ BN`1
n

Ş
RN`1

` , и BN
ρn

“ BN
n — шар с центром в начале координат

радиусом ρn в RN , ΩN`1
n “ BN`1

n ˆ ptn,tq; ΩN
n “ BN

n ˆ ptn,tq.
Рассмотрим последовательность гладких срезающих функций ζnpx,y,τq в ΩN`1

n , равные
единице в ΩN`1

n`1 , и такие, что

0 ď Bζn
Bτ ď c2n

στ
, |Dζn| ď c2n

σρ
, 0 ď ζnpx,y,tq ď 1, p13q

где c — константа, зависящая только от размерности N . Примеры таких срезающих функций
приведены, например, в работах [2] и [3].

Основным результатом настоящей работы является следующее утверждение.
Теорема. Если pu,vq — слабое решение задачи p5q–p7q, и

A
BN`1

2ρ
px,tq “

ż

ΓapxqŞBN`1

2ρ

y1´N |Dpvps,y,tqq|2ds dy

— интеграл площадей Лузина функции v, где Γapxq — конус с вершиной в точке x P RN

раствора a, то для всех t ě 1, ρ ě 1 имеет место оценка

t
1

2 }up¨,tq}8,BN
ρ

ď c
›››ABN`1

2ρ
p¨,tq

›››
L2pp0,tq;L2pBN

2ρqq
, p14q

c — несущественная константа.
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Доказательство. Применим итеративный метод О. А. Ладыженской. Для этого положим
в интегральном тождестве (8) ϕpx,y,tq равным:

ϕpx,y,tq “ pvpx,y,tq ´ knq`ζ
2
npx,y,tq,

где kn “ k´ k
2n

, n “ 0,1,2, . . ., k — произвольное положительное число, ζnpx,y,tq — срезающие
функции, удовлетворяющие условиям (13), и

pvpx,y,tq ´ knq` “ maxt0, vpx,y,tq ´ knu.

После элементарных преобразований для первого слагаемого тождества (8) имеем

´
Tż

0

ż

Ω

Dv ¨Dϕdxdy dt “ ´
Tż

0

ż

Ω

|Drpv ´ knq`ζns|2 dx dy dt `
Tż

0

ż

Ω

pv ´ knq2`|Dζn|2 dx dy dt. p15q

Для второго слагаемого тождества (8) будем иметь:

Tż

0

ż

RN

u
Bϕ
Bt dx dt “

Tż

0

ż

RN

u

„Bpu ´ knq`
Bt ζ2n ` 2pu ´ knq`ζn ¨ Bζn

Bt


dx dt “

“
Tż

0

ż

RN

pu´ knq`
Bpu ´ knq`

Bt ζ2n dx dt `
Tż

0

ż

RN

kn
Bpu ´ knq`

Bt ζ2n dx dt`

` 2

Tż

0

ż

RN

pu ´ knq2`ζn
Bζn
Bt dx dt ` 2

Tż

0

ż

RN

knpu´ knq`ζn
Bζn
Bt dx dt “

“ 1

2

Tż

0

ż

RN

Bpu ´ knq2`
Bt ζ2n dx dt ´ 2kn

Tż

0

ż

RN

pu ´ knq`ζn
Bζn
Bt dx dt`

` 2

Tż

0

ż

RN

pu´ knq2`ζn
Bζn
Bt dx dt ` 2kn

Tż

0

ż

RN

pu ´ knq`ζn
Bζn
Bt dx dt “

“ 1

2

Tż

0

ż

RN

Bpu ´ knq2`
Bt ζ2n dx dt` 2

Tż

0

ż

RN

pu ´ knq2`ζn ¨ Bζn
Bt dx dt “

“
Tż

0

ż

RN

pu ´ knq2`ζn ¨ Bζn
Bt dx dt. p16q

Наконец, третье слагаемое можно оценить следующим образом:

λ

Tż

0

ż

RN

uγ ϕdx dt “ λ

Tż

0

ż

RN

uγpu´ knq`ζ
2
n dx dt “

“ λ

Tż

0

ż

RN

rpu ´ knq` ` knsγpu ´ knq`ζ
2
n dx dt ď
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ď λ

Tż

0

ż

RN

pu ´ knqγ`1
` ζ2n dx dt ` λkγn

Tż

0

ż

RN

pu ´ knq`ζ
2
n dx dt ď

ď λ

¨
˝

Tż

0

ż

RN

rpu ´ knq`ζns2 dx dt

˛
‚

γ`1

2

¨

¨
˝

Tż

0

ż

RN

ζ2n dx dt

˛
‚

1´γ
2

`

`λkγn

¨
˝

Tż

0

ż

RN

pu´ knq2`ζ2n dx dt

˛
‚

1

2
¨
˝

Tż

0

ż

RN

ζ2n dx dt

˛
‚

1

2

ď

ď λ
`
measΩN

n

˘ 1´γ
2

¨
˝

Tż

0

ż

RN

rpu ´ knq`ζns2 dx dt

˛
‚

γ`1

2

`

`λkγn
`
measΩN

n

˘ 1

2

¨
˝

Tż

0

ż

RN

rpu ´ knq`ζns2 dx dt

˛
‚

1

2

. p17q

На основании (14), (15) и (16) из (8) следует, что

´
Tż

0

ż

Ω

|Drpv ´ knq`ζns|2 dx dy dt`
Tż

0

ż

Ω

pv ´ knq2`|Dζn|2 dx dy dt`

`
Tż

0

ż

RN

pu´ knq2`ζn
Bζn
Bt dx dt`

`λ
`
measΩN

n

˘ 1´γ
2

¨
˝

Tż

0

ż

RN

rpu ´ knq`ζns2 dx dt

˛
‚

γ`1

2

`

`λkγn
`
measΩN

n

˘ 1

2

¨
˝

Tż

0

ż

RN

rpu ´ knq`ζns2 dx dt

˛
‚

1

2

ě 0. p18q

Оценим интеграл
Tż

0

ż

Ω

pv ´ knq2`ζ2n dx dy dt

снизу. Имеем:

Tż

0

ż

Ω

pv ´ knq2`ζ2n dx dy dt ě
tż

tn

ż

BN`1
ρ

pv ´ knq2` dx dy dt ě

ě
tż

tn

ż

BN`1
ρ

Ştvěkn`1u

pv ´ knq2` dx dy dt ě
tż

tn

ż

BN`1
ρ

pkn`1 ´ knq2 dx dy dt “

“ pkn`1 ´ knq2pt´ tnq ¨ meas pBN`1
ρ q.
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Отсюда

CpNqk22´2nt ¨ ρN`1 ď
tż

tn

ż

BN`1
ρn

pv ´ knq2`ζ2n dx dy dt “

“
Tż

0

ż

Ω

pv ´ knq2`ζ2n dx dy dt, p19q

здесь CpNq — константа, зависящая от N .
Используя неравенство Пуанкаре [1], и свойства срезающих функций для второго слагае-

мого равенства (17) имеем:

Tż

0

ż

Ω

pv ´ knq2`|Dζn|2 dx dy dt ď c22n

σ2ρ2

Tż

0

ż

BN`1
ρn

rpv ´ knq`s2 dx dy dt ď

ď c22n

σ2ρ2
¨
“
meas

`
BN`1

ρn

˘‰ 2

N`1

tż

tn

ż

BN`1
ρn

|Drpv ´ knq`s|2 dx dy dt ď

ď CpNq2
2n

σ2

tż

tn

ż

BN`1
ρn

|Drpv ´ knq`s|2 dx dy dt. p20q

Пусть ε — произвольное положительное число, тогда из (18) и (19), используя неравенство
Пуанкаре, получим

Tż

0

ż

Ω

pv ´ knq2`|Dζn|2 dx dy dt ď

ď C
22n

σ2

`
CpNqk22´2ntρN`1

˘ε

pCpNqk22´2ntρN`1qε ¨
tż

tn

ż

BN`1
ρn

|Drpv ´ knq`s|2 dx dy dt ď

ď CpNq22n
σ2 pCpNqk22´2ntρN`1qε

¨
˚̋

tż

tn

ż

BN`1
ρn

rpv ´ knq`ζns2 dx dy dt

˛
‹‚

ε

ˆ

ˆ

¨
˚̋

tż

tn

ż

BN`1
ρn

|Drpv ´ knq`s|2 dx dy dt

˛
‹‚ ď

ď
CpNq22n

`
measBN`1

ρn

˘ 2ε
N`1

σ2 pCpNqk22´2ntρN`1qε

¨
˚̋

tż

tn

ż

BN`1
ρn

|Drpv ´ knq`s|2 dx dy dt

˛
‹‚

1`ε

ď

ď CpNq 22n

σ2 pCpNqk22´2ntρN´1qε

¨
˚̋

tż

tn

ż

BN`1
ρn

|Drpv ´ knq`s|2 dx dy dt

˛
‹‚

1`ε

. p21q
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Применяя теорему вложения, третье слагаемое соотношения (18) оценивается следующим
образом:

Tż

0

ż

Rn

u
Bϕ
Bt dx dt “

tż

tn

ż

BN
ρn

pu ´ knq2`ζn
Bζn
Bt dx dt ď

ď 2n

σtn

tż

tn

ż

BN
ρn

pu ´ knq2` dx dt ď

ď 2n

σtn

tż

tn

¨
˚̋

ż

BN
ρn

pu ´ knq
2N
N´1

` dx

˛
‹‚

N´1

N

¨
`
measBN

ρn

˘ 1

N dτ “

“ CpNqρn2n
σtn

tż

tn

¨
˚̋

ż

BN
ρn

pu ´ knq
2N
N´1

` dx

˛
‹‚

N´1

N

dt ď

ď CpNqρn2n
σtn

tż

tn

ż

BN`1
ρn

|Drpv ´ knq`s|2 dx dy dτ.

Используя оценку (19) и неравенство Пуанкаре, будем иметь

tż

tn

ż

BN
ρn

pu ´ knq2`ζn
Bζn
Bt dx dt ď

ď CpNqρn2n
σtn

¨
`
CpNqk22´2ntρN`1

˘ε

pCpNqk22´2ntρN`1qε ¨
tż

tn

ż

BN`1
ρn

|Dpv ´ knq`|2 dx dy dt ď

ď CpNqρn2n
σtn

¨ 1

pCpNqk22´2ntρN`1qε ˆ

ˆ

¨
˚̋

tż

tn

ż

BN`1
ρn

pv ´ knq2` dx dy dt

˛
‹‚

ε

¨

¨
˚̋

tż

tn

ż

BN`1
ρn

|Dpv ´ knq`|2 dx dy dt

˛
‹‚ ď

ď CpNqρn2n
σtn

¨

¨
˝CpNq

`
measBN`1

ρn

˘ 2

N`1

CpNqk22´2ntρN`1

˛
‚
ε

ˆ

ˆ

¨
˚̋

tż

tn

ż

BN`1
ρn

|Dpv ´ knq`|2 dx dy dt

˛
‹‚

1`ε

ď

ď CpNq2nρ
σp1 ´ σqt ¨

ˆ
CpNq22n
k2tρN´1

˙ε

¨
˚̋

tż

tn

ż

BN`1
ρn

|Dpv ´ knq`|2 dx dy dt

˛
‹‚

1`ε

. p22q

Оценим четвертое слагаемое соотношения (18).
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Применяя неравенство Гёльдера и вложение W 1
2pΩq ãÑ L

2N
N´1 pRN q, получим

λ
`
measΩN

n

˘ 1´γ
2

¨
˚̋

tż

tn

ż

BN
ρn

rpu ´ knq`ζns2 dx dτ

˛
‹‚

γ`1

2

ď

ď λCpNq
`
measΩN

n

˘ 1´γ
2 ρ

γ`1

2
n

¨
˚̊
˝

tż

tn

¨
˚̋

ż

BN
ρn

pu ´ knq
2N
N´1

` dx

˛
‹‚

N´1

N

dτ

˛
‹‹‚

γ`1

2

ď

ď λCpNq
`
measΩN

n

˘ 1´γ
2 ρ

γ`1

2
n

¨
˚̋

tż

tn

ż

BN`1
ρn

|Dpv ´ knq`|2 dx dy dτ

˛
‹‚

γ`1

2

“

“ λCpNq
`
measΩN

n

˘ 1´γ
2 ρ

γ`1

2
n

`
CpNqk22´2ntρN`1

˘ 1´γ
2

`ε

pCpNqk22´2ntρN`1q
1´γ
2

`ε
ˆ

ˆ

¨
˚̋

tż

tn

ż

BN`1
ρn

|Dpv ´ knq`|2 dx dy dt

˛
‹‚

γ`1

2

ď

ď λCpNq
`
measΩN

n

˘ 1´γ
2 ρ

γ`1

2
n

´
CpNq

`
measBN`1

ρn

˘ 2

N`1

¯ 1´γ
2

`ε

pCpNqk22´2ntρN`1q
1´γ
2

`ε
ˆ

ˆ

¨
˚̋

tż

tn

ż

BN`1
ρn

|Dpv ´ knq`|2 dx dy dτ

˛
‹‚

1`ε

ď

ď CpN,γqCpNqε2np1´γ`2εq

k1´γ`2εtερεpN´1q´1
¨

¨
˚̋

tż

tn

ż

BN`1
ρn

|Dpv ´ knq`|2 dx dy dτ

˛
‹‚

1`ε

. p23q

Аналогично оценивается последнее слагаемое соотношения (18). A именно:

λkγn
`
measΩN

n

˘ 1

2

¨
˚̋

tż

tn

ż

BN
ρn

rpu ´ knq`ζns2 dx dτ

˛
‹‚

1

2

ď

ď CpNqε2np1`2εq

k1´γ`2εtερεpN´1q´1
¨

¨
˚̋

tż

tn

ż

BN`1
ρn

|Dpv ´ knq`|2 dx dy dτ

˛
‹‚

1`ε

. p24q

Введем обозначение Yn “
tş
tn

ş

BN`1
ρn

|Dpv ´ knq`|2 dx dy dτ .

Тогда на основании (21), (22), (23) и (24) из (18), в силу того, что ρ ě 1 и t ě 1, получим
оценку:

Yn`1 ď CpN,γ,σqCpNqε2np2`2εq

tερεpN´1q´1

ˆ
k1´γ ` 1

k1´γ`2ε

˙
Y 1`ε
n . p25q
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Напомним, что параметры k и ε в неравенстве (25) являются произвольными положитель-
ными числами. При

k “
˜

C1b
1

εY ε
0

ρεpN´1q´1tε

¸ 1

1´γ`2ε

`
˜

C2b
1

εY ε
0

ρεpN´1q´1tε

¸ 1

2ε

, p26q

где b “ 22`2ε, все условия леммы 5.6 (стр. 113) монографии [1] выполняются. Поэтому при
выбранном значении параметра k

lim
nÑ8

Yn “ 0.

Следовательно, в силу вложения W 1
2 ãÑ L

2N
N´1 pRN q, тем более

lim
nÑ8

tż

tn

¨
˚̋

ż

BN
ρn

pu´ knq
2N
N´1

` dx

˛
‹‚

N´1

N

dτ “ 0,

то есть
tż

t
2

¨
˚̋

ż

BN
ρ

pu´ kq
2N
N´1

` dx

˛
‹‚

N´1

N

dτ “ 0.

Отсюда следует, что почти всюду в tpt{2,tq ˆBN
ρ u

upx,τq ď k. p27q

Из (26) и (27) вытекает неравенство

}up¨,tq}BN
ρ

ď
˜

C1b
1

εY ε
0

ρεpN´1q´1tε

¸ 1

1´γ`2ε

`
˜

C2b
1

εY ε
0

ρεpN´1q´1tε

¸ 1

2ε

.

Переходя в последнем неравенстве к пределу при ε Ñ `8, находим, что

}up¨, tq}BN
ρ

ď C
Y

1

2

0

ρ
N´1

2 t
1

2

. p28q

Пусть

A
BN`1

2ρ
pxq “

¨
˚̊
˝

ż

ΓapxqXBN`1

2ρ

y1´N |Dv|2 ds dy

˛
‹‹‚

1

2

— интеграл площадей Лузина функции vpx,y,tq, при фиксированном значении t. Тогда из (28)
следует

}up¨,tq}8, BN
ρ

ď C

¨
˚̊
˝
1

t

tż

0

ż

BN
2ρ

A2

BN`1

2ρ

pxq dx dτ

˛
‹‹‚

1

2

,

что соответствует неравенству (14). Теорема доказана.
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Используя лемму 2 и поступая так же, как в доказательстве теоремы в [4], можно доказать,
что решение задачи Коши (1), (2) удовлетворяет условию

upx,tq P C
´

p0,T q;L2,loc pRN q
¯
,

при любом T ą 0.
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