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Аннотация. В работе в пространстве L2 p0;8q исследуется спектр и резольвента пуч-
ка дифференциальных операторов четвертого порядка, когда главный характеристиче-
ский полином имеет один трехкратный корень. Показано, что пучок может иметь в откры-
той нижней и открытой верхней полуплоскостях конечное или счетное число собственных
значений, а непрерывный спектр заполняет весь действительную ось, где могут находит-
ся спектральные особенности. Доказано, что резольвента пучка является ограниченным
интегральным оператором, определенным на всей пространстве L2 p0;8q, с ядром типа
Карлемана.

Ключевые слова: спектр, собственная функция, резольвента, сопряженный опера-
тор, ядро типа Карлемана.

STUDY OF THE SPECTRUM AND RESOLVENTS OF A
SINGLE DIFFERENTIAL BEAM OF THE FOURTH ORDER

WITH A THREE-TIME CHARACTERISTIC ROOT
E. G. Orudzhev, S. A. Aliev

Abstract. The article is considered that, the spectrum and the resolvent of a structure of
fourth-order differential operators are investigated in spaceL2 p0;8q, when one triple root is the
main characteristic polynomial . It is shown that, a beam can have a finite or countable number
of eigenvalues in the open lower and open upper half-planes, and the continuous spectrum fills
the entire real axis, where spectral features can be located. It is proved that, the resolvent
of a structure is a bounded integral operator, defined on the whole spaceL2 p0;8q , with a
Carleman type.

Keywords: spectrum, eigen function, resolvent, ad joint operator, Carleman type.

В проcтранстве L2 p0,8q рассмотрим пучок дифференциальных операторов Lα
λ , порож-

денный дифференциальным выражением

l

ˆ
x,

d

dx
, λ

˙
Y ”

ˆ
d

dx
´ iλ

˙3ˆ
d

dx
` iλ

˙
Y ` r pxq dy

dx
` pλp pxq ` q pxqqY “ 0 , (1)

и граничным условиям

Uν pY q ” αν0Y p0, λq ` αν1Y
1 p0, λq ` αν2Y

2 p0, λq ` αν3Y
3 p0, λq “ 0 , ν “ 1, 3 (2)

где λ— спектральный параметр, r pxq , ppxq, qpxq комплекснозначные функции, определенные
и непрерывные на r0,8q, соответственно имеют непрерывные производные до порядка 3, 4,
5 включительно, сходятся интегралы

8ż

0

x4
ˇ̌
ˇrpsqpxq

ˇ̌
ˇ dx ă 8, s “ 0, 3;

8ż

0

x4
ˇ̌
ˇppsqpxq

ˇ̌
ˇ dx ă 8, s “ 0, 5;

8ż

0

x4
ˇ̌
ˇqpsqpxq

ˇ̌
ˇ dx ă 8, s “ 0, 4; (3)
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ανk, ν “ 1, 3, k “ 0, 3 фиксированные комплексные числа такие, что формы Uν pY q линейно
независимы, число граничных условий меняется в зависимости от место нахождения пара-
метра λ в комплексной плоскости.

Специфика пучка Lα
λ является то, что главный характеристический многочлен уравнения

(1) имеет трехкратный корень i и простой корень ´i. В общем случае кратных корней это-
го многочлена формальные решения уравнения, с полиноминальным вхождением λ, могут
содержать дробные степени параметра как в показателе экспоненты, так и при множителе
экспоненты, и сама структура асимптотических представлений не только зависят от старших
коэффициентов, но и алгебраических комбинаций при низких степенях параметра [1]. Здесь
учтены эти свойства таким образом, что формальные решения не содержали дробные степени
параметра.

Прямые спектральные аспекты обыкновенных дифференциальных операторов на конеч-
ном отрезке в случае различных корней главного характеристического многочлена изуче-
ны достаточно хорошо. Наиболее полные исследования различных спектральных аспектов
проведены в работах Г. Д. Биркгофа, Я. Д. Тамаркина, М. А. Наимарка, М. В. Келдыша,
А. Г. Костюченко, В. А. Ильина, В. А. Марченко, М. Г. Гасымова, М. Л. Расулова, А. А. Шка-
ликова и др. В частности, вопросы кратной полноты системы собственных и присоединенных
функций подобных пучков решены в зависимости от расположения этих корней. При этом су-
щественным условием кратной полноты является расположение характеристических корней
на различных лучах, исходящих из начала координат. При нарушении этого условия дан-
ная система присоединенных функций обладает бесконечным дефектом в смысле кратной
полноты [2, 3, 4].

Дифференциальные пучки, заданные на бесконечных интервалах также изучены довольно
хорошо в случае различных характеристических корней. И, здесь обнаружено такой эффект,
что число граничных условий на левом конце в случае полуоси, также зависит от местона-
хождения параметра λ и связано с расположением корней характеристического полинома,
и соответствующий несамосопряженный пучок не является аналитической функцией пара-
метра λ во всей комплексной плоскости [5, 6], но является аналитической функцией от λ в
верхней и нижней полуплоскостях с разрезом вдоль вещественной оси.

Ввиду того, что рассматриваемый здесь пучок имеет один трехкратный характеристи-
ческий корень, а это означает, что все они лежат на одном луче, выходящего из начала
координат, а второй корень на противоположном луче, относительно начала координат, надо
провести специальное исследование этого пучка. Когда имеются характеристические кратные
корни, но они симметрично расположены относительно начала координат, соответствующие
результаты о разложении по собственным функциям непрерывных и дискретных спектров
получены в работах [7, 8, 9].

В работах [10, 11] исследованы уравнение (1) и построены операторы преобразования, пе-

реводящее решения уравнения
`

d
dx

´ iλ
˘3 ` d

dx
` iλ

˘
Y “ 0 на решения уравнения (1). В част-

ности, в [11] получено, что уравнение (1) имеет фундаментальную систему решений Yj px, λq,
j “ 1, 4, которые удовлетворяют условиям:

lim
xÑ8

”
Yj px, λq ´ xj´1eiλx

ı
“ 0 , j “ 1, 3, Imλ ě 0;

lim
xÑ8

”
Yj px, λq ´ e´iλx

ı
“ 0 , Imλ ď 0; (4)

существуют ядра K˘
j px, tq, такие, что

Yj px, λq “ xj´1eiλx `
8ż

x

K`
j px, tq eiλtdt , Imλ ě 0
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Y4 px, λq “ e´iλx `
8ż

x

K´
4 px, tq e´iλtdt , Imλ ď 0 (5)

при этом K˘
j px, tq , j “ 1, 4 удовлетворяют уравнениям

l

ˆ
x,

B
Bx, ˘i B

Bt

˙
K˘

j px, tq dt “ 0 , (6)

и имеет место

lim
x`tÑ8

Bα`βK˘
j px, tq

BxαBtβ “ 0 , α ` β ď 4 ,

8ż

x

ˇ̌
ˇK˘

j px, tq
ˇ̌
ˇ
2

dt ă 8 , (7)

кроме того, функции K˘
j px, tq и их производные удовлетворяют определенных интегральных

условий на характеристике t “ x.
В данной работе исследуется структура спектра пучка Lα

λ , построится ядро её резольвенты
и изучается аналитические свойства ядра.

Заметим, что для пучка Lα
λ не удается применить технику работы [5] в том отношении, что

применяемый там подход предельного перехода при b Ñ 8 для оператора Lα
λ , порожденного

дифференциальным выражениям (1) в конечном интервале p0, bq и некоторыми регулярны-
ми распадающимися краевыми условиями на концах этого интервала. Ввиду того, что эти
краевые условия являются нерегулярными в смысле работы [1] для пучка Lα

λb, с привлечени-
ем тонких свойств оператора Lα

λb таких, как, например, поведение ядра резольвенты pLα
λbq

´1

при b Ñ 8 вне малой окрестности спектра, не позволительно использовать этого подхода при
выводе интегрального представления резольвенты пучка Lα

λ .
Сначала изучим структуру дискретного спектра пучка Lα

λ . Обозначим через D совокуп-
ность всех функций Y px, λq P L2 p0,8q таких, что: 1) производные Y pνq px, λq , ν “ 0, 3 су-
ществуют и абсолютно непрерывны в каждом конечном интервале r0, bs, b ą 0, при каждом
λ : ˘Imλ ě 0; 2) l

`
x, d

dx
, λ

˘
Y P L2 p0,8q . Далее, через Dα обозначим совокупность тех функ-

ций изD, для которого выполняются условия (2). Определим Lα
λ так: его область определения

есть Dα и Lα
λ “ l

`
x, d

dx
, λ
˘
Y при Y P D. Обозначим Apλq “ det }Ui pYkq}3i,k“1 и рассмотрим

верхнюю полуплоскость λ : Imλ ě 0. В открытой её части решения Yk px, λq , k “ 1, 3 принад-
лежат пространству L2 p0,8q , а Y4 px, λq PL2 p0,8q . Если λ находится в открытой нижней
полуплоскости, ни одно из решений Yk px, λq , k “ 1, 3 не принадлежит этому пространству, а
Y4 px, λq P L2 p0,8q. Тогда собственные значения пучка Lα

λ в открытой верхней полуплоскости
определяются из уравнения Apλq “ 0.

Собственные значения этого пучка в открытой нижней полуплоскости могут определятся
одним краевым условием Uν pY4q “ 0, где ν может быть одно из чисел 1, 2, 3. А на действи-
тельной оси ни одно из решений Yk px, λq , k “ 1, 4 не принадлежит пространству L2 p0,8q ,
следовательно, при Imλ “ 0, не одно из краевых условий не входит в Dα

λ . Значит, на дей-
ствительной оси пучок дифференциальных операторов Lα

λ не имеет собственных значений.
Действительно, если фиксируем λ0 с Imλ “ 0, и, будем считать, что оно является собствен-

ным значением, тогда для решений из Imλ ě 0, будем иметь Y px, λq “
3ř

k“1

CkYk px, λq и

Y px, λ0q P L2 p0,8q, при этом хотя бы одно из чисел Ck, k “ 1, 3 должен быть отлично от
нуля. Но, при x Ñ 8 имеем

Y px, λ0q “
 
C0 ` C1x `C2x

2 ` 0p1q
(
eiλ0x.
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Поэтому

Nż

0

|Y px, λ0q|2 dx “
Nż

0

ˇ̌
C0 ` C1x` C2x

2 ` 0p1q
ˇ̌2
dx “C2

1 ¨ N ` C2
2 ¨ N

3

3
` C2

3 ¨ N
5

5
` 0p1q. (8)

Если Y px, λq P L2 p0,8q , тогда все Ck, k “ 0, 1, 2 должны равняться нулю, т.е. Y px, λ0q “
0, а это означает, что соответственно к λ0, не существует нетривиальное решение.

Приближаясь к действительной оси из открытой нижней полуплос-кости и из условии, что
Y4 px, λq P L2 p0,8q , Yk px, λq PL2 p0,8q , k “ 1, 2, 3, Imλ ă 0 подобным образом проверяется,
что на действительной оси не имеются собственные значения.

Теперь предположим, что λ0 является точкой открытого верхнего и открытого нижнего
полуплоскостей.

Теорема 1. Для того, чтобы λ0 : `Imλ ą 0 являлась собственным значением пучка
Lα
λнеобходимо и достаточно, что Apλ0q “ 0.

Доказательство. Необходимость. Предположим, что число λ0 из открытой верхней полу-
плоскости является собственным значением оператора Lα

λ . Тогда решение уравнения (1), при-
надлежащее пространству L2 p0,8q является линейной комбинацией решений Yk px, λ0q , k “
1, 2, 3 :

Y px, λ0q “ C1Y1 px, λ0q ` C2Y2 px, λ0q ` C3Y3 px, λ0q , (9)

здесь Ci, i “ 1, 3 определенные коэффициенты. С другой стороны Y px, λ0q как решение
уравнения (1) из L2 p0,8q должен удовлетворить краевые условия (2). Подставляя (9) в (2)
получаем:

3ÿ

k“1

CkUν pYkq “ 0, ν “ 1, 2, 3. (10)

Для того, чтобы (10) имело ненулевое решение относительно Ck, k “ 1, 3 должно быть
Apλ0q “ 0.

Достаточность. Предположим, что Apλ0q “ 0. Тогда система (10) имеет нетривиальную
систему решений tC1, C2, C3u , причем |C1| ` |C2| ` |C3| ‰ 0. Разрешая систему (10), за-
тем подставляя найденные решения в (9), находим функцию Y px, λ0q P Dλ для которой
l
`
x, d

dx
, λ0

˘
Y “ 0, т. е. является собственным значением пучка Lα. Теорема доказана.

Подобным образом получаем, что в открытой нижней полуплоскости имеются собственные
значения, которые являются корнями уравнения B pλq ” UvpY4q “ 0, где v одно из чисел 1,
2, 3.

Теорема 2. Оператор Lα
λ в открытой верхней и в открытой нижней полуплоско-

стях имеет собственные значения, которые являются соответственно корнями уравнения
Apλq “ 0 и Bpλq “ 0. Этот оператор не имеет собственных значений на действительной
оси. Если числа λ0 и λ1 с Imλ0 “ 0 и Imλ1 “ 0 соответственно, являются корнями
уравнения Apλq “ 0 и Bpλq “ 0,тогда эти числа являются спектральными особенностями
пучка Lα

λ .
Предположим, что λµ является собственным значением пучка Lα

λ . Тогда соответствующая

собственная функция определяется из формулы Yµpxq “
3ř

k“1

CkYk px, λµq . Положим C3 “ 1.

Тогда из краевых условий (2) находим:

2ÿ

k“1

CkUνpYkq ` UνpY3q “ 0, ν “ 1, 2, 3. (11)
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Ввиду того, что мы ищем ненулевые решения, ранг этой системы должен меньше 3. Пусть
ranq “ 2. Тогда при условии, что

∆0pλq “
ˇ̌
ˇ̌ U1pY1q U1pY2q
U2pY1q U2pY2q

ˇ̌
ˇ̌ ‰ 0,

можно из системы "
C1U1pY1q ` C1U1pY2q “ ´U1pY3q
C1U2pY1q ` C2U2pY2q “ ´U2pY3q (12)

определить Ci, i “ 1, 2. Для них Ci “ ´ ∆ipλq
∆0pλq , i “ 1, 2. Здесь ∆ipλq получается из ∆0pλq

заменой элементов столбца с номером i на элементы t´U1pY3q, ´U2pY3qu1 .
Таким образом, собственная функция, отвечающая собственному значению λµ выражается

формулой

Yµpxq “ ´
2ÿ

i“1

∆i

∆0

Yi p x, λµq ` Y3 px, λµq . (13)

Непосредственным вычислением с использованием формулы Лейбница для дифференцирова-
ния производных, из формул (5) перенумерацией Y1, Y2, Y3, Y4, на Y `

0 , Y
`
1 , Y

`
2 , Y

´
0 , получаем

´
Y ˘
j px, λq

¯pkq
“ e˘iλx

kÿ

v“0

p˘iqv λvCv
k

`
xj
˘pk´vq ` e˘iλx

kÿ

µ“0

λvg˘
µ,k,j pxq `

8ż

x

BkK˘
j px, tq
Bxk e˘iλtdt ,

(14)
где

g˘
kk0 “ 0, g˘

0,1,j “ ´K˘
j px, xq , g˘

1,2,j “ ¯K˘
j px, xq ,

K˘
j px, xq “ ˘ 1

8i

8ż

x

ξjp pξq pξ ´ xq dξ ` 1

8

8ż

x

ξjr pξq ri ´ ξsdξ,

d

dx
K˘

j px, xq “ ¯ 1

8i

8ż

x

ξjp pξq dξ ´ 1

8
pi ´ xqxjr pxq,

g˘
02j pxq “ ´ d

dx
K˘

j px, xq ´
BK˘

j px, tq
Bx

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
t“x

,

g˘
2 3j pxq “ ˘ig˘

1 2j pxq , g˘
1 3j pxq “ g˘

1 2j pxq1 ˘ ig˘
0 2j pxq .

Используя оценки
BkK˘

j p0,tq
Bxk

ˇ̌
ˇ̌
x“0

, k “ 0, 1, 2, 3 из [11], подставляя (14) в (2), убеждаемся, что

функции Apλq и Bpλq соответственно, являются регулярными функциями в верхней и нижней
полуплоскостях, следовательно, нули этих функций образуют конечное или счетное множе-
ство.

Теорема 3. Операторный пучок Lα
λ может иметь лишь конечное или счетное число

собственных значений, образующих ограниченное множество в комплексной λ— плоскости
с разрезом вдоль вещественной оси. Предельные точки этого множества могут находится
только на вещественной оси.

Теперь построим явный вид резольвенты R
p˘qα
λ дифференциального пучка Lp˘qα

λ в каждой
полуплоскости ˘Imλ ą 0 в отдельности.
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Предположим, что область определения резольвенты R
p˘qα
λ содержит функции fpxq, рав-

ные нулю вне произвольного конечного интервала r0, as. Положим R`α
λ f “ Y, т. е. LY

λ “ f.

Это означает, что Y px, λq есть решение уравнения

l

ˆ
x,

d

dx
, λ

˙
Y “ f (15)

для любой функции fpxq P L2 p0,8q . Это решение принадлежит L2 p0,8q и удовлетворяет
краевым условиям (2).

Имея фундаментальные системы решений Yi px, λq , k “ 1, 4 однородного дифференци-
ального уравнения (1), методом вариации произвольных постоянных находим общее решение
неоднородного дифференциального уравнения (15). Общее решение ищем в виде

Y px, λq “
4ÿ

i“1

CiYi px, λq . (16)

Согласно этому методу, предположим, что C1, C2, C3, C4 являются функциями от x. Вы-
числяя все производные до 4–го порядка включительно, выражения (16) и подчиняя допол-
нительным условиям, получаем некоторую систему уравнений относительно C 1

i pxq , i “ 1, 4.

Решая полученные системы, относительно C 1
i pxq имеем

C 1
i pxq “ Z`

5´i px, λq fpxq, (17)

где

Z`
5´i px, λq “ Wi px, λq

W px, λq , i “ 1, 2, 3, 4 (18)

Здесь W px, λq определитель Вронского от Y1 px, λq , Y2 px, λq , Y3 px, λq , Y4 px, λq , а

Wi px, λq — алгебраическое дополнение элемента Y
p3q
i px, λq в вронскиане W px, λq. Из общей

теории обыкновенных дифференциальных уравнений известно, что функции Z`
i px, λq , i “

1, 4 являются решениями уравнения l˚
`
x, d

dx
, λ
˘
Z “ 0, транспонированную к уравнению (1).

Из (17) получаем

Cipxq “ Ci `
xż

0

Z`
5´i pξ, λq fpξqdξ (19)

Подставляя (19) в (16), имеем

Y px, λq “
4ÿ

i“1

»
–Ci `

xż

0

Z`
5´i pξ, λq fpξqdξ

fi
flYi px, λq . (20)

В открытой верхней полуплоскости Yi px, λq P L2 p0,8q , i “ 1, 2, 3; Y4 px, λq P
L2 p0,8q , Z`

1 px, λq P L2 p0,8q , Z`
i px, λq PL2 p0,8q , i “ 2, 3, 4. Поэтому Y px, λq P

L2 p0,8q возможно лишь тогда, когда сумма коэффициентов при Y4 px, λq равна нулю, т.е.

когда C4 “ ´
aş
0

Z`
1 pξ, λq fpξqdξ. Подобнее равенство можно также записать в виде C4 “

´
8ş
0

Z`
1 pξ, λq fpξqdξ, ибо f pxq “ 0 при x ą a. С учетом этого, выражение (20) имеет вид

Y px, λq “
3ÿ

i“1

»
–Ci `

xż

0

Z`
5´i pξ, λq fpξqdξ

fi
flYi px, λq ´

8ż

x

Z`
1 pξ, λqf pξq dξ ¨ Y4 px, λq . (21)
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Отсюда

Y pνq px, λq “
3ÿ

i“1

»
–Ci `

xż

0

Z`
5´i pξ, λq fpξqdξ

fi
fl Y pνq

i px, λq ´
8ż

x

Z`
1 pξ, λqf pξq dξ ¨ Y4 px, λq .

Поскольку из определения функции Z`
i px, λq , i “ 1, 4 следует, что

4ÿ

i“1

Y
pkq
i px, λq ¨ Z`

5´ipx, λq “ 0, k “ 0, 1, 2.

С помощью граничных условий имеем:

Uν pY q “
3ÿ

i“1

CiUνpYiq ´

»
–

8ż

0

Z`
1 pξ, λq fpξqdξ

fi
flUν pY4q “ 0,

т. е.
3ř

i“1

CiUνpYiq “
8ş
0

Z`
1 pξ, λq fpξqdξUν pY4q .

Решая эту систему уравнений относительно Ci, i “ 1, 3 , получим

Ci “ Aipλq
A pλq

8ż

0

Z`
1 pξ, λq fpξqdξ , (22)

где A pλq “ det |Uν pYkq|3ν,k“1 ‰ 0 , Ai pλq определитель, полученный из A3 pλq заменой Uν pYiq
на Uν pY4q .

Обозначая через

h`
i px, λq “ Aipλq

A pλqZ
`
1 px, λq , i “ 1, 3 (23)

можем записать:

Ci “
8ż

0

h`
i pξ, λq fpξqdξ , i “ 1, 2, 3 . (24)

Подставляя эти значения в (21) имеем:

Y px, λq “
3ÿ

i“1

»
–

xż

0

`
h`
i pξ, λq ` Z`

5´ipξ, λq
˘
fpξqdξ

fi
flYi px, λq `

`

»
–

3ÿ

i“1

8ż

x

h`
i pξ, λq fpξqdξ

fi
fl Yi px, λq ´

8ż

x

Z`
1 pξ, λqf pξq dξ ¨ Y4 px, λq .

Обозначая через K` px, t, λq ядро резольвенты R`α
λ в верхней полуплоскости

K` px, ξ, λq “

$
’’&
’’%

3ř
i“1

“
h`
i pξ, λq ` Z`

5´i pξ, λq
‰
Yi px, λq , при ξ ă x

3ř
i“1

h`
i pξ, λqYi px, λq ´ Z`

1 pξ, λqY4 px, λq , при ξ ą x ,

(25)
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и введя переобозначения Z`
5´i pξ, λq “ ω`

i pξ, λq , i “ 1, 4 , имеем

K` px, ξ, λq “

$
’’&
’’%

3ř
i“1

“
h`
i pξ, λq ` ω`

i pξ, λq
‰
Y `
i´1 px, λq , при ξ ă x

3ř
i“1

h`
i pξ, λqY `

i´1 px, λq ´ ω`
4 pξ, λqY ´

0 px, λq , при ξ ą x ,

(26)

где h`
i px, λq “ Aipλq

A
pλq ¨ ω`

4 pξ, λq .
Из последнего выражения можем написать

Y px, λq “ R`α
λ f “

8ż

0

K` px, ξ, λq f pξq dξ . (27)

Теперь рассмотрим открытую нижнюю полуплоскость. В этой полуплоскости Y ´
0 px, λq P

L2 p0,8q , а Y `
0 Y `

1 , Y `
2 , не принадлежать пространству L2 p0,8q . А для решений со-

пряженного уравнения Z´
i px, λq P L2 p0,8q , i “ 1, 3; Z´

4 px, λq PL2 p0,8q . В этом случае,
перенумеруя Y ´

0 , Y
`
0 Y `

1 , Y `
2 соответственно через Y1, Y2, Y4, Y4 имеем, что Y1 px, λq P

L2 p0,8q , Yi px, λq P̄L2 p0,8q . Тогда функция Y px, λq , выраженная в виде

Y px, λq “
4ÿ

i“1

»
–Ci `

xż

0

Z´
5´i pξ, λq fpξqdξ

fi
flYi px, λq , (28)

принадлежит L2 p0,8q тогда и только тогда, когда сумма коэффициентов функций
Yi px, λq , i “ 2, 3, 4 равен нулю, т. е.

Ci “ ´
8ż

0

Z´
5´i pξ, λq fpξqdξ, i “ 2, 3, 4 (29)

где f pxq “ 0 при x ě a.

С учетом (29), выражение (28) имеет вид

Y px, λq “

»
–C1 `

xż

0

Z´
4 pξ, λq fpξqdξ

fi
fl Y1 px, λq ´

4ÿ

i“2

»
–

xż

0

Z´
5´1 pξ, λq fpξqdξ

fi
flYi px, λq . (30)

Отсюда

Y pkq px, λq “

»
–C1 `

xż

0

Z´
4 pξ, λq fpξqdξ

fi
fl Y pkq

1 px, λq ´
4ÿ

i“2

»
–

8ż

x

Z´
5´i pξ, λq fpξqdξ

fi
fl Y pkq

i px, λq .

Учитывая, что
4ÿ

i“1

Y
pkq
i px, λq ¨ Z´

5´i pξ, λq “ 0, k “ 0, 1, 2,

для фиксированного граничного условия имеем

Uν pY q “ C1Uν pY1q ´
4ÿ

i“2

»
–

8ż

0

Z´
5´i pξ, λq fpξqdξ

fi
flUν pYiq “ 0, ν — фиксировано.
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Отсюда

C1 “ 1

Uν pY1q ¨
4ÿ

i“2

»
–

8ż

0

Z´
5´i pξ, λq fpξqdξ

fi
fl ¨ Uν pYiq.

Обозначая

h´ px, λq “ 1

Uν pY1q ¨
4ÿ

i“2

Uν pYiqZ´
5´i px, λq (31)

можем написать

C1 “
8ż

0

h´ pξ, λq fpξqdξ. (32)

Подставляя это значение в (30) получаем:

Y px, λq “
„
xş
0

“
h´ pξ, λq ` Z´

4 pξ, λq
‰
fpξqdξ


¨ Y1 px, λq `

`
„8ş
x

h´ pξ, λq fpξqdξ


¨ Y1 px, λq ´
4ř

i“2

„8ş
x

Z´
5´i pξ, λq fpξqdξ


¨ Yi px, λq .

(33)

Обозначая через K´ px, ξ, λq выражению:

K´ px, ξ, λq “

$
&
%

“
h´ pξ, λq ` Z´

4 pξ, λq
‰
Y1 px, λq , при ξ ă x

h´ pξ, λqY1 px, λq ´
4ř

i“2

Z´
5´i pξ, λqYi px, λq , при ξ ą x ,

(34)

и снова введя обозначения Z´
5´i pξ, λq “ ω´

i pξ, λq , i “ 1, 4 получаем:

K´ px, ξ, λq “

$
&
%

“
h´ pξ, λq ` ω´

1 pξ, λq
‰
Y ´
0 px, λq , при ξ ă x ,

h´ pξ, λqY ´
0 px, λq ´

4ř
i“2

ω´
i pξ, λqY `

i´2 px, λq , при ξ ą x,
(35)

где h´ px, λq “ 1

UνpY ´
0 q

4ř
i“2

Uν

`
Y `
i´2

˘
¨ ω´

i pξ, λq .
Введенное обозначение удобна для записи ядра в компактном виде и мы имеем следующее

представление:

Y px, λq “
8ż

0

K´ px, ξ, λq fpξqdξ. (36)

Теорема 4. Для всех значений спектрального параметра λ из открытой верхней и
открытой нижней полуплоскостей, не являющихся корнями уравнения A pλq “ 0 и B pλq “
0, резольвента оператора Lα

λ определена на всей пространстве L2 p0,8q , в нём является
ограниченным интегральным оператором, с ядрами типа Карлемана. При приближении λ

к действительной оси норма резольвенты неограниченно возрастает и вся действительная
ось принадлежит непрерывному спектру пучка Lα

λ .
Доказательство. В представлениях (25) и (34) ядра резольвенты, в верхней

полуплоскости Yj px, λq P L2 p0,8q , j “ 1, 3; Y4 px, λq PL2 p0,8q ; Z`
1 px, λq P

L2 p0,8q , Z`
j px, λq PL2 p0,8q , j “ 1, 3, а в нижней полуплоскости

Yj px, λq PL2 p0,8q , j “ 1, 3;Y4 px, λq P L2 p0,8q ;Z´
1 px, λq PL2 p0,8q , Z´

j px, λq P
L2 p0,8q , j “ 1, 3. Учитывая, что xjξjeiλpx´ξq, xjξje´iλpx´ξq являются доминантными

ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2020. № 3 103



Э. Г. Оруджев, С. А. Алиев

членами в соответствующих выражениях, с привлечением неравенства

ˇ̌
ˇ̌ kř
α“1

xα

ˇ̌
ˇ̌
2

ď k
kř

α“1

|xα|2

получается оценка
8ż

0

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌

8ż

0

K px, ξ, λq fpξqdξ

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌

2

dx ă const ¨
8ż

0

|f pξq|2 dξ ,

где

K px, ξ, λq “
"
K` px, ξ, λq , при Imλ ą 0

K´ px, ξ, λq , при Imλ ă 0.

А это означает, что K px, ξ, λq является ограниченным интегральным оператором на всем про-
странстве L2 p0,8q. Ввиду того, что ядро является ядром Гильберта-Шмидта, оно порождает
вполне непрерывный оператор.

Оценки
8ş
0

|K px, ξ, λq|2 dx ă `8,
8ş
0

|K px, ξ, λq|2 dξ ă 8, типа Карлемана, получаются из

асимптотических разложений функций Yi px, λq , Zi px, λq , j “ 1, 4; из представлений (25) и
(34).

Теперь возьмем a ą 0 так, что при x ě a ą 0 выполнялось неравенство 0p1q ă 1
2
.

Из оценки

8ż

0

|Yk px, λq|2 dx “
8ż

a

ˇ̌
ˇx2px´1qe2iλx r1 ` 0p1qs2

ˇ̌
ˇ dx “

8ż

a

x2px´1qe´2Imλx r1 ` 0p1qs2 dx ě

ě 1

4

8ż

a

x2px´1qe´Imλxdx , k “ 1, 4

частично интегрируя правую часть, имеем следующую оценку

}Rα
λf}2 “

8ż

0

|Rα
λf |2 dx ě C˘

λ ¨ }f}2 ,

где C˘
λ является многочленом третьей степени относительно 1

Imλ
.

Из этой формулы вытекает, что при приближении λ к действительной оси норма резоль-
венты неограниченно растет. Теперь покажем, что при λ P p´8;8q область определения
оператора Rα

λ плотна в L2 p0,8q, т. е. область значений Lα
λ является плотной в L2 p0;8q .

Предположим противное. Тогда в L2 p0;8q , существует отличная от нуля функция f pxq ,
что равенство pLα

λY, fq “ 0 (т.е. pf, L˚α
λ fq “ 0q должно выполнятся для всех Y px, λq P D pLα

λq .
А это означает, что L˚α

λ f , т.е. λ̄ является собственным оператора pLα
λq˚ . Но, тогда λ стала

бы собственным значением оператора Lα
λ . Получили противоречие. Поэтому, предположение

f ‰ 0 не имеет место.
Таким образом, вся действительная ось принадлежит непрерывному спектру оператора

Lα
λ . Если A pλq “ 0, B pλq “ 0 имеют действительные корни, тогда эти числа являются спек-

тральными особенностями пучка Lα
λ . Теорема доказана.
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