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Аннотация. Изучается задача о влиянии свойств приближаемой функции на свой-
ства элемента наилучшего приближения в пространствах Бергмана. Методом вложения
доказано, что для функций, комплексно сопряженных с аналитическими вне единичного
круга, элементы наилучшего приближения аналитичны в том же круге. В приложении
дополнены и уточнены некоторые результаты по экстремальным функциям и приближе-
нию в пространствах Бергмана и Харди.
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BEST APPROXIMATION IN SPACES OF SUMMABLE
ANALYTIC FUNCTIONS

H. H. Burchaev, G. Yu. Ryabykh

Abstract. We study the problem of the influence of the properties of an approximated
function on the properties of the element of best approximation in Bergman spaces. The
embedding method proved that for functions complexly conjugate with analytic functions
outside the unit circle, elements of the best approximation are analytic in the same circle. In
the appendix, some results on extremal functions and approximation in Bergman and Hardy
spaces are supplemented and refined.

Keywords: element of best approximation, uniqueness, extremal function, compactness,
derivative.

1. ВВЕДЕНИЕ

Пусть D “ tζ P C : |ζ| ă 1u, ζ “ ξ` iη, dA “ 1
π
dξdη – плоская нормированная мера Лебега,

p : 0 ă p ă 8. Через LppDq обозначаем классическое пространство Лебега. Когда 1 ď p ă 8,
наделенное конечной нормой

}w}p “

¨
˝
ż

D

|wpζq|pdA

˛
‚
1{p

,

LppDq являетсятся банаховым пространством. Пусть A – замкнутое подпространство про-
странства LppDq, w P LppDqzA и

H P A : inft}w ´ a}p : a P Au “ }w ´ H}p. p1.1q

Авторов работы [1] интересовал вопрос, как изменения в регулярности функции w в (1.1)
скажутся на свойствах функции H. В частности, если w P W 1,ppDq (пространство Соболева),
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A “ Ap (пространство Бергмана), то нижняя грань в (1.1) достигается на функции, принад-
лежащей Hp (пространство Харди) (см. [1, теоремы 4.1 и 4.2]). В [1] и [2] имеются сведения
по истории вопроса.

Согласуем основные обозначения и определения, которыми будем пользоваться в дальней-
шем. Пусть A – множество всех функций, аналитических в D. Напомним, что пространство
Бергмана Ap, 1 ď p ă 8, является замкнутым подпространством LppDq, образованным функ-
циями ϕ P A.

Через ApRq (ApCq) обозначаем множество функций, аналитических в DpRq “ tζ P C :

|ζ| ă R,1 ă R ă 8u (в C); tQN pζq “
Nř
k“0

qkζ
ku – множество полиномов порядка не выше N ;

EN “ tϕ P Ap : ϕpζq “
8ř

k“N`1

ϕkζ
ku, ϕk – тейлоровы коэффициенты; A0

p “ tϕ P Ap : ϕp0q “ 0u.

Функцию H в (1.1) называем элементом наилучшего приближения (э.н.п.) для функции
w. Как известно, если w P CpD̄q и A “ Ap, 1 ď p ă 8, то э.н.п. существует и единственен (см.
[1, теоремы 2.2 и 3.1]). Последнее имеет место и тогда, когда в (1.1) ω P tQNu и A “ EN (как
в частных случаях вышеупомянутых теорем 2.2 и 3.1).

В настоящей работе рассматриваются задачи о свойствах э.н.п. X и Y соответственно при

ω P Ap,X P A0
p : mint}ω̄ ´ x}p,x P A0

pu “ }ω̄ ´X}p; p1.2q

ω P tQNu, Y P EN : mint}ω ´ y}p,y P ENu “ }ω ´ Y }p. p1.3q

Задачи (1.2) и (1.3) относятся к типу экстремальных задач в пространствах аналитиче-
ских функций, изученных, например, в [1–6]. В данной работе поставленная задача решается
методом погружения Ap в более широкий класс. Такой подход к исследованию экстремаль-
ной функции (э.ф.) для линейного функционала над Ap впервые был применен в [3]. Метод
вложения применен и при изучении э.ф. в пространствах Харди (см., [6]).

Вместе с задачами типа (1.2) и (1.3) нас интересуют возможности метода вложения в
теории экстремальных задач.

Кратко изложим содержание данной работы. В начале §2 вводится вспомогательное про-
странство Λ

pδq
α Ap,N , над которым рассматривается линейный функционал l

pδq
α специального

вида. Теоремы 2.1, 2.2, 2.3 и лемма 2.1 посвящены изучению свойств этого функционала.
После доказательства теоремы 2.1 согласованы дополнительные обозначения. Основные ре-
зультаты приведены в §3. Опираясь на свойства функционала lpδq

α , доказывается: если в задаче
(1.2) p ą 1 и ω P tQNu, то X P ApCq (теорема 3.1). С помощью теоремы 3.1 устанавливается:
если в (1.2) p ě 1 и ω P ApRq, то X P ApRq (теорема 3.2). В теореме 3.3 получен аналогичный
результат относительно задачи 1.3, p ě 1.

Некоторые приложения метода вложения приведены в §4. В расширение основного ре-
зультата из [3] доказывается: э.ф. линейного функционала над Ap, 1 ď p ă 8, образованного
функцией из ApRq, принадлежит ApRq (теорема 4.1). Относительно пространств LppT “ BDq
и Hp установлены аналоги теорем 3.2 и 3.3 (теоремы 4.2 и 4.3). В замечании 4.2 обсужда-
ется результат из [2] о форме э.ф. для функционалов над Hp, 1 ă p ă 8, образованных
полиномами.

Настоящая работа в принципе является приложением метода вложения к исследованию
э.н.п. А последнее требует иного подхода к идее самого метода, чем в работах [3] и [6] по
э.ф. В представленной работе метод вложения модернизирован применительно к изучению
как э.н.п., так и э.ф. Последнее позволяет рассматривать работы [3] и [6] как следствия
данной. При этом сохранена целостность всей работы. В изложении следуем работе [6]. Это
способствует лучшему восприятию данной работы.
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2. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

Для 0 ă ρ ă 1 и b P A положим bρpζq “ bpρζq. Пусть 0 ă α ă 8 и 0 ă δ ă 1.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2.1. Пространству Λ
pδq
α Ap, 1 ă p ă 8, отнесем совокупность всех функ-

ций d P A, наделенных конечной нормой

}d}α,δ,p “ sup
δďρă1

p1 ´ ρqα}dρ}p.

Если p1 ´ ρqα}dρ}p Ñ 0 при ρ Ñ 1, то будем говорить, что d P λpδq
α Ap.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2.2. Пространство Λ
pδq
α Ap,N состоит из всех функций f P LppDq, пред-

ставимых в виде
f “ c ` d̄, p2.1q

где c P tQNu, d P Λ
pδq
α Ap и dp0q “ 0. Если в (2.1) d P λpδq

α Ap, то будем говорить, что f P λpδq
α Ap,N .

Очевидно, Λpδq
α Ap,N – линейное пространство с обычными арифметическими операциями.

Посредством
}f} “ }f}α,δ,p,N “ sup

δďρă1

p1 ´ ρqα}fρ}p

задается конечная норма в Λ
pδq
α Ap,N (аксиомы нормы легко проверяются). В краткой записи

Λ
pδq
α Ap,N :“ Bp “ QN ` B, где B :“ tb P Λ

pδq
α Ap,bp0q “ 0u.

Отметим, что λpδq
α Ap является замкнутым подпространством пространства Λ

pδq
α Ap, не сов-

падающим с ним (например, функция 1
p1´ζq2{p`α P Λ

pδq
α Ap, но не принадлежит λpδq

α Ap; замкну-

тость получаем с помощью неравенства треугольника). Очевидно, пространства Ap вложены

в пространства λpδq
α Ap. С этим связано наименование: метод вложения.

Пусть q : 1{p` 1{q “ 1, ω P tQNu в (1.2), тогда почти всюду ω̄pζq ´Xpζq ‰ 0 по аналитич-
ности, и функция

F pζq “ |ω̄pζq ´Xpζq|p
ω̄pζq ´Xpζq P LqpDq. p2.2q

Введем в рассмотрение линейный функционал l
pδq
α над пространством Bp, 1 ă p ă 8,

определенный формулой

lpδq
α pfq “

ż

D

p1 ´ δqαfpδζqF̄ pζqdA, f P Λpδq
α Ap,N “ Bp. p2.3q

В дальнейшем понадобится
Теорема A [см. 7].Пусть A – фиксированное замкнутое подпространство простран-

ства LppT,Σ,µq, 1 ď p ă 8. Тогда для того, чтобы ξ0 P B был элементом наилуч-
шего приближения для x0 P LppT,Σ,µqzA достаточно и необходимо (при p “ 1, когда
µtt : |ξ0ptq ´ x0ptq| “ 0u “ 0) выполнение условия:

ż

T

|ξ0 ´ x0|p
ξ0 ´ x0

hdµ “ 0

для любого h P A.
Теорема B (о проектировании из LppDq на Ap).Линейный оператор

pPwqpzq “
ż

D

wpζq
p1 ´ ζ̄zq2 dApζq
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является проектором из LppDq, 1 ă p ă 8, на Ap (см., например, [8, лемма 1] или [9,
теорема 7.6]).

На основании теоремы A, (1.2) и (2.2) заключаем, что должно выполняться условие

ż

D

|ω̄pζq ´Xpζq|p
ω̄pζq ´Xpζq ζndA “

ż

D

F pζqζndA “ 0, n “ 1,2, . . . . p2.4q

Функцию F pδq P Bp называем экстремальной (э.ф.) для функционала (2.3), если

}lpδq
α } “ supt|lpδq

α pfq| : }f} ď 1u “ lpδq
α pF pδqq

и }F pδq} “ 1 (подразумевается, что F pδq зависит и от параметров α, p и N).
Теорема 2.1. Экстремальная функция для функционала (2.3) существует, единственна

и принадлежит λ
pδq
α Ap,N .

Доказательство. По определению нормы функционала lpδq
α существует последовательность

tfn “ gn ` ānu P Bp, где gn P tQNu, an P B, }fn} ď 1, такая, что

lpδq
α pfnq “

ż

D

p1 ´ δqαpgnpδζq ` ānpδζqqF̄ pζqdA Ñ }lpδq
α }

при n Ñ 8. Так как }fn} “ sup
δďρă1

p1 ´ ρqα}gnpρζq ` āpρζq}p ď 1, p ą 1, anp0q “ 0 и

p1 ´ ρqαgnpρzq “
ż

D

p1 ´ ρqαgnpρζq ` p1 ´ ρqαānpρζq
p1 ´ ζ̄zq2 dA,

то на основании теоремы B и неравенства треугольника последовательности tp1 ´ ρqαgnpρζqu
и tp1 ´ ρqαanpρζqu ограничены в Ap по совокупности ρ : δ ď ρ ă 1. Поэтому компактны
относительно сходимости внутри D (см., например, [9, теорема 3.7]). Значит, компактны и
последовательности tgnpρζqu и tanpρζqu для любого δ ď ρ ă 1 по сходимости внутри D.

Пусть сами последовательности gn Ñ g P tQNu, an Ñ a внутри D при n Ñ 8. Тогда
ap0q “ 0, }g ` ā} ď 1 в силу }gn ` ān} ď 1. Следовательно, g ` ā P Bp и на основании
предыдущего

lpδq
α pg ` āq “

ż

D

p1 ´ δqαpgpδζq ` āpδζqqF̄ pζqdA “ }lpδq
α }.

Это равенство возможно только в случае }g` ā} “ 1, т.е. функция F pδq “ g` ā экстремальна
для функционала (2.3).

Докажем единственность э.ф. На основании представлений (2.1), (2.3) и условия (2.4)

имеем, что lpδq
α pc` d̄q “ l

pδq
α pcq для любых c P tQNu и d P B. Соответственно, если x P B, то

}lpδq
α } “ lpδq

α pg ` āq “ lpδq
α pg ` x̄q “ }lpδq

α }}g ` ā} ď }lpδq
α }}g ` x̄}.

Откуда в силу произвольности x P B заключаем, что

1 “ }F pδq} “ }g ` ā} “ inf
xPB

t}g ` x̄}u “ inf
xPB

sup
ρPrδ,1q

p1 ´ ρqα}gρ ` x̄ρ}p. p2.5q

При этом наилучшее приближение в правой части, по крайней мере, достигается на элементе
a. Установим единственность э.н.п. для g в (2.5).
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Для δ˚ : δ ď δ˚ ă 1, с учетом g P tQNu, имеем

inf
xPB

sup
ρPrδ˚,1q

p1 ´ ρqα}gρ ` x̄ρ}p ď sup
ρPrδ˚,1q

p1 ´ ρqα}gρ ` 0}p Ñ 0

при δ˚ Ñ 1. Поэтому максимум непрерывной по ρ P rδ,1q функции

Iαpρq “ p1 ´ ρqα}F pδq
ρ }p “ p1 ´ ρqα}gρ ` āρ}p,

равный }F pδq} “ 1, достигается на rδ,νs, где ν : δ ď ν “ νpαq ă 1.
Пусть b P B и }g ` b̄} “ 1. Тогда функция Φpδq “ g ` b̄ экстремальна для функционала

l
pδq
α вместе с F pδq “ g ` ā. Поэтому функция pF pδq ` Φpδqq{2 экстремальна для l

pδq
α , значит,

}pF pδq ` Φpδqq{2} “ 1. Применяя неравенство треугольника, получим
›››››
F pδq ` Φpδq

2

››››› “ sup
ρPrδ,1q

p1 ´ ρqα
›››››
F

pδq
ρ ` Φ

pδq
ρ

2

›››››
p

ď
›››››
F pδq

2

››››› `
›››››
Φpδq

2

››››› “ 1,

как и выше p1 ´ ρqα}Φpδq
ρ }p Ñ 0 при ρ Ñ 1, поэтому существует r˚ P rδ,1q, такое, что

1 “ p1 ´ r˚qα
›››››
F

pδq
r˚ ` Φ

pδq
r˚

2

›››››
p

.

При этом p1 ´ r˚qα}F pδq
r˚ }p ď 1, p1 ´ r˚qα}Φpδq

r˚ }p ď 1 в силу }F pδq} “ }Φpδq} “ 1. Вследствие
предыдущего

2

p1 ´ r˚qα “ }F pδq
r˚

` Φpδq
r˚

}p ď }F pδq
r˚

}p ` }Φpδq
r˚

}p ď 2

p1 ´ r˚qα ,

т.е. должно выполняться равенство

}F pδq
r˚

` Φpδq
r˚

}p “ }F pδq
r˚

}p ` }Φpδq
r˚

}p.

Но пространство LppDq строго нормированное, поэтому F pδq
r˚ pζq “ gr˚ pζq ` ār˚pζq “ Φ

pδq
r˚ pζq “

gr˚pζq ` b̄r˚ pζq почти всюду. Откуда a “ b по аналитичности, и э.н.п. для g единственен.
Фактически повторяя предыдущие рассуждения, устанавливаем, что э.ф. для функционала
l
pδq
α единственна.

Для завершения доказательства осталось установить, что F pδq P λpδq
α Ap,N . С учетом того,

что max
δďρă1

Iαpρq “ }F pδq} достигается только на rδ,νs, Iαpρq Ñ 0 при ρ Ñ 1, F pδq
r Ñ F pδq внутри

D при r Ñ 1, выполняется

}F pδq
r } “ }gr ` ār} Ñ }F pδq} “ }g ` ā}.

Так как g P tQNu, то gr Ñ g в Bp при r Ñ 1, следовательно, по непрерывности нормы

}g ` ār} Ñ }g ` ā} “ min
xPB

t}g ` x̄}u.

Откуда, имея ввиду, что минимум в правой части достигается только на a (в силу единствен-

ности э.ф.) вытекает, что ar Ñ a в B. Теперь, с учетом ar P λ
pδq
α Ap, пространство λ

pδq
α Ap

замкнутое, заключаем, что a P λpδq
α Ap, т.е. э.ф. F pδq P λpδq

α Ap,N . Теорема 2.1 доказана.
Следуя рассуждениям, проведенным в доказательстве теоремы 2.1, заключаем, что

inf
xPB

sup
ρPrδ,1q

в равенстве (2.5) реализуется только в точках pa,rq, где a P λpδq
α Ap Ă B,

r P mpδq “ mpδ,F pδqq “ tr P rδ,1q : p1 ´ rqδ}gr ` ār}p “ 1u.
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Множество mpδq Ă rδ,νs и замкнуто, так как состоит из точек максимума функции Iαpρq,
непрерывной в rδ,1q.

Лемма 2.1. Если ρ P mpδq, то

min
xPA0

p

}gρ ` x̄ρ}p “ }gρ ` āρ}p.

Доказательство. Предварительно отметим, что A0
p плотно в λ

pδq
α Ap. Пусть β P r´1,1s,

mpδq Ă rδ,νs, где ν ă 1, x P A0
p, функция

kpβq :“ max
rPrδ,νs

p1 ´ rqαp
ż

D

p|F pδq
r ` βx̄r|p ´ |F pδq

r |pq dA.

Число ν подберем так, чтобы max
rPrδ,1q

p1´ rqαp}F pδq
r `βx̄r}pp ě 1 при заданном x P A0

p, β P r´1,1s,

достигался на rδ,νs. Тогда, так как p1 ´ rqαp}F pδq
r }pp ď 1, то kpβq ě 0, kp0q “ 0. Поэтому, если

kpβq дифференцируема в точке β “ 0, то k1p0q “ 0. Пусть β ‰ 0,

p1 ´ rqαpdpβ,rq “ p1 ´ rqαp
ż

D

|F pδq
r ` βx̄r|p ´ |F pδq

r |p
β

dA.

Интеграл в правой части представим как сумму интегралов dεpβ,rq и d˚
ε pβ,rq, соответствен-

но по ∆pε,rq “ tζ P D : |F pδq
r pζq| ě ε ą 0u и ∆˚pε,rq “ Dz∆pε,rq. Полагая F pβ,rq “ |F pδq

r `
βx̄r|p ` |F pδq

r |p, Mpβ,rq “ 2RepF pδq
r xrq ` β|xr|2, имея ввиду |F pδq

r ` βx̄r|2 “ |F pδq
r |2 ` βMpβ,rq,

получим

dεpβ,rq “
ż

∆pε,rq

|F pδq
r ` βx̄r|2p ´ |F pδq

r |2p
βF pβ,rq dA

“
ż

∆pε,rq

«˜
p|F pδq

r |2 ` βMpβ,rqqp ´ p|F pδq
r |2qp

βMpβ,rq ´ pp|F pδq
r |2qp´1

¸
` p|F pδq

r |2pp´1q
ff

ˆMpβ,rq
F pβ,rq dA. p2.6q

Воспользуемся следующим неравенством: если t P R, ∆t ‰ 0, то
ˇ̌
ˇ̌ |t ` ∆t|p ´ |t|p

∆t
´ p|t|p´1signt

ˇ̌
ˇ̌ ď Lppq|∆t|p´1

(см., например, [10, Гл. III]). На основании оценки роста функций из A0
p (см. [9, теорема 7.10])

|xrpζq| “ |x?
rp

?
rζq| ď }x}

p1 ´ ?
rqαp1 ´ rq2{p .

Следовательно, xr равномерно по r P rδ,νs ограничены в D для каждого α ą 0. Такое же

утверждение справедливо относительно F
pδq
r . В силу этого, |F pβ,rqpζq| ě ε в ∆pε,rq, равно-

мерно по r P rδ,νs (в (2.6) полагаем t “ |F pδq
r |2, ∆t “ βMpβ,rq почти всюду)

p1 ´ rqαp
ż

∆pε,rq

|βMpβ,rq|p´1 ˆ
ˇ̌
ˇ̌Mpβ,rq
F pβ,rq

ˇ̌
ˇ̌ dA Ñ 0
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при β Ñ 0 для каждого ε ą 0. Имея это ввиду, формально переходя к пределу, сводим (2.6)
к

lim
βÑ0

max
rPrδ,νs

p1 ´ rqαpdεpβ,rq “ lim
βÑ0

max
rPrδ,νs

p1 ´ rqαp
ż

∆pε,rq

p|F pδq
r |2pp´1qMpβ,rq

F pβ,rq dA

“ max
rPrδ,νs

p1 ´ rqαpp
ż

∆pε,rq

|F pδq
r |p´2RepF pδq

r xrqdA

“ max
rPrδ,νs

p1 ´ rqαppRe

¨
˚̋

ż

∆pε,rq

|F pδq
r |
F

pδq
r

x̄r dA

˛
‹‚. p2.7q

Конечный результат говорит об обоснованности проведенного предельного перехода.
Пользуясь неравенством

||c|p ´ |d|p| ď Kppq|c ´ d| p|c| ` |d|qp´1

для комплексных c и d (см. [10, Глава VI]), ограниченностью xr в D и |F pδq
r pζq| ă ε в ∆˚pε,rq,

получим (c “ |F pδq
r ` βx̄r|p, d “ |F pδq

r |p)

lim
βÑ0

max
rPrδ,νs

p1 ´ rqαp|d˚
ε pβ,rq|

ď max
rPrδ,νs

p1 ´ rqαpKppq
ż

∆˚pε,rq

|2F pδq
r |p´1|xr| dA ď εp´1K˚.

Аналогично,

max
rPrδ,νs

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ
p1 ´ rqαpRe

¨
˚̋

ż

∆˚pε,rq

|F pδq
r |p

F
pδq
r

x̄r dA

˛
‹‚

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ

ď εp´1K˚
1 .

С помощью последних неравенств и неравенства треугольника равенство (2.7) сводим к ра-
венству

lim
βÑ0

max
rPrδ,νs

p1 ´ rqαpdpβ,rq “ lim
εÑ0

lim
βÑ0

max
rPrδ,νs

p1 ´ rqαppdεpβ,rq ` d˚
ε pβ,rqq

“ max
rPrδ,νs

p1 ´ rqαppRe

¨
˝
ż

D

|F pδq
r |p

F
pδq
r

x̄r dA

˛
‚.

Следовательно, при каждом x P A0
p функция kpβq имеет производную в точке β “ 0, значит,´

d
dβ
kpβq

¯
β“`0

“
´

d
dβ
kpβq

¯
β“´0

“ 0.

При каждом ρ P mpδq функция

upβ,ρq “ p1 ´ ρqαp
ż

D

p|F pδq
ρ ` βx̄ρ|p ´ |F pδq

ρ |pq dA

дифференцируема в точке β “ 0 (см., например, [10, Гл. III]). При этом, с учетом p1 ´
ρqαp}F pδq

ρ }pp “ 1, производная

ˆ
d

dβ
upβ,ρq

˙

β“0

“ pRe

¨
˝
ż

D

|F pδq
ρ |p

F
pδq
ρ

x̄ρ dA

˛
‚.
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Принимая во внимание, что kpβq ě upβ,ρq для β P r´1,1s, up0,ρq “ 0, получим

0 “
ˆ
d

dβ
kpβq

˙

β“`0

ě pRe

¨
˝
ż

D

|F pδq
ρ |p

F
pδq
ρ

x̄r dA

˛
‚.

Аналогично,

0 “
ˆ
d

dβ
kpβq

˙

β“´0

ď pRe

¨
˝
ż

D

|F pδq
ρ |p

F
pδq
ρ

x̄r dA

˛
‚.

Из этих неравенств и произвольности x P A0
p, F

pδq “ g ` ā, следует, что

ż

D

|gρ ` āρ|
gρ ` āρ

x̄ρ dA “ 0,

как только x P A0
p. Отсюда по теореме A получаем требуемое. Лемма 2.1 доказана.

Замечание 2.1. Лемма 2.1 равносильна выполнению равенства

min
xPB

max
ρPrδ,1q

p1 ´ ρqα}gρ ` x̄ρ}p “ max
ρPrδ,1q

min
xPB

p1 ´ ρqα}gρ ` x̄ρ}p

“ p1 ´ rqα}gr ` ār}p “ 1,

где r P mpδq, т.е. пара pa,rq является седловой точкой функции p1 ´ ρqα}gρ ` x̄ρ}p, опреде-
ленной в множестве B ˆ rδ,1q (см. [11, Гл. VI]).

Обозначим

Ωpρ,F pδqqpζq “ |p1 ´ ρqαF pδq
ρ pζq|p

p1 ´ ρqαF pδq
ρ pζq

,

W pρ,fq “ Re

¨
˝
ż

D

p1 ´ ρqαfpρζqΩpρ,F pδqqpζqdA

˛
‚.

Теорема 2.2. Если множество mpδq “ mpδ,F pδqq состоит из единственной точки r˚, то

функция }F pδq ` xf}, где x P R, f P λpδq
α Ap,N , дифференцируема в точке x “ 0. При этом

ˆ
d

dx
}F pδq ` xf}

˙

x“0

“ W pr˚,fq. p2.8q

Доказательство аналогично доказательству подобной теоремы 2.2 из [6] (или см. [3, тео-
рема 2]).

Теорема 2.3. Если для δ : 0 ă δ ă 1 существует α “ αpδq, такое, что множество

mpδq “ mpδ,F pδqq “ δ, то сужение функционала (2.3) на пространство λ
pδq
α Ap,N представимо

в виде

lpδq
α pfq “

ż

D

p1 ´ δqαfpδζq}lpδq
α }Ωpδ,F pδqqdA. p2.9q

При этом элемент наилучшего приближения в (1.2) X P A
`
1
δ

˘
.

Доказательство. Пусть f P λpδq
α Ap,N . Составим функцию

ypxq “
ˇ̌
ˇ̌
ˇl

pδq
α

˜
F pδq ` xf

}F pδq ` xf}

¸ˇ̌
ˇ̌
ˇ

2

.
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Эта функция определена для всех x, достаточно малых по абсолютной величине. Применяя
формулу (2.8), mpδq “ δ, после простых выкладок получим

y1p0q “
ˆ
d

dx

ˆ
1

}F pδq ` xf}2 l
pδq
α pF pδq ` xfqlpδq

α pF pδq ` xfq
˙˙

x“0

“

2}lpδq
α }Relpδq

α pfq ´ 2}lpδq
α }2 ¨ W pδ,fq.

Функция ypxq достигает максимума при x “ 0, поэтому эта производная равна нулю. Из
предыдущего равенства следует

Relpδq
α pfq “ Re}lpδq

α }W pδ,fq, f P λpδq
α Ap,N . p2.10q

Комплексный линейный функционал однозначно определяется своей вещественной частью.
Поэтому из соотношения (2.10) вытекает представление (2.9). Этим доказана первая часть
теоремы 2.3.

Сравнивая представления (2.3) и (2.9), заключаем, что для f “ c ` d̄ P λpδq
α Ap,N выполня-

ется равенство

lpδq
α pfq “

ż

D

p1 ´ δqαpcpδζq ` d̄pδζqqF̄ pζqdA “

ż

D

p1 ´ δqαpcpδζq ` d̄pδζqq}lpδq
α }Ωpδ,F pδqqpζqdA. p2.11q

Пусть Bp – подпространство пространства LppDq, состоящее из функций ψ P LppDq, пред-
ставимых в виде ψ “ b ` ē, где b P tQNu, e P Ap, ep0q “ 0. Множество полиномов плотно в
Ap, функции F̄ ,Ω P LqpDq, 1{p ` 1{q “ 1. Поэтому, как это видно из (2.11), задания (2.2) и
F pδq “ g ` ā, соотношением

N pψq “
ż

D

pbpζq ` ēpζqq |ωpζq ´ X̄pζq|p
ωpζq ´ X̄pζq dA “

ż

D

pbpζq ` ēpζqq}lpδq
α } |p1 ´ δqαpgpδζq ` āpδζqq|p

p1 ´ δqαpgpδζq ` āpδζqq dA p2.12q

определяется линейный функционал над пространством Bp.
Функцию B P Bp называем экстремальной для функционала (2.12), если N pBq “ }N } и

}B}p “ 1.
Исходя из принципа компактности аналитических функций, заключаем, что э.ф. для

функционала N существует и единственна. Причем, p1 ´ δqαgδ P tQNu, p1 ´ δqαaδ P Ap,
}p1 ´ δqαgδ ` p1 ´ δqαāδ}p “ 1 в силу условия mpδq “ δ. Из второго представления в (2.12)

видно, что N pp1 ´ δqαF pδq
δ q “ }lpδq

α }. Обратно, с помощью неравенства Гельдера, получим

}N } ď }lpδq
α }. Следовательно, функция p1´ δqαpgpδζq ` āpδζqq экстремальна для функционала

N . Аналогично, пользуясь первым представлением, заключаем, что функция ωpζq
λ

´ X̄pζq
λ

, где
λ :“ }ω ´ X̄}p, экстремальна для N . Теперь вследствие единственности э.ф. должно выпол-
няться равенство (ap0q “ 0):

p1 ´ δqαgpδζq ` p1 ´ δqαāpδζq “ ωpζq
λ

´ X̄pζq
λ

. p2.13q

Откуда, с учетом Xp0q “ 0, следует, что ´p1 ´ δqαapδζq “ Xpζq
λ

. Функция из левой части
последнего равенства принадлежит A

`
1
δ

˘
в силу a P A, поэтому X P A

`
1
δ

˘
по аналитичности.

Теорема 2.3 доказана.
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3. ПРИБЛИЖЕНИЕ ЭЛЕМЕНТАМИ ПРОСТРАНСТВА БЕРГМАНА

Теорема 3.1. Если в задаче (1.2) 1 ă p ă 8 и ω P tQNu, то элемент наилучшего
приближения X P ApCq.

Доказательство. Сначала докажем, что для каждого δ : 0 ă δ ă 1, найдется число α “
αpδq ą 0, такое, что соответствующее множество mpδq “ δ. Допустим, что mpδq содержит

точку r P pδ,1q, т.е. в точке r функция Iαpρq “ p1 ´ ρqα}F pδq
ρ }p “ p1 ´ ρqα}gρ ` āρ}p имеет

максимум, равный единице. Очевидно, функция Iαpρq непрерывно дифференцируема по ρ P
pδ,1q. Следовательно, производная

ˆ
d

dρ
Iαpρq

˙

ρ“r

“

´αp1 ´ rqα´1}F pδq
r }p ` p1 ´ rqα

ˆ
d

dρ
}F pδq

ρ }p
˙

ρ“r

“ 0. p3.1q

Так как производная
ˆ B

Bρ |F pδqpρζq|p
˙

ρ“r

“
ˆ B

BρF
p{2pρζqF̄ p{2pρζq

˙

ρ“r

“

pRe

˜
|F pδq

r |p

F
pδq
r

´
F pδqprζq

¯1

r

¸
“ lim

∆rÑ0

∆|F pδqprζq|p
∆r

непрерывна на rδ,νs ˆ D̄, то

ˆ
d

dρ
}F pδq

ρ }p
˙

ρ“r

“

»
—–
d

dρ

¨
˝
ż

D

|F pδqpρζq|pdA

˛
‚
1{pfi

ffifl
ρ“r

“

1

p

¨
˝
ż

D

ˆ B
Bρ |F pδqpρζq|p

˙

ρ“r

dA

˛
‚
˜

1

}F pδq
r }p

¸p{q

.

Откуда и из (3.1), с учетом p1 ´ rqα}F pδq
r }p “ 1, p1 ´ rq

αp
q “ p1´rqαp

p1´rqα , после простых преобразо-
ваний получим равенство

αr “ p1 ´ rqRe

¨
˝
ż

D

|p1 ´ rqαF pδqprζq|p
p1 ´ rqαF pδqprζq p1 ´ rqα

´
F pδqprζq

¯1

r
dA

˛
‚, p3.2q

где pF pδqprζqq1
r “ ζg1prζq ` ζa1prζq, ζg1 P tQNu. По лемме 2.1 и теореме A необходимо выпол-

нение условия ż

D

|F pδqprζq|p
F pδqprζq ζ̄ndA “ 0, n “ 1,2, . . . .

Ряд Тейлора функции ζa1pζq равномерно сходится внутри D. Это позволяет провести
почленное интегрирование в (3.2). Следуя принятым обозначениям, имея ввиду указанное
выше условие, (3.2) сводим к равенству:

αr “ p1 ´ rqRe

¨
˝
ż

D

Ωpr,F pδqqpζqp1 ´ rqαrζg1prζqdA

˛
‚.
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Интеграл в правой части этого равенства оценим с помощью неравенства Гельдера. С учетом
}Ωpr,F pδqq}q “ 1, получим

αr ď p1 ´ rq

¨
˝
ż

D

|p1 ´ rqαrζg1prζq|pdA

˛
‚
1{p

. p3.3q

Как в начале доказательства теоремы 2.1, }g ` ā} “ 1, заключаем, что }p1 ´ rqαgr}p ď Cp,

где константа Cp не зависит от r. Пусть Bpr,ζq “ p1 ´ rqαgprζq “
Nř

n“0

bnprqζn, тогда, bnprq
n`1

“
ş
D

Bpr,ζqζ̄n dA. Откуда, по крайней мере,

|bnprq| ď Cppn` 1q.

Соответственно получим

|p1 ´ rqαrζg1prζq| ď Cp

N`1ÿ

n“1

n2 “ Cpp,Nq.

Откуда и из (3.3) следует оценка (δ ă r ă 1)

α ď p1 ´ δqCpp,Nq
δ

.

Если нарушается последняя оценка, то на основании предыдущих рассуждений множество
mpδq не содержит точку из pδ,1q. Стало быть, если при заданном 0 ă δ ă 1 показатель

α ą p1 ´ δqCpp,Nq
δ

, p3.4q

то множество mpδq “ δ. И в этом случае по теореме 2.3 э.н.п. X P A
`
1
δ

˘
. Но δ : 0 ă δ ă 1

в (3.4) можно взять сколь угодно малым, значит, X P ApCq по аналитичности. Теорема 3.1
доказана.

Теорема 3.2. Если в задаче (1.2) 1 ď p ă 8 и ω P ApRq, то элемент наилучшего прибли-
жения X P ApRq.

Доказательство. Пусть ωN – частичная сумма ряда Тейлора функции ω P ApRq, XN –

соответствующий э.н.п. для ω̄N в задаче (1.2), λN “ }ω̄N ´ XN }p, FN “ |ω̄N´XN |p
ω̄N´XN

, F pδq
N,α “

gN,α ` āN,α – э.ф. функционала lpδq
N,α над λpδq

α Ap,N , 1 ă p ă 8, вида

l
pδq
N,αpfq “

ż

D

p1 ´ δqαfpδζqF̄N pζqdA. p3.5q

На основании рассуждений, проведенных в завершающей части доказательства теоремы
3.1, заключаем, что для δ : 1

R
ă δ ă 1 существует конечное

αN “ αN pδ,pq ą βN “ βN pδ,pq “ inftβ ą 0 : mpδ,F pδq
N,βq “ δu,

такое, что mpδ,F pδq
N,αN

q “ δ. Причем, если э.ф. F pδq
N,αN

“ gN ` āN , то аналогично (2.13) получим

p1 ´ δqαN gN pδζq ` p1 ´ δqαN āN pδζq “ ωN pζq
λN

´ X̄N pζq
λN

, p3.6q

ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2020. № 3 65



Х. Х. Бурчаев, Г. Ю. Рябых

где }gN ` āN} “ 1. Из (3.6) вытекает, что XN P A
`
1
δ

˘
. Положим

Iαpρq “
ˆ
1 ´ ρ

1 ´ δ

˙α ››››ωN

ˆ
ρζ

δ

˙››››
p

.

Так как Iαpδq “ }ωN}p ě }ω̄N ´XN }p, то выполняется неравенство

λN “ }ω̄N ´XN}p ď sup
δďρă1

Iαpρq :“ supIαpρq. p3.7q

Допустим, что существует α ą αN , при котором (3.7) сводится к неравенству:

λN ă supIαpρq. p3.8q

Функция Iαpρq дифференцируема по ρ P rδ,1q, причем, Iαpρq Ñ 0, когда ρ Ñ 1. Следователь-
но, имея ввиду Iαpδq “ λN и условие (3.8), найдется точка ε P pδ,1q, в которой достигается
max Iαpρq ą λN . Тогда I 1pεq “ 0. Далее рассуждая как при выводе равенства (3.2), τ “ 1{δ,
получим

αIαpεq “

p1 ´ εq
ˆ
1 ´ ε

1 ´ δ

˙α

Re

¨
˝
ż

D

|ωN pτε¨q|p
ωN pτε¨q τζω1

Npτε¨qdA

˛
‚
ˆ

1

}ωN pτε¨q}p

˙p{q
.

Интеграл в правой части этого равенства оценим с помощью неравенства Гельдера, ω1
N P

Ap. С учетом 1 ă τ ă R, δ ă ε ă 1, p1 ´ εqτ “ τ ´ ε
δ

ă τ ´ 1, получим оценку

αIαpεq ă pτ ´ 1q}ωN pτε¨q}p´1
p }ω1

N pτε¨q}p
}ωN pτε¨q}p´1

p

ă pτ ´ 1q}ω1
N pτζq}p.

Откуда, принимая во внимание, что Iαpεq ą λN , следует оценка

αN ă α “ αpδ,Nq ă pτ ´ 1q}ω1
N pτζq}p

λN
. p3.9q

Пусть теперь (3.7) обращается в равенство

}ω̄N ´XN}p “ supIαpρq “ supIαN
pρq

для всех α ą αN . Тогда, с учетом supIαpδq ď }ωN}p и XN – э.н.п. для ω̄N , будет

}ω̄N ´XN}p “ }ωN}p “ supIαN
pρq, p3.10q

т.е. в силу единственности э.н.п. XN “ 0 (в этом случае говорят, что функция ω̄N плохо
приближаема элементами из Ap). Таким образом, построена последовательность tαNu, такая,
что последовательность {XNu P A

`
1
δ

˘
. При этом согласно (3.9), τ “ 1{δ, соответствующие

αN “ αN pδ,pq ď
p1 ´ δq

›››ω1
N

´
ζ
δ

¯›››
p

δλN
. p3.11q

Из ω P ApRq вытекает ω1
N Ñ ω1 в DpRq при N Ñ 8, λN Ñ λp “ }ω̄ ´X}p. Очевидно, λp ě

γ ą 0 для p ą 1. На основании оценки (3.11) последовательность tαN “ αN pδ,pqu ограничена,
значит, компактна. Пусть αN Ñ αppδq при N Ñ 8, тогда согласно (3.11) (1 ă p ă 8)

αp “ αppδq ď
p1 ´ δq

›››ω1
´
ζ
δ

¯›››
p

δλp
.
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Как и ранее, с учетом }gN ` āN } “ 1, имеем: p1 ´ δqα}gN pδζq}p ď Cp. Отсюда, воспользо-
вавшись оценкой роста функций из Aγ , γ ą 0 (если ϕ P Aγ , то |ϕpζq| ď }ϕ}γ{p1 ´ |ζ|2q2{γ (см.,
например, [9, теорема 7.10])), получим

|gN pδζq| ď Cp

p1 ´ δqαp1 ´ |ζ|2q2{p .

Аналогичная оценка выполняется относительно aN pδζq. Следовательно, функции gN pδζq и
aN pδζq ограничены внутри D

`
1
δ

˘
. По принципу компактности можем считать, что gN pδζq Ñ

gppδζq, aN pδζq Ñ appδζq при N Ñ 8. Перейдем в равенстве (3.6) к пределу при N Ñ 8.
Полагая Xp :“ X, получим ( 1

R
ă δ ă 1)

p1 ´ δqαpgppδζq ` p1 ´ δqαp āppδζq “ ωpζq
λp

´ X̄ppζq
λp

. p3.12q

Отсюда, как в завершающей части доказательства теоремы 2.3, Xp P ApRq. Этим теорема
доказана для 1 ă p ă 8.

Из равенства (3.12) следует, что

p1 ´ ρqαppgppρζq ` āppρζqq “ 1

λp

ˆ
1 ´ ρ

1 ´ δ

˙αp
ˆ
ω

ˆ
ρζ

δ

˙
´ X̄p

ˆ
ρζ

δ

˙˙
.

Откуда, в силу }gp ` āp} “ 1, вытекает неравенство

1

λp

ˆ
1 ´ ρ

1 ´ δ

˙αp
››››ω̄

ˆ
ρζ

δ

˙
´Xp

ˆ
ρζ

δ

˙››››
p

ď 1.

Так как ω P ApRq, то
´
1´ρ
1´δ

¯αp
›››ω

´
ρζ
δ

¯›››
p

при каждом δ : 1
R

ă δ ă 1 ограничены равномерно

по p P p1,2q и ρ P rδ,1q. Из предыдущего неравенства с помощью неравенства треугольника
получим ˆ

1 ´ ρ

1 ´ δ

˙αp
››››Xp

ˆ
ρζ

δ

˙››››
p

ď Cpδq. p3.13q

Как и ранее, воспользуемся оценкой роста функций из Aγ , γ ą 0. Согласно (3.13) получим
ˇ̌
ˇ̌
ˆ
1 ´ ρ

1 ´ δ

˙αp

Xp

ˆ
ρζ

δ

˙ˇ̌
ˇ̌ ď Cpδq

p1 ´ |ζ|2q2{p ,
1

R
ă δ ă 1. p3.14q

Следовательно, семейство функций tXpu равномерно по p P p1,2q и ρ P rδ,1q ограничено
внутри DpRq, поэтому компактно относительно сходимости внутри DpRq. На основании [1,
теоремы 2.2 и 4.1] э.н.п. X1 в задаче (1.2) (p “ 1) единственен и принадлежит H1. Значит, в
силу Hγ Ă A2γ (см., например, [9, теорема 2.8]), X1 P Ap для 1 ă p ă 2. Применяя неравенство
Гельдера, 1 ă p, Xp - э.н.п. для ω̄, имеем

}ω̄pζq ´Xppζq}1 ď }ω̄pζq ´Xppζq}p ď }ω̄pζq ´X1pζq}p. p3.15q

Перейдем в этом неравенстве к пределу при p Ñ 1. Без уменьшения общности полагаем, что
Xp Ñ X˚ P ApRq. Интеграл

ş
D

|ω̄´X1|pdA представим как сумму интегралов ∆1pp,rq и ∆2pp,rq

соответственно по Dr “ t|ζ| ď r ă 1u и Kr “ DzDr. Применяя неравенство треугольника,
затем воспользовавшись неравенством Гельдера, p1 “ 2{p, q1 “ 2{p2 ´ pq, заключаем, что

∆
1{p
2 pp,rq ď }ω}LppKrq ` }X1}LppKrq ď
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}ω}LppKrq ` }X1}2

¨
˝
ż

Kr

dA

˛
‚

2´p
2p

Ñ 0

при r Ñ 1 равномерно по p P p1,2q в силу µpKrq Ñ 0 и ω P ApRq. Следовательно,

lim
pÑ1

}ω̄ ´X1}p “ lim
rÑ1

lim
pÑ1

∆
1{p
1 pp,rq “ }ω̄ ´X1}1.

Вследствие этих рассуждений (3.15) сводится к неравенству }ω̄ ´ X˚}1 ď }ω̄ ´ X1}1, где
функция X˚ P ApRq. Отсюда по единственности э.н.п. X1 “ X˚ P ApRq, когда p “ 1. Это
вместе с первой частью завершает доказательства теоремы 3.2.

Теорема 3.3. Если в задаче (1.3), 1 ď p ă 8, то элемент наилучшего приближения
Y P ApCq.

Доказательство основано на методе, разработанном в §2, и при p ą 1 фактически повторяет
доказательство аналогичной теоремы 3.1. В связи с этим для p ą 1 ограничимся схемой
доказательства. Случай p “ 1, как и выше, требует индивидуального подхода.

Пусть 1 ă p ă 8 и ω P tQNu, Y – соответствующий э.н.п., по аналогии с (2.2) и (2.3)
функция

Φpζq “ |ωpζq ´ Y pζq|p
ωpζq ´ Y pζq ,

L
pδq
α – линейный функционал над Λ

pδq
α Ap, определенный формулой

Lpδq
α pfq “

ż

D

p1 ´ δqαfpδζqΦpζqdA, f P Λpδq
α Ap. p3.16q

Пусть λpδq
p “ }ω ´ Y }p, fpζq “

8ř
n“0

bnζ
n, bn – тейлоровы коэффициенты, fN pζq “

Nř
n“0

bnζ
n.

Тогда на основании теоремы A и (3.15) Lpδq
α pfq “ L

pδq
α pfN q. Далее рассуждая как в доказа-

тельстве теоремы 2.1, заключаем, что функционал (3.16) имеет единственную э.ф. Φpδq. Пусть

Φpδqpζq “ k
pδq
p pζq ´ e

pδq
p pζq, где kpδq

p P tQNu, epδq
p P EN . Продолжая рассуждать по аналогии,

заключаем, что для каждого 0 ă δ ă 1 существует конечное α “ αpδ,N,pq, 1 ă p ă 8, такое,
что

λpδq
p p1 ´ δqαpkpδq

p pδζq ´ epδq
p pδζqq “ ωpζq ´ Y pζq p3.17q

(аналог равенства (3.12)). Из (3.17), ω P tQNu, Y P EN и произвольности 0 ă δ ă 1 следует,
что Y P ApCq. Это доказывает теорему для 1 ă p ă 8.

Для доказательства при p “ 1 понадобится
Лемма 3.1. Если в задаче (1.3) p “ 1, то Y P H1.
Доказательство. Следуя доказательствам теорем 2.2 и 3.1 из [1], устанавливаем, что

inft}ω ´ y}1 : y P tQN`mu,m ě 1u достигается на единственном элементе Ym P tQN`mu,
пусть λm “ }ω ´ Ym}1. С помощью формулы Грина, t “ eiθ, получим

1

2π

2πż

0

|ωptq ´ Ymptq|dθ “ i

2π

2πż

0

|ωptq ´ Ymptq|tdt̄ “

ż

D

B
Bζ

´
pω ´ Ymq1{2pω̄ ´ Ȳmq1{2

¯
ζdA`

ż

D

|ω ´ Ym|dA “

1

2

ż

D

|ω ´ Ym|
ω ´ Ym

pζω1 ´ ζY 1
mqdA ` λm. p3.18q
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Так как ζY 1
m P tQN`mu, ω´Ym ‰ 0 п.в., то по теореме A (p “ 1) интеграл

ş
D

|ω´Ym|
ω´Ym

ζY 1
mdA “ 0.

Теперь из (3.18) следует оценка

}ω ´ Ym}H1
ď 1

2

ż

D

|ζω1|dA ` }ω ´ Ym}1. p3.19q

Нормы }ω´Ym}1 Ñ }ω´Y }1 и Ym Ñ Y внутри D при m Ñ 8 (см. доказательство теоремы 2.2
из [1]). Следовательно, по (3.19), ζω1 P tQNu Ă A1, последовательность tω ´ Ymu ограничена
в H1. Значит, }ωρ ´ pYmqρ}H1

ď C, откуда, переходя к пределу при m Ñ 8, заключаем, что
Y P H1. Лемма 3.1 доказана.

Пусть в теореме 3.3 p “ 1. Положим Y :“ Yp для p ě 1. Опираясь на равенство (3.17) и
рассуждая как при выводе (3.14), ω P tQNu, получим

ˆ
1 ´ ρ

1 ´ δ

˙α ˇ̌
ˇ̌Yp

ˆ
ρζ

δ

˙ˇ̌
ˇ̌ ď Mpδq

p1 ´ |ζ|2q2{p . p3.20q

Откуда для 1 ă p ă 2, с учетом Y1 P H1 по лемме 3.1, H1 Ă A2, следует

}ωpζq ´ Yppζq}1 ď }ω ´ Y1}p.

Перейдем в последнем неравенстве к пределу при p Ñ 1. Имея ввиду (3.20), рассуждая как
в доказательстве теоремы 3.2 при p “ 1, заключаем, что Y1 P A

`
1
δ

˘
для любого δ : 0 ă δ ă 1,

т.е. при p “ 1 э.н.п. Y1 P ApCq. Теорема 3.3 полностью доказана.
§4. Приложение
Сначала рассмотрим задачу для Ap о свойствах э.ф. Пусть l – линейный функционал над

Ap, 1 ď p ă 8, ω P Aq, 1{p ` 1{q “ 1, образованный функцией ω P Aq, т.е. определенный
формулой

lpϕq “
ż

D

ϕpζqω̄pζqdA,ϕ P Ap. p4.1q

Как обычно, функцию ϕ˚ P Ap называем экстремальной для l, если }l} “ lpϕ˚q и }ϕ˚}p “ 1.
Нам понадобится двойственная связь двух различных экстремальных задач относительно

Ap. Именно, пусть AK
q “ ta P LqpDq :

ş
D

aϕdA “ 0для всехϕ P Apu. Тогда при ω P CpD̄q и

1 ď p ă 8 справедливо равенство (см. [1, теорема 2.2 и теорема 3.1])

}l} “ supt|lpϕq| : }ϕ}p ď 1u “ inft}ω̄ ´ a}q : a P AK
q u. p4.2q

Существуют единственные функции f˚ P Ap, }f˚}p “ 1, и Z P AK
q , для которых

}l} “
ż

D

f˚pζqω̄pζqdA “ }ω̄ ´ Z}q. p4.3q

Равенство (4.3) равносильно выполнению почти всюду в D соотношения

|f˚pζq|p
f˚pζq “ ω̄pζq

}l} ´ Zpζq
}l} . p4.4q

Теорема 4.1. Если в функционале (4.1) 1 ď p ă 8 и ω P ApRq, то экстремальная
функция f˚ P ApRq.

Доказательство. Пусть 1 ă p ă 8 и ωN – частичная сумма разложения ω в ряд Тейлора.
Наряду с lN P pApq˚ вида

lN pϕq “
ż

D

ϕpζqω̄N pζqdA,ϕ P Ap,
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рассмотрим функционал l
pδq
N,α над Λ

pδq
α Ap,N (см. определение 2.2), δ : 0 ă δ ă 1, вида

l
pδq
N,αpfq “

ż

D

p1 ´ δqαfpδζqω̄N pζqdA, f P Λpδq
α Ap.

Следуя стандартным рассуждениям, проведенным в §2, (теорема 2.1), заключаем, что lpδq
N,α

имеет единственную экстремальную функцию f
pδq
N,α. Далее, как в доказательстве теоремы 3.3,

устанавливаем: для δ : 0 ă δ ă 1 существует конечное αN “ αN pδ,pq “ inftα ą 0 : }lpδq
N,α} “

}lN}u. При этом, если fN экстремальна для lN , то для δ : 0 ă δ ă 1 существует конечное
βN ě αN , такое, что

fN pζq “ p1 ´ δqβN f
pδq
N,βN

pδζq p4.5q
(для p ą 1 и ω P tQNu подробно об этом см. в [3]). Из равенства (4.5) следует, что fN P ApCq,
когда в (4.1) ω P tQNu и p ą 1.

Докажем, что э.ф. f˚ P ApRq при p ą 1. Пусть ZN – э.н.п. для ω̄N в соответствии с (4.4),
1
R

ă δ ă 1. Для β ą βN , ρ P rδ,1q положим

I
˚
β pρq “

ˆ
1 ´ ρ

1 ´ δ

˙β ››››ωN

ˆ
ρζ

δ

˙››››
q

.

Так как }ω̄N ´ ZN}q ď I˚
β pδq “ }ωN}q, то выполняется неравенство

λ˚
N “ }ω̄N ´ ZN}q ď sup

δďρă1

I
˚
β pρq p4.51q

(аналог неравенства 3.7). Если в p4.51q строгое неравенство для некоторого β ą βN , то ана-
логично (3.11) получим оценку

βN “ βN pδ,pq ď
p1 ´ δq

›››ω1
N

´
ζ
δ

¯›››
q

δλ˚
N

p4.6q

Когда p4.51q обращается в равенство для всех β ą βN , то аналогично (3.10) имеем:

}ω̄N ´ ZN}q “ }ωN}q.

Тогда в силу единственности для ω̄N э.н.п. из AK
q элемент ZN “ 0. И относительно fN соот-

ношение (4.4) принимает вид:

|fN pζq|p
fNpζq “ f

p
2

´1

N pζqf
p
2

N pζq “ ω̄N pζq
λ˚
N

почти всюду в D. Последнее по аналитичности fN и ωN возможно только в тривиальном для
э.ф. функционала (4.1) случае p “ 2 (при p “ 2 э.ф. для (4.1) f˚pzq “ ωpzq{}ω}2). И в общем
случае для βN в (4.5) выполняется оценка (4.6), в которой δ : 1

R
ă δ ă 1. Соответственно,

последовательность tβNu компактна, пусть βN Ñ βp. Перейдем в (4.5) к пределу при N Ñ 8.
Рассуждая по сложившейся схеме, получим, что э.ф. для функционала (4.1)

f˚pζq “ p1 ´ δqβpf pδqpδζq,

где функция f pδq P A, }f pδq} “ 1. Следовательно, f˚ P ApRq, когда p ą 1. При этом в силу

p1 ´ ρqβpf pδqpρζq “
´
1´ρ
1´δ

¯βp

f˚
´
ρζ
δ

¯
, }f pδq} “ 1, выполняется оценка

ˆ
1 ´ ρ

1 ´ δ

˙βp
››››f˚

ˆ
ρζ

δ

˙››››
p

ď 1. p4.7q
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Пусть теперь p “ 1 и ω P ApRq. Обозначим f˚ :“ fp, l :“ lp для p ě 1. Воспользовавшись
оценкой роста функций из Aγ , (4.7) сводим к

ˇ̌
ˇ̌fp

ˆ
ρζ

δ

˙ˇ̌
ˇ̌ ď

ˆ
1 ´ ρ

1 ´ δ

˙βp

p1 ´ |ζ|2q´2{p, δ ď ρ ă 1,
1

R
ă δ ă 1, p4.8q

где множество tβpu, p ą 1, ограничено в силу оценки (4.6). Из (4.8) вытекает, что семейство
функций tfppζqu, p ą 1, ограничено внутри DpRq, поэтому компактно относительно сходи-
мости внутри этого круга. Пусть |fppζq| ď Mpδq. Умножим обе части (4.4) на полином h и
проинтегрируем по D. После преобразования получим равенство

l1phq “
ż

D

hω̄dA “
ż

D

hpζq}lp}|fppζq|p
fppζq dA, p4.9q

из которого следует, что |l1phq| ď }lp}}h}1Mp´1. Множество полиномов плотно в A1,Mp´1 Ñ 1

при p Ñ 1, и на основании последнего неравенства }l1} ď lim
pÑ1

}lp}. Обратное неравенство

вытекает из }fp}1 ď }fp}p “ 1. Следовательно, }l1} “ lim
pÑ1

}lp}. Соответственно, пользуясь

(4.9), получим
l1pfpq “ }lp} Ñ }l1} при p Ñ 1. p4.10q

Пусть fp Ñ f˚ внутри DpRq, тогда fppζq Ñ f˚pζq в D, }f˚}1 ď 1. Так как семейство tfppζqu
ограничено в D, то на основании (4.1) и (4.10) при p Ñ 1, ω P ApRq, будем иметь, что

l1pfpq “
ż

D

fpω̄dA Ñ
ż

D

f˚ω̄dA “ }l1}.

Значит, }f˚}1 “ 1, и функция f˚ P ApRq экстремальна для l1. Теперь в силу единственности
э.ф. f˚ функционала l1 f˚ “ f˚ P ApRq.

Теорема 4.1 доказана.
Перейдем к экстремальной задаче в Hp. Пусть ω P ApRq, S – линейный функционал над

Hp, 1 ď p ă 8, образованный функцией ω, т.е. определенный формулой (t “ eiθ)

Spψq “ 1

2π

2πż

0

ψptqω̄ptqdθ. p4.11q

Э.ф. для функционала (4.11) определяем обычным образом. Как известно, если p P p1,8q, то
э.ф. для (4.11) существует и единственна, при p “ 1 существует, но может быть неединствен-
ной.

В [6, теорема 3.2] методом вложения доказано, что экстремальная функция для функци-
онала (4.11), 1 ď p ă 8, принадлежит ApRq.

Пусть eN “ tψ P Hp : ψpζq “
8ř

n“N`1

ψnζ
n, ψn - тейлоровы коэффициентыu, H0

p “ tψ P Hp :

ψp0q “ 0u.
Аналогами задач (1.2) и (1.3) являются следующие задачи относительно Hp, 1 ď p ă 8, о

свойствах э.н.п. при

ω P Hp,X˚ P H0
p : mint}ω̄ ´ x}LppTq : x P H0

pu “ }ω̄ ´X˚}LppTq, p4.12q

ω P tQNu, Y˚ P eN : mint}ω ´ y}LppTq : y P eNu “ }ω ´ Y˚}LppTq, p4.13q
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Теорема 4.2. Если в задаче (4.12) 1 ă p ă 8 и ω P ApRq, то элемент наилучшего
приближения X˚ P ApRq.

Теорема 4.3. Если в задаче (4.13) 1 ă p ă 8, то элемент наилучшего приближения
Y˚ P ApCq.

Доказательства теорем 4.2 и 4.3 при p ą 1 проводятся по стандартизованному методу,
разработанному в §2 и §3.

Отметим, что для 1 ă p ă 2 теорема 4.2 доказана в [6, следствие 3.1].

Доказательство теоремы 4.2. Отнесем пространству Λ
pδq
α Hp совокупность функций c P A,

наделенных конечной нормой
sup

ρPrδ,1q
p1 ´ ρqα}cρ}Hp .

Пусть пространство

Λpδq
α “ tf “ c ` d̄ : c,d P Λpδq

α Hp,dp0q “ 0u

и наделено нормой
}f}˚ “ sup

ρPrδ,1q
p1 ´ ρqα}cρ ` d̄ρ}LppTq.

Как это хорошо известно, э.н.п. в задаче (4.12), 1 ă p ă 8, существует и единственен.
Пусть 1 ă p ă 8 и ωN P tQNu, X˚

N – соответствующий э.н.п. в задаче (4.12), µN “
}ω̄N ´X˚

N}LppTq. Ясно, что почти всюду ω̄ ´X ‰ 0. Положим

ΦN ptq “ |ω̄N ptq ´X˚
N ptq|p

ω̄Nptq ´X˚
N ptq

и рассмотрим линейный функционал над Λ
pδq
α вида

Lpδq
α pfq “ 1

2π

2πż

0

p1 ´ δqαfpδtqΦN ptqdθ.

Функцию Φ P Λ
pδq
α называем экстремальной для функционала Lpδq

α , если L
pδq
α pΦq “ }Lpδq

α }
и }Φ}˚ “ 1.

Фактически повторяя доказательство теоремы 2.1, устанавливаем, что функционал L
pδq
α

имеет единственную э.ф. Пусть функция Φpδq “ k
pδq
N ´ ē

pδq
N экстремальна для Lpδq

α . Следуя вто-
рой части доказательства теоремы 2.3, получим аналог равенства (2.13). Отсюда заключаем,
что для δ : 0 ă δ ă 1 найдется конечное βN , такое, что справедливо равенство

p1 ´ δqβNk
pδq
N pδtq ´ p1 ´ δqβN ē

pδq
N pδtq “ ωN ptq

µN
´ X̄˚

N ptq
µN

p4.14q

(аналог равенства (3.6)). Продолжая рассуждать по аналогии, получим оценку

βN “ βN pδq ď
p1 ´ δq

››ω1
N

`
t
δ

˘››
Hp

δµN
, p4.15q

аналогичную оценке (3.11). Из равенства (4.14) следует, чтоX˚
N pζq “ µN p1´δqβN epδζq P A

`
1
δ

˘
,

значит, X˚
N P ApCq в силу произвольности 0 ă δ ă 1. И для ω P tQNu теорема доказана.

Пусть теперь ω P ApRq, ωN – частичная сумма разложения ω в ряд Тейлора. Из равенства
(4.14) (с учетом, что его левая часть принадлежит единичной сфере изHp), воспользовавшись
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теоремой о проектировании из LppTq на Hp, p ą 1 (LppTq “ Hp‘H0

p), имея ввиду epδq
N P Λ

pδq
βN
Hp,

заключаем, что

}p1 ´ ρqβN e
pδq
N pρtq}Hp “

ˆ
1 ´ ρ

1 ´ δ

˙βN
››››X

˚
N

ˆ
ρt

δ

˙››››
Hp

ď Kp.

Откуда на основании оценки роста функций из Hγ (если ψ P Hγ , то |ψpζq| ď Mγ}ψ}Hγ{p1 ´
|ζ|2q1{γ) следует оценка

1

µN

ˆ
1 ´ ρ

1 ´ δ

˙βN
ˇ̌
ˇ̌X˚

N

ˆ
ρt

δ

˙ˇ̌
ˇ̌ ď KpMp

p1 ´ ρq1{p ,
1

R
ă δ ă 1, p4.16q

из которой вытекает, что последовательность tX˚
Nu ограничена внутри DpRq. Перейдем в

равенстве (4.14) к пределу при N Ñ 8. Тогда ωN Ñ ω, X˚
N Ñ X˚ в Hp. µN Ñ }ω ´ X˚}LppTq

С учетом (4.15), положим, βN Ñ βp. В итоге на основании (4.16) заключаем, что X˚ P ApRq.
Теорема 4.2 доказана.

Доказательство теоремы 4.3 сразу вытекает из теоремы 4.2. Действительно, если ωpζq “
q0 ` ¨ ¨ ¨ ` qNζ

N P tQNu, x “ xN`1ζ
N`1 ` xN`2ζ

N`2 ` ¨ ¨ ¨ P eN , то

}ωptq ´ xptq}LppTq “
››››
ωptq
tN

´ xptq
tN

››››
LppTq

, p4.17q

где ωptq
tN

“ w̄ptq, w P tQNu, а xptq
tN

P H0
p . Теперь из равенства (4.17), рассуждая как в первой

части доказательства теоремы 4.2, получим требуемое. Теорема 4.3 доказана.
Замечание 4.1. Теорема 4.3 эквивалентна теореме .1 из [6] о принадлежности ApCq

э.ф. для функционала (4.11), образованного ω P tQNu.
Подробности опускаем по техническим причинам.
Согласно [2, формула (5.3)] э.ф. ψN pzq для функционала (4.11) над Hp, 1 ă p ă 8, ω P

tQNu, имеет форму

ψN pzq “ CN

kź

1

z ´ βj

1 ´ β̄jz

Nź

1

p1 ´ ᾱjzq2{p, p4.18q

где CN – константа, k ď N , |βj | ă 1, |αj | “ 1.
Замечание 4.2. Приведенное выше утверждение о форме э.ф. в Hp ошибочно при p P

p1,2q Y p2,8q.
Действительно, по [6, теорема 3.2] э.ф. ψN P ApCq. А функция из правой части (4.18) имеет

полюсы в точках 1{β̄j , а 1{ᾱj являются точками ветвления при p P p1,2q Y p2,8q. Поэтому она
аналитически продолжима в C, p ‰ 2, только при βj “ 0 и αj “ 0, т.е. ψN pzq “ CNz

k, где
|CN | “ 1 в силу }ψN}Hp “ 1.

Для ψ P Hp, }ψ}Hp “ 1, β P D и ω˚
N pzq “ 1 ` ¨ ¨ ¨ ` zN выполняется

ψpβq “ 1

2π

2πż

0

ψpeiθq
ˆ

1

1 ´ βe´iθ

˙
dθ “ lim

NÑ8

¨
˝ 1

2π

2πż

0

ψpeiθqω˚
N pβe´iθq dθ

˛
‚.

Выражения под знаком предела в правой части этого равенства воспринимаем как значе-
ния линейных функционалов lN над Hp, образованных ω˚

N pβzq. Тогда на основании преды-
дущего, ω˚

N P tQNu, как легко видеть }lN} ď 1. Следовательно, |ψpβq| ď 1, как только β P D
и }ψ}Hp ď 1. Получаем противоречие, что подтверждает справедивость замечания 4.2.

В [2, теорема 6.1 (см. также [12])] говорится, что э.ф. для функционала (4.1), ω P tQNu,
имеет форму

fN pzq “ CN

8ź

1

z ´ βj

1 ´ β̄jz

|βj |
βj

Nź

1

p1 ´ ᾱjzq2{p, p4.19q
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где CN – константа, |βj | ă 1, |αj| “ 1.
Имея ввиду теорему 4.1, аналогично предыдущему убеждаемся, что упомянутая выше

теорема 6.1 ошибочна.
В завершение работы отметим, что метод вложения является эффективным в исследова-

нии достаточно широкого круга экстремальных задач в пространствах суммируемых анали-
тических функций.
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