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Аннотация. Статья посвящена исследованию свойств следов на бесконечности одного
класса вырождающихся псевдодифференциальных операторов с постоянным символом,
зависящим от параметра. Рассматривается новый класс вырождающихся псевдодиффе-
ренциальных операторов с постоянными символами, зависящими также от комплексного
параметра. Псевдодифференциальные операторы построены по специальному интеграль-
ному преобразованию.
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Abstract. The article is devoted to the study of the properties of traces at infinity
of a class of degenerate pseudo-differential operators with a constant symbol that depends
on the parameter. We consider a new class of degenerate pseudo-differential operators with
constant symbols that also depend on a complex parameter. Pseudo-differential operators are
constructed using a special integral transformation.
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ВВЕДЕНИЕ

Теория вырождающихся уравнений в настоящее время интенсивно развивается. Это свя-
зано с математическим моделированием вырождающихся процессов, то есть процессов, в
которых границы области существенно влияет на процессы, происходящие внутри области.
Краевые задачи, описывающие эти процессы относятся к неклассическим задачам математи-
ческой физики. Такие краевые задачи используются при исследовании стационарных процес-
сов конвекции – диффузии в неоднородных анизотропных средах, характерных тем, что при
приближении к границе коэффициент диффузии стремится к нулю. В частности, к таким за-
дачам приводит математическое моделирование процессов фильтрации идеального баротроп-
ного газа в неоднородной анизотропной пористой среде, процессов фильтрации двухфазных
жидкостей, в том числе, процессов вытеснения нефти водой из пористой среды. Подобные
задачи возникают при моделировании процесса распространения примеси в жидкокристал-
лическом растворе, находящемся во внешнем электрическом поле, при исследовании стацио-
нарной задачи о контакте мягкой оболочки с препятствием, при расчете линейных стационар-
ных магнитных осесимметричных полей в неоднородных анизотропных средах. Такие урав-
нения являются, например, обобщением сингулярно возмущенных уравнений конвекции —
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диффузии. Кроме того, известно, что нахождение решения краевой задачи для эллиптиче-
ского уравнения эквивалентно минимизации некоторого функционала. В теории управления
задача о минимуме некоторого функционала соответствует задаче об оптимальном управле-
нии. Вырождающимся эллиптическим уравнениям соответствуют вырожденные или особые
оптимальные управления.

Исследование вырождающихся эллиптических уравнений второго порядка и граничных
задач для них было начато в работах М. В. Келдыша [1]. Полученные им результаты за-
тем развивались и обобщались О. А. Олейник [2]. Обобщенные решения вырождающихся
эллиптических уравнений второго порядка впервые были рассмотрены в работах С. Г. Мих-
лина [3] и М. И. Вишика [4]. В работах М. И. Вишика и В. В. Грушина [5] было начато
исследование вырождающихся эллиптических уравнений высокого порядка (при “степенном”
характере вырождения). В работах В. П. Глушко [6], С. З. Левендорского [7], А. Д. Баева,
Р. А. Ковалевского, А. А. Бабайцева [8–15] был получен ряд результатов для некоторых клас-
сов вырождающихся уравнений высокого порядка при произвольном характере вырождения.

Настоящая работа посвящена исследованию свойств на бесконечности нового класса вы-
рождающихся псевдодифференциальных операторов с постоянным символом, зависящим от
комплексного параметра.

Вырождающиеся псевдодифференциальные операторы построены по специальному инте-
гральному преобразованию Fα, введенному в [8]. Некоторые классы вырождающихся псевдо-
дифференциальных операторов были иследованы в работах [16–18].

Рассмотрим функцию αptq, t P R1
`, для которой выполняются условия: αp`0q “ α1p`0q “

0, α(t) > 0 при t ą 0, α(t) = const для t ě d при некоторомd > 0.
Рассмотрим интегральное преобразование

Fαruptqspηq “
`8ż

0

uptq exppiη
dż

t

dρ

αpρq q dya
αptq

, (1)

определенное первоначально на функциях uptq P C8
0 pR1

`q. Здесь C8
0 pR1

`q - пространство бес-
конечно дифференцируемых финитных функций, носитель которых принадлежит R1

`. Пре-

образование (1) и преобразование Фурье FτÑηrus “
`8ż

´8

upτq exppiητqdτ , η P R1 связаны сле-

дующим соотношением
Fαruptqspηq “ FτÑηruαpτqs, (2)

где uαpτq “
a
αptquptq

ˇ̌
ˇ
t“ϕ´1pτq

, t “ ϕ´1pτq - функция, обратная к функции τ “ ϕptq “
dş
t

dρ
αpρq .

Для преобразования Fα справедлив аналог равенства Парсеваля

}Fαruspηq}L2pR1q “
?
2π }u}L2pR1

`q . (3)

Равенство (3) даёт возможность расширить преобразование (1) до непрерывного преобра-
зования, осуществляющего гомеоморфизм пространств L2pR1q и L2pR1

`q, а также рассмотреть
преобразование Fα на некоторых классах обобщенных функций. Для расширенного таким об-
разом преобразования Fα сохраним старое обозначение. Обозначим через F´1

α обратное к Fα

преобразование. Это преобразование можно записать в виде

F´1
α rwpηqsptq “ 1a

αptq
F´1
ηÑτ rwpηqs

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
τ“ϕptq

.
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Можно показать, что для функции uptq P C8
0 pR̄1

`q справедливы равенства

FαrDj
α,tuspηq “ ηjFαruspηq, j “ 1,2,...,где Dα,t “ 1

i

a
αptqBt

a
αptq, Bt “ B

Bt .

Определим пространства Hs,αpRn
`q;Hs,α,qpRn

`q следующим образом.
Определение 1. ПространствоHs,αpRn

`qps – действительное число) состоит из всех функ-
ций пространства L2pRn

`q, для которых конечна норма

}v, |p|}2s,α “
ż

Rn

p|p|2 ` |ξ|2 ` η2qs |FαFxÑξrvpx,yqs|2 dξdη, (4)

зависящая от комплексного параметра p P Q “ tp P C, |arg p| ă π
2
, |p| ą 0u.

Определение 2. ПространствоHs,α,qpRn
`q ps ě 0, q ą 1q состоит из всех функций vpx,yq P

Hs,αpRn
`q, для которых конечна норма

}v, |p|}s,α,q “ t
r s
q

sÿ

l“0

›››F´1
ξÑxF

´1
α rp|p|2 ` |ξ|2 ` η2q s´ql

2 FαFxÑξrBlyvss
›››
2

L2pRn
`q

u 1

2 , (5)

зависящая от комплексного параметра. Здесь r s
q
s — целая часть числа s

q
.

Пусть выполнено следующее условие.
Условие 1. Существует число ν P (0,1] такое, что |α1ptqα´νptq| ď c ă 8 при всех t P

r0,`8q. Кроме того, αpyq P Cs1r0,`8q для некоторого s1 ě 2N ´ |σ|, где N ě max
0ďp1ďl

t2p1 `
l ´ p1 ` 3

2

ν
` 1, σ ` 1, σ ` l

2
u, l “ 1, 2..., σ— некоторое действительное число.

Можно показать, что указанное выше число ν существует, если αp`0q “ α1p`0q “ 0.
С помощью преобразования (1) и преобразования Фурье FxÑξ “ Fx1Ñξ1Fx2Ñξ2 ...Fxn´1Ñξn´1

определим весовой псевдодифференциальный оператор по формуле

Gpσqpp,Dx,Dα,tqvpx,tq “ F´1
α F´1

ξÑxrλpp,ξ,ηqFxÑξFαrvpx,tqss. (6)

Определение 3. Будем говорить, что символ λpp,ξ,ηq весового псевдодифференциаль-
ного оператора Gpσqpp,Dx,Dα,tq принадлежит классу символов S

σ,p
α,ρ, где σ P R1,p P Q “

tp P C, |arg p| ă π
2
, |p| ą 0u, если функция λpp,ξ,ηq является бесконечно дифференцируемой

функцией по переменной η P R1 . Причем, при всех j “ 0, 1, 2,..., l “ 0, 1, 2,... справедливы
оценки

|Blηλpp,ξ,ηq| ď cjlp|p|2 ` |ξ| ` |η|qσ´ρl (7)

с константами cjl ą 0, не зависящими от p P Q, ξ P Rn´1, η P R1, ρ P p0; 1s. Здесь σ—
действительное число.

Доказано следующее утверждение.
Теорема 1. Пусть выполнено условие 1 и символ λpp,ξ,ηq вырождающегося псевдодиффе-

ренциального оператора Gpσqpp,Dx,Dα,tq принадлежит классу S
σ,p
α,ρ, p P Q “ tp P C, |arg p| ă

π
2
, |p| ą 0u, σ P R1,ρ P p0; 1s. Пусть функция vpx,tq такова, что функция DN

α,tvpx,tq при
всех x P Rn´1 принадлежит, как функция переменной t пространству L2pR1

`q при некото-
ром N P r1

ρ
maxtσ ` 1; 1u; s1s, где s1 определено в условии 1. Пусть lim

tÑ`8
D

j
α,tvpx,tq “ 0

при всех x P Rn´1, j “ 0,1,2,...,N ´ 1. Тогда при всех x P Rn´1 справедливо равенство
lim

tÑ`8
Gpσqpp,Dx,Dα,tqvpx,tq “ 0.
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СХЕМА ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ТЕОРЕМЫ 1

Воспользовавшись формулой Тейлора, получим равенство

λpp,ξ,ηq “ λpp,ξ,0q `
N´1ÿ

i“1

λipp,ξ,0qηi ` gN pp,ξ,ηqηN , (1.1)

где $
&
%

λipp,ξ,ηq “ 1
i!

Biηλpp,ξ,ηq

gN pp,ξ,ηq “ N
1ş
0

λN pp,ξ,θηqp1 ´ θqN´1dθ.
(1.2)

Обозначим

Gpσqpp,ξ,Dα,tqupξ,tq “ F´1
α rλpp,ξ,ηqFαrupξ,tqss, upξ,tq “ FxÑξrvpx,tqs.

Таким образом, получаем равенство

Gpσqpp,ξ,Dα,tqupξ,tq ” λpp,ξ,0qupξ,tq `
N´1ř
i“1

λipp,ξ,0qDi
α,tupξ,tq`

`F´1
α rgN pp,ξ,ηqFαrDN

α,tuss.
(1.3)

Выберем число N так, чтобы 1
ρ
maxpσ ` 1,1q ă N ď s1. Тогда по условию теоремы 1

получим, что при любом фиксированном ξ P Rn´1 справедливо равенство

lim
tÑ`8

Gpσqpp,ξ,Dα,tqupξ,tq “ lim
tÑ`8

F´1
α rgN pp,ξ,ηqFαrDN

α,tupξ,tqss. (1.4)

Из (1.4) вытекает, что для доказательства теоремы 1 остается установить равенство

lim
tÑ`8

F´1
α rgN pp,ξ,ηqFαrDN

α,tupξ,tqss “ 0. (1.5)

Так как αptq “ const ą 0 при t ě d ą 0, то с помощью определения преобразования F´1
α

находим

lim
tÑ`8

F´1
α rgN pp,ξ,ηqFαrDN

α,tupξ,tqss “ 1

c
lim

tÑ`8
F´1
ηÑτ rgN pp,ξ,ηqFαrDN

α,tus s|τ“ϕptq “

“ 1

c
lim

τÑ´8
F´1
ηÑτ rgN pξ,ηqFαrDN

α,tupξ,tqss. (1.6)

Следовательно, из (1.5) и (1.6) вытекает, что для доказательства теоремы 1 достаточно
показать, что

lim
τÑ´8

F´1
ηÑτ rgN pp,ξ,ηqFαrDN

α,tupξ,tqss “ 0. (1.7)

Равенство (1.7) докажем с помощью известной леммы Римана–Лебега. Из этой леммы
следует, что равенство (1.7) справедливо, если при каждом ξ P Rn´1, p P Q справедливо
включение

gN pp,ξ,ηqFαrDN
α,tupξ,tqs P L1pR1q. (1.8)

Докажем включение (1.8). Из (1.2) получим

|gN pξ,ηq| ď c

1ż

0

p|p|2 ` |ξ|2 ` pθηq2q 1

2
pσ´ρNqdθ, ρ P p0; 1s.
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Следовательно, при N ą 1
ρ
maxtσ ` 1, 1u, получим

|ηgN pp,ξ,ηq| ď c

|η|ż

0

p|p|2 ` |ξ|2 ` θ21q 1

2
pσ´ρNqdθ1 ď rc ă 8. (1.9)

Из (1.9) заключаем, что функция gN pp,ξ,ηq принадлежит по переменной η при каждом
ξ P Rn´1, p P Q пространству L2pR1q (так как она непрерывна и |gN pp,ξ,ηq| ď c

|η| при |η| Ñ 8q.
Кроме того, по условию теоремы 1, функция DN

α,tupξ,tq принадлежит (по tq пространству
L2pR1

`q при каждом ξ P Rn´1. Тогда функция FαrDN
α,tuspξ,ηq принадлежит (по ηq простран-

ству L2pR1q при каждом ξ P Rn´1.
Таким образом, имеем оценку

››gN pξ,ηqFαrDN
α,tupξ,tqs

››
L1pR1q ď }gN pξ,ηq}L2pR1q

››FαrDN
α,tus

››
L2pR1q ď c ă 8.

Из последней оценки вытекает включение (1.8), которое доказывает утверждение теоре-
мы 1.
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